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PREFACIO 


INTRODUCCIÓN АІ preparar la undécima edición de Cálculo de Thomas, hemos querido 
mantener el estilo de las versiones anteriores y conservar las fortalezas detectadas en ellas. 
Nuestra meta ha sido, por lo tanto, identificar las mejores características de las ediciones 
clásicas de la obra y, al mismo tiempo, atender cuidadosamente las sugerencias de nues- 
tros muchos usuarios y revisores. Con estos altos estándares en mente, hemos reconstruido 
los ejercicios y aclarado algunos temas de difícil comprensión. De acuerdo con el autor, 
George Thomas, “hemos intentado escribir el libro con tanta claridad y precisión como ha 
sido posible”. Además, hemos restablecido los contenidos para que sean más lógicos y 
congruentes con los programas de estudio de mayor difusión. Al revisar esta labor en re- 
trospectiva, nos percatamos de que los muchos conocimientos adquiridos nos han ayudado 
a crear un texto de cálculo útil y atractivo para la siguiente generación de ingenieros y 
científicos. 

En su undécima edición, el texto no sólo presenta a los estudiantes los métodos y las 
aplicaciones del cálculo, sino que plantea también una manera de pensar totalmente mate- 
mática. A partir de los ejercicios, los ejemplos y el desarrollo de los conceptos que revela 
la teoría en un lenguaje legible, este libro se centra en el pensamiento y la comunicación 
de ideas matemáticas. El cálculo tiene gran relación con muchos de los paradigmas clave de 
las matemáticas, y establece los fundamentos reales para la reflexión precisa y lógica en 
torno de temas físicos y matemáticos. Nuestro propósito se centra en ayudar a los estu- 
diantes a alcanzar la madurez matemática necesaria para dominar el material y aplicar sus 
conocimientos de manera íntegra. El razonamiento que se deriva de la comprensión de lo 
analizado en las páginas de esta obra hacen que el esfuerzo que ha implicado su creación 
valga la pena. 

Una vez analizado el contenido de este libro, los estudiantes estarán bien instruidos en 
el lenguaje matemático que se necesita para aplicar los conceptos de cálculo a numerosas 
situaciones de ciencias e ingeniería. También estarán preparados para tomar cursos de 
ecuaciones diferenciales, álgebra lineal o cálculo avanzado. 


н / 


Cambios en la undécima edición 


EJERCICIOS Los ejercicios y ejemplos juegan un papel crucial en el aprendizaje del 
cálculo. En esta edición hemos incluido muchos ejercicios que ya aparecían en versiones 
anteriores de la obra por considerarlos una de las grandes fortalezas de la misma. Los ejer- 
cicios se han reorganizado por tema en cada una de las secciones, planteando primero los 
problemas computacionales para luego abordar los relativos a la teoría y las aplicaciones. 
Esta disposición permite que los estudiantes desarrollen habilidades en el uso de los mé- 
todos del cálculo y adquieran una comprensión más profunda de sus aplicaciones en el 
marco de una estructura matemática coherente. 


ІХ 
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Prefacio 


RIGOR Еп comparación con las ediciones anteriores, en esta versión el contenido del tex- 
to es más riguroso y consistente. En él se brindan análisis formales e informales, haciendo 
una clara distinción entre ambos; además, se incluyen definiciones precisas y demostracio- 
nes accesibles para los estudiantes. Este texto está organizado de manera que el material 
pueda ser cubierto informalmente, dando cierta flexibilidad al instructor. Por ejemplo, a 
pesar de que no se prueba que una función continua en un intervalo cerrado y acotado tiene 
un máximo ahí, el teorema correspondiente se expone con todo cuidado para comprobar 
varios resultados subsecuentes. Más aún, el capítulo de límites ha sido reorganizado de 
manera sustancial, haciendo hincapié tanto en su claridad como en su precisión. Como en 
las ediciones anteriores, el concepto de límite se basa en la importante idea de obtener la 
pendiente de la recta tangente a una curva en un punto de aquella. 


CONTENIDO En la preparación de esta edición hemos puesto especial atención а las su- 
gerencias y comentarios de los usuarios y revisores de las versiones anteriores de Cálculo de 
Thomas. Esto ha dado como resultado extensas modificaciones en varios de los capítulos. 


TOMO | 


e Preliminares Hemos reescrito el capítulo 1, de manera que proporcione una breve 
revisión de las funciones elementales. Aunque muchos profesores podrían optar por 
obviar este capítulo, su estudio permite a alumnos un fácil repaso de conocimientos 
para que unifiquen notaciones. También contiene material útil que muchos estudian- 
tes podrían desconocer, como los errores que se producen al confiar totalmente en 
las calculadoras o computadoras para construir la gráfica de una función. 


+ Límites Еп el capítulo 2 se incluyen las definiciones epsilón-delta, las demostra- 
ciones de muchos teoremas, así como límites en el infinito y límites infinitos (y sus 
relaciones con las asíntotas de una gráfica). 


e Antiderivadas En los capítulos 3 y 4 presentamos la derivada y sus aplicaciones 
más importantes, concluyendo con el concepto de antiderivada, con lo cual se esta- 
blecen las bases para la integración. 


e Integración Después de discutir varios ejemplos de sumas finitas, en el capítulo 5 
introducimos la integral definida en la forma tradicional del área debajo de la curva. 
Continuamos con el análisis del teorema fundamental del cálculo, relacionando de- 
rivadas y antiderivadas, y con la presentación de la integral indefinida, junto con la 
regla de sustitución para integración. Luego proseguimos con el capítulo tradicional 
de aplicaciones de las integrales definidas. 


+ Técnicas de integración En el capítulo 8 se presentan las principales técnicas de 
integración, incluyendo integración numérica. Después se ofrece una introducción a 
las funciones trascendentes, definiendo el logaritmo natural como la integral y la 
función exponencial como su inversa. 


+ Ecuaciones diferenciales La mayor parte del material para resolver ecuaciones 
diferenciales básicas ahora está organizado solamente en el capítulo 9. Esta disposi- 
ción permite que los profesores encuentren la flexibilidad idónea para cubrir los te- 
mas correspondientes. 
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9 Cónicas Atendiendo a la demanda de muchos usuarios, el capítulo 10 ha sido total- 
mente reescrito. Por otro lado, este capítulo completa el material de ecuaciones paramé- 
tricas, dando las parametrizaciones para las parábolas, las hipérbolas y las cicloides. 


9 Series En comparación con ediciones anteriores, en el capítulo 11 hemos desarro- 
llado de manera más completa los criterios de convergencia para series. También in- 
cluimos, al final del capítulo, una breve sección para presentar las series de Fourier 
(cuyo estudio puede omitirse, según convenga). 


FIGURA 6.11, página 402 


Determinación del volumen del sólido 
generado al hacer girar la región (a) 


alrededor del eje y. 


FIGURA 6.13, página 403 
Las secciones transversales 
del sólido de rotación 
generado aquí son arandelas, 
no discos. 


y 
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e Vectores Рага evitar la repetición de los conceptos algebraicos y geométricos fun- 
damentales, hemos combinado el tratamiento de vectores en dos y tres dimensiones 
en un solo capítulo, el 12. A esta presentación le sigue el capítulo de funciones de 
valores vectoriales en el plano y en el espacio. 


+ Los números reales Hemos escrito un nuevo apéndice para analizar brevemente 
la teoría de los números reales y su aplicación en el cálculo. 


ARTE Sabemos que las figuras y las ilustraciones representan un componente de gran 
importancia en el aprendizaje del cálculo, por lo que hemos mejorado todas las figuras de 
este libro, buscando mayor claridad en la relación entre éstas y los conceptos a que hacen 
referencia. Esto resulta especialmente evidente en las gráficas tridimensionales, en las que 
podemos indicar mejor la profundidad, las capas y la rotación (vea las figuras siguientes). 


(х, RG) 


Arandela 


ХЇЇ 
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Otras características 


PROYECTOS Y RESUMEN DE FINAL DE CAPÍTULO Además de los problemas que apare- 
cen después de cada sección, los capítulos terminan con preguntas de repaso, ejercicios 
prácticos que cubren todo el contenido analizado, y una serie de ejercicios adicionales y 
avanzados en donde se plantean problemas sintetizados o que plantean retos de mayor 
envergadura. Asimismo, casi todos los capítulos incluyen la descripción de varios proyectos 
para que los estudiantes trabajen en ellos, ya sea individualmente o en equipo, en periodos más 
largos. Estos proyectos requieren el uso de una computadora y de material adicional, dis- 
ponible en www.pearsoneducacion.net/thomas. 


EJ ERCICIOS DE DESARROLLO TEÓRICO Los ejercicios de desarrollo teórico que aparecen 
a lo largo de todo el libro, solicitan a los alumnos que exploren y expliquen una variedad 
de conceptos y aplicaciones del cálculo. Además, al final de cada capítulo se halla una lis- 
ta de preguntas para que los estudiantes repasen y resuman lo que han aprendido. Muchos de 
estos ejercicios pueden servir para que el profesor asigne tareas de contenido teórico. 


RESPUESTAS Se proporcionan todas las respuestas de los ejercicios impares cuando es 
adecuado; la corrección de tales respuestas ha sido revisada cuidadosamente. 


EXACTITUD MATEMÁTICA Сото en las ediciones anteriores, hemos tenido gran cuidado 
en afirmar solamente aquello que sea correcto desde el punto de vista matemático. Cada 
definición, teorema, corolario y demostración han sido revisados para garantizar su clari- 
dad y exactitud matemática. 


LEGILIBILIDAD Y APLICACIÓN EN PROBLEMAS REALES Como siempre, este texto bus- 
ca ser fácil de leer, interactivo y matemáticamente rico. Cada tema nuevo ha sido abordado 
con claridad, ilustrado con ejemplos de fácil comprensión y reforzado con aplicaciones a 
problemas reales que involucran el cálculo en ciencias e ingeniería, y que resultan de inte- 
rés para los estudiantes. Estos problemas de aplicación se han actualizado, mejorado y am- 
pliado a lo largo de las últimas ediciones. 


TECNOLOGÍA Aunque seguimos proporcionando apoyo para las aplicaciones tecnológicas 
del cálculo, a partir de la décima edición esto resulta menos evidente dentro de los capítu- 
los. Sin embargo, el uso de este texto puede incorporar fácilmente la tecnología según los 
propósitos del profesor. Para ello, cada sección contiene ejercicios que requieren el uso de 
la tecnología, identificados de cualquiera de las siguientes maneras: 


+ Con una si se requiere una calculadora o computadora para su resolución. 


• Con el texto EXPLORACIÓN CON COMPUTADORA si se necesita un software 
matemático (como Maple o Mathematica) para contestarlos. 


Complementos multimedia y soporte en línea (en inglés) 


MANUALES DE RECURSOS TECNOLÓGICOS 

Maple Manual, escrito por Donald Hartig, de la California Polytechnic State University 
Mathematica Manual, preparado por Marie Vanisko, de la California State University 
Stanislaus, y por Lyle Cochran, del Whitworth College 

TF Graphing Calculator Manual, por Luz DeAlba, de la Drake University. 

Estos manuales cubren los programas Maple 9 y Mathematica 5, y las calculadoras TI-83 
Plus, TI-84 Plus, TI-85/T1-86 y Т1-89/Т1-92 Plus, respectivamente. Cada uno de ellos ofrece 
guía detallada para la integración de un paquete de software o una calculadora graficadora 
a lo largo del curso, incluyendo sintaxis y comandos. 


Editores de desarrollo 


Elka Block 
David Chelton 
Frank Purcell 
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COURSECOMPASS 

CourseCompass es una plataforma para cursos en línea que Pearson Educación ofrece de 
manera exclusiva como apoyo para sus libros de texto. Este libro cuenta con un curso precar- 
gado en CourseCompass, que incluye ejercicios y recursos en MyMathLab y en MathXL, 
el sistema de tutoriales, tareas y evaluación en línea de Addison Wesley. MyMathLab pro- 
porciona un amplio conjunto de materiales relacionados con el curso, así como ejercicios 
generados algorítmicamente para repasar tanto como se desee un tema. Los alumnos pueden 
utilizar también herramientas en línea, como clases en vídeo, animaciones, una versión 
electrónica del libro y proyectos de Maple/Mathematica para mejorar su comprensión y 
desempeño. Además, los estudiantes pueden responder exámenes por capítulo y obtener 
un plan de estudio personalizado de acuerdo con sus resultados. Por su parte, los profesores 
pueden emplear los administradores de tareas y exámenes que proporciona CourseCom- 
pass para seleccionar y asignar ejercicios en línea relacionados directamente con el libro, 
así como importar exámenes de TestGen para obtener más flexibilidad. El libro de notas 
de MyMathLab —diseñado específicamente para matemáticas y estadística— lleva un 
registro automático de las tareas y los resultados de los exámenes de los alumnos, y da 
control al profesor para calcular las notas de fin de curso. CourseCompass está disponible 
para quienes adopten el libro. Para obtener más información, visite nuestro sitio Web en 
WWW.COUrsecompass.com, o pida una demostración del producto al representante de ven- 
tas de Pearson Educación que lo atiende. 


“TESTGEN CON СИ ZMASTER 

TestGen permite a los profesores crear, editar, imprimir y administrar exámenes mediante 
un banco de preguntas computarizado, desarrollado para cubrir todos los objetivos del tex- 
to. TestGen se basa en algoritmos, gracias a lo cual los profesores pueden crear múltiples 
versiones de la misma pregunta o del mismo examen con sólo hacer clic en un botón. Los 
maestros pueden también modificar las preguntas del banco de exámenes o agregar nuevos 
reactivos utilizando además el editor integrado para crear o importar gráficas, insertar 
notación matemática, números variables o texto. Los exámenes pueden imprimirse o dis- 
tribuirse por Internet o en una red local, o pueden ser importados en CourseCompass o 
Blackboard. TestGen incluye QuizMaster, que permite a los estudiantes realizar las pruebas 
en una red de área local. El software está disponible en un CD-ROM para las plataformas 
Windows y Macintosh. 


STIOWEB www. pearsoneducacion.net/thomas 

El sitio Web del libro Cálculo de Thomas proporciona al alumno biografías más amplias 
de los personajes históricos referidos en el libro, así como artículos relacionados. Asimis- 
mo, pone a su disposición un conjunto de módulos de Maple y Mathematica que puede 
utilizar como proyectos individuales o en grupo. Este sitio también ofrece al profesor un 
vínculo hacia el sitio de descarga de materiales (en inglés) de este libro. 
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Capítulo 


SECCIONES CÓNICAS Y 
COORDENADAS POLARES 


INTRODUCCIÓN En este capítulo daremos la definición geométrica de las parábolas, las 
elipses y las hipérbolas y deduciremos la forma canónica de sus ecuaciones. Estas curvas 
se llaman secciones cónicas, о simplemente cónicas, y modelan, por ejemplo, las trayecto- 
rias recorridas por los planetas, satélites y otros cuerpos cuyos movimientos están regidos 
por fuerzas del tipo “cuadrado inverso”. En el capítulo 13 veremos que, una vez que sabe- 
mos que la trayectoria de un cuerpo en movimiento es una curva cónica, tenemos de inme- 
diato la información sobre la velocidad del cuerpo y las fuerzas que lo impulsan. El movi- 
miento planetario se describe mejor con la ayuda de coordenadas polares, por lo que 
también analizaremos curvas, derivadas e integrales en este nuevo sistema de coordenadas. 


E 0.: y Secciones cónicas y ecuaciones cuadráticas 


En el capítulo 1 definimos un círculo (o circunferencia) como el conjunto de puntos en 
un plano cuya distancia (el radio)a un punto fijo, llamado centro, es constante. Si el centro 
es (h, k) y el radio es a, la forma canónica para la ecuación de la circunferencia es 
(х — h}? + (y — k}? = a?. Éste es un ejemplo de una sección cónica, es decir, de una 
curva que se forman al cortar un cono doble con un plano (figura 10.1); de aquí el nombre 
de sección cónica. 

A continuación describimos parábolas, elipses e hipérbolas como las gráficas de 
ecuaciones cuadráticas en el plano coordenado. 


Parábolas 


DEFINICIONES Parábola, foco, directriz 

Un conjunto formado por todos los puntos en un plano que equidistan de un 
punto fijo dado y de una recta fija dada en el plano es una parábola. El punto 
fijo es el foco de la parábola. La recta fija es la directriz. 


Si el foco F está еп la directriz L, la parábola es la recta que pasa por F y es perpen- 
dicular а L. Esto se considera un caso degenerado, por lo que de aquí en adelante supon- 
dremos que F no está en L. 

La ecuación más sencilla para una parábola se obtiene cuando su foco se encuentra en 
uno de los ejes y su directriz es perpendicular a éste. Suponga que el foco está en el punto 
Е(0, р) en la parte positiva del eje y y que la directriz es la recta у = —p (figura 10.2). En 
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Circunferencia: plano 
perpendicular al eje del cono 


Elipse: plano oblicuo Parábola: plano paralelo Hipérbola: el plano corta 
al eje del cono al lado del cono las dos mitades del cono 


° 
Punto: el plano pasa sólo Una recta: el plano es Par de rectas que 
por el vértice del cono tangente al cono se intersecan 


(b) 


FIGURA 10.1 Las secciones cónicas estándar (a) son las curvas en las que un plano corta un cono doble. Las hipérbolas constan de 


dos partes, llamadas ramas. El punto y las rectas que se obtienen al hacer pasar el plano por el vértice del cono (b) son secciones cóni- 


cas degeneradas. 


>< 


xX = 4ру 


El vértice se encuentra 
a la mitad de la distancia -< 
entre la directriz y el foco. H 


Directriz: y = -р Q(x -р) 


FIGURA 10.2 Forma canónica de la pará- 
bola x? = 4ру, р > 0. 


un punto P(x, y) está en la parábola si y sólo si PF = PQ. De la fórmula de la distancia, 


РЕ = 2 (х – 0) + (y-pY?= 2 x + (у – р)? 


РО = 2 (х – х)? + (y — (-р)) = 2 (y + př. 


Cuando igualamos estas expresiones, elevamos al cuadrado y simplificamos, obtenemos 


у= 45 о х2 = 4ру. Forma canónica (1) 


Estas ecuaciones revelan la simetría de la parábola con respecto al eje y. Al eje y lo Пата- 
mos eje de la parábola (una forma abreviada de “eje de simetría”). 

El punto en donde la parábola cruza su eje es el vértice. El vértice de la parábola 
x? = 4py está en el origen (figura 10.2). El número positivo p es la distancia focal de la 
parábola. 


>= 


Directriz: y = р 


Vértice en el origen 
БЭ 


Foco (0, —p) 


FIGURA 10.3 Та parábola 
x? = —4py, p > 0. 


>x 
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Si la parábola abre hacia abajo, con foco en (0, —p) y con directriz la recta y = p, en- 
tonces las ecuaciones correspondientes a (1) son 


x 


сон э 
ук 7 ж 4ру 


(figura 10.3). Obtenemos ecuaciones similares para parábolas que abren hacia la derecha 
O hacia la izquierda (figura 10.4 y tabla 10.1). 


TABLA 10.1 Ecuaciones en forma canónica para parábolas con vértice en el origen 
(p> 0) 
Ecuación Foco Directriz Eje Abre hacia 
х? = 4ру (0, р) у= =p еје у arriba 
x2 = -4ру (0, -р) у=р eje y abajo 
y? = 4px (р, 0) х= -=p еје х аегесһа 
у? = —4рх (—р, 0) х=р eje x izquierda 
y 
Directrizl ^ Directriz 
x=-p =P 
Vértice Vértice 


>x 


(a) (b) 


FIGURA 10.4 La parábola y? = 4px. (b) La parábola y? = —4px. 


EJEMPLO 1 Determinar el foco y la directriz de la parábola у? = 10x. 


Solución Determinamos el valor de p en la ecuación estándar y? = 4px: 


4р = 10, de modo que р = L = 3, 


Luego determinamos el foco y la directriz para este valor де р: 


Foco: (p, 0) = (5 o) 


Directriz: x= =p о х= -3. и 
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Las fórmulas para el desplazamiento horizontal y vertical que se comentaron en la 
sección 1.5 pueden aplicarse a las ecuaciones de la tabla 10.1 para obtener las ecuaciones 
de diversas parábolas que estén en otras posiciones (vea los ejercicios 39, 40 y 45 a 48). 


Ellipses 


DEFI NI CIONES Elipse, Focos 

Una elipse es el conjunto de puntos en un plano cuyas distancias a dos puntos fi- 
jos en el plano tienen una suma constante. Los dos puntos fijos son los focos de 
la elipse. 


FIGURA 10.5 Una manera de dibujar una 
elipse consiste en guiar un lápiz utilizando 


dos tachuelas y una cuerda atada por sus 


extremos. 


La manera más rápida de construir una elipse se basa en esta definición. Ponga una 
cuerda, unida por sus extremos, alrededor de dos tachuelas F y Рә, tense la cuerda con un 
lápiz en el punto P y mueva el lápiz para trazar una curva cerrada (figura 10.5). La curva 
es una elipse, ya que la suma РЕ + PF), siendo la longitud de la cuerda menos la dis- 
tancia entre las tachuelas, permanece constante. Los focos de la elipse están en Ху y Ёо. 


DEFINICIONES Eje focal, centro, vértices 


Vértice | Foco Centro Босо | Vértice La recta que pasa por los focos de una elipse es su eje focal. El punto que está so- 
Ф 4 hd . . . . 

bre el eje a la mitad de la distancia entre los focos es el centro. Los puntos еп 

Eje focal donde el eje focal y la elipse se cruzan son los vértices de la elipse (figura 10.6). 


FIGURA 10.6 Puntos en el eje focal de Si los focos están en F¡(—c, 0) y Fac, 0) (figura 10.7) y РЕ + PF, se denota por 
una elipse. 2a, las coordenadas de un punto P en la elipse satisfacen la 


2 (x+ с) + у*+ 2 (х с) + y? = 2а. 


Para simplificar esta ecuación, movemos el segundo radical al lado derecho, elevamos al 
cuadrado, despejamos el radical que queda y elevamos nuevamente al cuadrado para 
obtener, 
2 2 
y a (2) 
а а g 
Como PF; + РЕ» es mayor que la longitud АР (la desigualdad del triángulo para el 
triángulo РРР), el número 2а es mayor que 2с. En consecuencia, a > с, y el número 
a? — c? en la ecuación (2) es positivo. 
Los pasos algebraicos que conducen a la ecuación (2) pueden revertirse para 
demostrar que cada punto P cuyas coordenadas satisfacen una ecuación de esta forma, con 
0 < c < a también satisface la ecuación PF, + PF) = 2а. Por lo tanto, un punto está en 


la elipse si y sólo si sus coordenadas satisfacen la ecuación (2). 


Sí 
FIGURA 10.7 La elipse definida por la р= 2 а? – е?, (3) 
ecuación РЕ, + PF, = 2а es la gráfica de 2 2 2 id т. А 
la ecuación (x?/a?) + (52762) = 1, en entonces а^ — с^ = Б y la ecuación (2) se puede escribir así: 
: 2 
donde b? = a? — с?. x2 ‚Уу 


22 po (4) 
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La ecuación (4) muestra que esta elipse es simétrica con respecto al origen y con res- 
pecto a ambos ejes coordenados. Está dentro del rectángulo acotado por las rectas x = +a 
y y = +b. La elipse cruza los ejes en los puntos (+a, 0) y (0, +b). Las tangentes en es- 
tos puntos son perpendiculares a los ejes, ya que 


dy b 2 X Obtenida de la ecuación (4) 
dx == por medio de la derivación 
m ау implícita 


es cero si х = 0 e infinita si y = 0. 

El eje mayor de la elipse en la ecuación (4) es el segmento de recta de longitud 2a 
que une los puntos (+a, 0). El eje menor es el segmento de recta de longitud 2b que une 
los puntos (0, +b). El propio número a es el semieje mayor у el número b es el semieje 
menor. El número c, obtenido a partir de la ecuación (3) como 


с= 2 а? – Ь?, 
es la distancia entre el centro y el foco de la elipse. 
y 
21» л | , 
lety =! 0,3 EJEMPLO 2 Eje mayor horizontal 
Vértice Vértice . 
(-4,0) (4,0) Та elipse 
2 2 
х Y 
>x 16 792 1 (5) 
Centro (figura 10.8) tiene 
(0, -3) Semieje mayor: a= 2 16=4, Semieje menor: b= 2 9 = 
FIGURA 10.8 Una elipse con su eje ma- Distancia entre el centro y el foco: c=216-9= 2 7 
horizontal (ej lo 2). = 
yor horizontal (ejemplo 2) Poe ur (+2 7, 0) 
Vértices: (+а, 0) = (+4, 0) 
Centro: (0,0). п 
EJEMPLO 3 Eje mayor vertical 
y La elipse 
х2 , Y _ 1 00, 4) Vértice a үс А (6) 
à 9 167 


que se obtiene al intercambiar х y y en la ecuación (5), tiene su eje mayor vertical en lugar 
de horizontal (figura 10.9). Con a? también igual a 16 y b? igual a 9, tenemos 
(3, 0) 


Cano? Semieje mayor: a= 2 16=4, Semieje menor: b= 2 9=3 


Distancia entre el centro y el foco: c=216-9= 2 7 


Focos: (0, +с) = (0, +2 7) 


аша Vértices: (0, +а) = (0, +4) 
FIGURA 10.9 Una elipse con su eje ma- Centro: (0, 0). и 
yor vertical. 

No hay razón para confundirse al analizar las ecuaciones (5) y (6). Basta con que de- 
terminemos las intersecciones con los ejes coordenados; de esa manera sabemos cuál es la 
dirección del eje mayor, ya que es el de mayor longitud de los dos ejes. El centro siempre 
está en el origen y los focos y vértices están en el eje mayor. 
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FIGURA 10.10 Las hipérbolas tienen dos 
ramas. Para puntos en la rama de la 
derecha de la hipérbola que se muestra, 
РЕ, — PF, = 2a. Para puntos en la rama 
de la izquierda, PF, — PF; = 2а. 


Entonces hacemos b = 2 с? — a’. 


Ecuaciones en forma canónica para elipses con centro en el origen 


2 у? 
Focos en el eje x: ка. (a > b) 
a 


Distancia entre el centro y el foco: с = 2 а? — b? 
Focos: (+с, 0) 


Vértices: (+a, 0) 


у? 


1 (а > Б) 
а 


Focos en el eje х: ГУ 


Distancia entre el centro y el foco: с = 2 а? — b? 
Focos: (0, c) 
Vértices: (0, +a) 


En cada caso, a es el semieje mayor y b es el semieje menor. 


Hipérbolas 


DEFINICIONES Hipérbola, focos 

Una hipérbola es el conjunto de puntos en un plano cuyas distancias a dos pun- 
tos fijos del plano tienen diferencia constante. Los dos puntos fijos son los focos 
de la hipérbola. 


Si los focos están en F¡(—c, 0) y Fa(c, 0) (figura 10.10) y la diferencia constante es 
2а, un punto (х, y) está en la hipérbola 51 y sólo 81 


2 («+ с) + y?- 2 (x- с) + y? = +2. (7) 


Para simplificar esta ecuación, movemos el segundo radical al lado derecho, elevamos al 
cuadrado, despejamos el radical que queda y elevamos otra vez al cuadrado para obtener 


ЕБЕ ыг, (8) 


Hasta aquí, esta ecuación se parece a la de la elipse. Pero ahora a? — c? es negativo, ya 
que 2а, siendo la diferencia de dos lados del triángulo РЕ F2, es menor que 2c, el tercer 
lado. 

Los pasos algebraicos que conducen a la ecuación (8) se pueden revertir para 
demostrar que todo punto P cuyas coordenadas satisfacen una ecuación de esta forma, con 
0 < a < c también satisfacen la ecuación (7). Por lo tanto, un punto está en la hipérbola 
si y sólo si sus coordenadas satisfacen la ecuación (8). 

Si denotamos por b а la raíz cuadrada positiva de c? — a?, 


Ь= 2 с?— а?, (9) 


entonces a? — c? = —Ь? y la ecuación (8) se escribiría en forma compacta así: 


Vértices 


Foco / Foco 


Ф 
Сепіго / 


Eje focal 


FIGURA 10,11 Puntos en el eje focal de 
una hipérbola. 
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Las diferencias entre la ecuación (10) y la ecuación para una elipse (ecuación 4) son el 
signo menos y la nueva relación 


c? = а? + b’. De la ecuación (9) 
Al igual que la elipse, la hipérbola es simétrica con respecto al origen y con respecto 
de los ejes coordenados. Cruza el eje x en los puntos (+a, 0). Las tangentes en estos pun- 


tos son verticales, ya que 


dy b 2 Obtenida de la ecuación (10) 
CE dl por medio de la derivación 
dx а y implícita 


es infinita cuando y = 0. La hipérbola no tiene intercepciones con el eje y; de hecho, 
ninguna parte de la curva se encuentra entre las rectas х = ~a y x = a. 


DEFINICIONES Eje focal, centro, vértices 


La recta que pasa por los focos de una hipérbola es el eje focal. El punto que está 
en el eje focal a la mitad de la distancia entre los focos es el centro de la hipér- 
bola. Los puntos en donde el eje focal y la hipérbola se cruzan son los vértices 
(figura 10.11). 


Asíntotas y gráficas de hipérbolas 


Si despejamos y en la ecuación (10), obtenemos 


o, tomando raíces cuadradas, 


Cuando х > +оо, el factor 2 1 — ах? se aproxima a 1, y el factor +(b/a)x es domi- 
nante. 
Así, las rectas 
b 

у= Hgx 
son las dos asíntotas de la hipérbola definida por la ecuación (10). Las asíntotas propor- 
cionan la guía que necesitamos para graficar las hipérbolas. La manera más rápida para 
determinar las ecuaciones de las asíntotas consiste en reemplazar el 1 en la ecuación (10) 
por 0 y despejar y en la nueva ecuación: 


=1 => 0 у= +25. 


hipérbola asíntotas 
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Ecuaciones en forma canónica para hipérbolas con centro en el origen 
2 2 2 2 
Focos en el eje х: 5 = 2 = 1 Focos en el eje y: 2 = Е = 1 
Distancia entre el centro y el foco: с = 2 a? + b? Distancia entre el centro y el foco: с = 2 a? + b? 
Focos: (+с, 0) Focos: (0, +c) 
Vértices: (a, 0) Vértices: (0, +a) 
2 2 2 2 
í „Ж. у: = ¿4? їй йды: Eze = = +@ 
Asíntotas: Z p 0 o у= Gx Asíntotas: A p 0 o y= E] * 
Observe la diferencia en las ecuaciones de las asíntotas (en la primera р/а, en la segunda a/b). 
EJEMPLO 4 Focos en el eje x 
La ecuación 
2 2 
х Ус: 
4 z5 1 (11) 


es la ecuación (10) con а? =4 у Ь? 5 (figura 10.12). Tenemos 


Distancia entre el centro y el foco: c=2 а2 + 2 = 2 4 + 5 = 3 
Focos: (+с, 0) = (+3, 0), Vértices: (+а, 0) = (+2, 0) 
Сешго: (0, 0) 


to 


А = 
Asíntotas: 2-3-0 о jei 


FIGURA 10.12 Та hipérbola del ejemplo EJ EMPLO 5 
4 y sus asíntotas. 


Focos en el eje y 


La hipérbola 

Жр 

4 5 
que se obtiene al intercambiar х y y en la ecuación (11), tiene sus vértices en el eje y en lu- 
gar de tenerlos en el eje x (figura 10.13). Con a? también igual a 4 y b? igual a 5, tenemos 


Distancia entre el centro y el foco: c = 2а + 2 = 2 4 + 5 = 3 
Focos: (0, +с) = (0, +3), Vértices: (0, +а) = (0, +2) 


»Х 


Сешго: (0,0) 
2 

Asíntotas: шэн х =0 о уз ¿a п 
4 5 2-5 


FIGURA 10.13 Та hipérbola del ejemplo Propiedades reflectoras 


5 y sus asíntotas. Las aplicaciones principales de las parábolas incluyen su uso como reflectores de luz y on- 


das de radio. Los rayos originados en el foco de la parábola se reflejan hacia afuera de la 
parábola, en líneas paralelas al eje de la parábola (figura 10.14 y ejercicio 90). Aún más, el 
tiempo que tarda en llegar cualquier rayo del foco a una recta paralela a la directriz de la 


FIGURA 10,15 Un espejo elíptico (mos- 
trado de perfil) refleja la luz de un foco ha- 
cia el otro. 


Fy = Fp 


х 
Hipérbola 


Parábola 


Espejo primario 


FIGURA 10,16 Dibujo esquemático de 
un telescopio reflector. 
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Reflector parabólico 
de ondas de radio 


gene 
Luz reflejada 
Reflector paralela al eje 
parabólico 4 
de luz N > 
> 
= _ Filamento (punto fuente) | 
1 еп el foco 
> 
> 
FANAL > 


RADIOTELESCOPIO 


FIGURA 10,14  Reflectores parabólicos pueden generar un rayo de luz paralelo al eje de la 
parábola desde una fuente situada en el foco, o recibir los rayos paralelos al eje y concentrar- 
los en el foco. 


parábola (y por lo tanto perpendicular a su eje) es el mismo para cada uno de los rayos. Es- 
tas propiedades se utilizan en linternas, faros de automóviles, reflectores de proyectores y 
en antenas de transmisión de microondas. 

Si una elipse se hace girar alrededor de su eje mayor para generar una superficie (de- 
nominada elipsoide) y el interior es cromado para producir un espejo, la luz de un foco 
será reflejada hacia el otro foco (figura 10.15). Los elipsoides reflejan el sonido de la 
misma manera y esta propiedad se utiliza para construir galerías de susurros, habitaciones 
en las que una persona parada en un foco puede escuchar un susurro emitido desde el otro 
foco. (El Salón de los Estatutos del Capitolio —sede del Congreso de Estados Unidos, en 
Washington— es una galería de susurros). 

La luz que se dirige hacia uno de los focos de un espejo hiperbólico se refleja hacia el 
otro foco. Esta propiedad de las hipérbolas se combina con las propiedades reflectoras de 
las parábolas y las elipses en el diseño de algunos telescopios modernos. En la figura 
10.16 la luz estelar se refleja en un espejo parabólico primario hacia el foco del espejo Fp. 
Luego se refleja, por medio de un pequeño espejo hiperbólico cuyo foco es Fy = Fp, ha- 
cia el segundo foco de la hipérbola Fg = Fy. Como este foco es compartido por una 
elipse, la luz se refleja por el espejo elíptico hacia el segundo foco de la elipse, donde un 
observador pueda verla. 


Identificación de gráficas 


Haga corresponder las parábolas de los ejercicios 1 a 4 con las ecua- 


ciones siguientes: 


2 2 


x? = 2у, х? = —6y, y?=8x, у? = —4х. 


Luego determine el foco y la directriz de cada parábola. х 


1. у 2. 


y РТ Е 
Haga corresponder cada sección cónica de los ejercicios 5 a 8 con una 


de estas ecuaciones: 


х? y х? 


| — | 2 — 
* 4 T 9 1, 2 гу 1, 
y 2 = 1 Ён y -1 
4 ‚бол 9 
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Después determine los focos y vértices de cada sección cónica. Si la 
sección cónica es una hipérbola, determine también sus asíntotas. 


5. y 6. у 


4 б 
IN 


Parábolas 

En los ejercicios 9 a 16 se dan ecuaciones de parábolas. Determine el 
foco y la directriz de cada parábola. Luego haga un bosquejo de la 
parábola, incluyendo su foco y directriz. 


8. 


9. y? = 12x 10. x? = 6y 11. х2 = —8y 
12. y? = —2х 13. y = 4? 14. у = -8x? 
15. х = -3y? 16. х = 2y? 

Elipses 


En los ejercicios 17 a 24 se dan ecuaciones de elipses. Ponga cada 
ecuación en la forma canónica. Luego haga un bosquejo de la elipse, 
incluyendo sus focos. 


17. 16x? + 25y? = 400 18. 7х2 + 16y? = 112 
19, 2x? + y? = 20. 2x? + y?=4 

21. 3x? + 2y? = 22. 91? + 10y? = 90 

23. 61? + 9y? = 54 24. 169x? + 25y? = 4225 


Los ejercicios 25 y 26 proporcionan información acerca de los focos y 

vértices de elipses con centro en el origen del plano xy. En cada caso 

determine la ecuación en la forma canónica a partir de la información 

dada. 

25. Focos: (+ 22, 0) 
Vértices: (+2, 0) 


26. Босоѕ: (0, +4) 
Vértices: (0, +5) 


Hipérbolas 


En los ejercicios 27 a 34 se dan ecuaciones de hipérbolas. Ponga cada 
ecuación en la forma canónica y determine las asíntotas de las hipér- 
bolas. Luego haga un bosquejo de la hipérbola, incluyendo sus asínto- 
tas y focos. 


27. х*—у°* = 1 28. 9х2 — 16у? = 144 


29. y -x = 8 
31. 81? — 2y? = 16 


33. 8y? — 2x? = 16 34. 64x? — 36y? = 2304 


En los ejercicios 35 a 38 se proporciona información respecto de los 
focos, vértices y asíntotas de hipérbolas con centro en el origen del 
plano xy. En cada caso, y con base en la información dada, determine 
la ecuación en forma canónica de la hipérbola. 


35. Focos: (o, +2 2) 36. Focos: (+2, 0) 
Asíntotas: у = +x Asíntotas: у = tia 

37. Vértices: (+3,0) 38. Vértices: (0, +2) ! 
Asíntotas: у= +55 Asíntotas: у = +15 


Desplazamiento de secciones cónicas 


39. La parábola y? = 8х se desplaza 2 unidades hacia abajo y 
І unidad a la derecha para generar la parábola (y + 2)? 
= 8(x — 1). 
a. Determine el vértice, el foco y la directriz de la nueva 
parábola. 
b. Trace los nuevos vértice, foco y directriz y bosqueje la 
parábola. 


40. La parábola x? = —4y se desplaza 1 unidad hacia la izquierda y 3 
unidades hacia arriba para generar la parábola (х + 1) = 
—4(у — 3). 

a. Determine el vértice, foco y directriz de la nueva parábola. 


b. Trace los nuevos vértice, foco y directriz y bosqueje la 
parábola. 
41. La elipse (х2/16) + (y?/9) = 1 se desplaza 4 unidades hacia la 
derecha y 3 unidades hacia arriba para generar la elipse 
22-47 (у – 3) 


16 ` y 


a. Determine los focos, los vértices y el centro de la nueva 
elipse. 
b. Trace los nuevos focos, vértices y bosqueje la elipse. 


42. La elipse (х2/9) + (y?/25) = 1 se desplaza 3 unidades hacia la 
izquierda y 2 unidades hacia abajo para generar la elipse 


EEE, 0+2 
9 © 25 


a. Determine los focos, los vértices y el centro de la nueva 
elipse. 


b. Trace los nuevos focos, vértices y centro y bosqueje la elipse. 


43. La hipérbola (х2/16) — (y?/9) = 1 se desplaza 2 unidades hacia 
la derecha para generar la hipérbola 


fE=23f y | 
16 9 

a. Determine el centro, los focos, los vértices y las asíntotas de 
la nueva hipérbola. 


b. Trace los nuevos centro, focos, vértices y asíntotas y bosqueje 
la hipérbola. 


44. La hipérbola (у2/4) — (х2/5) = 1 se desplaza 2 unidades hacia 
abajo para generar la hipérbola 


a. Determine el centro, los focos, los vértices y las asíntotas de 
la nueva hipérbola. 


b. Trace los nuevos centro, focos, vértices y asíntotas y bosqueje 
la hipérbola. 


Los ejercicios 45 a 48 proporcionan ecuaciones para parábolas, e indi- 
can cuántas unidades hacia arriba o hacia abajo y hacia la derecha o 
hacia la izquierda se desplaza cada parábola. Determine una ecuación 
para la nueva parábola y determine los nuevos vértice, foco y direc- 
triz. 

45. y? = 4x, izquierda 2, abajo 3 46. y? = —12x, derecha 4, arriba 3 
47. х2 = 8y, derecha 1, abajo 7 48. x? = бу, izquierda 3, abajo 2 


Los ejercicios 49 a 52 proporcionan ecuaciones para elipses, e indican 
cuántas unidades hacia arriba o hacia abajo y hacia la derecha o hacia 
la izquierda se desplaza cada elipse. Determine una ecuación para la 
nueva elipse y determine los nuevos focos, vértices y centro. 


х? y 
49. e y = 1, izquierda 2, abajo 1 
х2 
50. БИШ у? = ], derecha 3, arriba 4 
2 2 
51. T + 5 = 1, derecha 2, abajo 3 
2 y? 
52. 16 + 25 7 1, izquierda 4, abajo 5 


Los ejercicios 53 a 56 proporcionan ecuaciones para hipérbolas, e in- 
dican cuántas unidades hacia arriba o hacia abajo y hacia la derecha o 
hacia la izquierda se desplaza cada hipérbola. Determine una ecuación 
para la nueva hipérbola y determine los nuevos centro, focos, vértices 
y asíntotas. 


х2 y 
53. — — = = 1, derecha 2, arriba 2 
4 5 
2 y 
54. 10:46 1, izquierda 2, abajo 1 
55. y? — x? = 1,  izquierdal, abajo 1 
y? 
56. 3 = x? = 1, derecha 1, arriba 3 


Determine el centro, los focos, los vértices, las asíntotas y el radio, 
cuando corresponda, de las secciones cónicas de los ejercicios 57 
a 68. 


57. x? + 4x + y?=12 
58. 21? + 2y? — 28x + 12y + 114=0 
59. x? + 2x +4y-3=0 60. y? – 4у – 8х – 12 = 0 


61. х? + 5y? + 4х = 1 
63. х2 + 2у2 — 2x — 4y = —1 


62. 9x? + 6y? + 36y = 0 
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64. 4х2 + y? + 8х – 2y = -1 
65. x? — y? – 2х + 4у = 4 
67. 2x? — y? + бу = 3 


66. х2 — y? + 4х – бу = 6 
68. y? — 4х2 + 16x = 24 


Desigualdades 


En los ejercicios 69 a 74, bosqueje las regiones en el plano xy cuyas 
coordenadas satisfacen las desigualdades o pares de desigualdades 
dadas. 


69. 9x? + 16y? < 144 

70. 2 +y 21 y 44+y=<4 

71, £ +4 = 4 у 40 + 9у = 36 

72. (x? + y? — 4)(х2 + 9у2 – 9) = 0 

73. 4у2 -x 2 4 74. |x? – у < 1 


Teoría у ejemplos 

75. Fórmula de Arquímedes para calcular el volumen de un sóli- 
do parabólico La región acotada por la parábola у = (4h/b?)x? 
y la recta y = h se hace girar alrededor del eje y para generar el 
sólido que se muestra a continuación. Demuestre que el volumen 
del sólido es 3/2 del volumen del cono correspondiente. 


76. Cables de puentes colgantes describen parábolas El cable del 
puente colgante que se muestra a continuación soporta una carga 
uniforme de w libras por pie horizontal. Puede demostrarse que si 
H es la tensión horizontal del cable en el origen, la curva del cable 
satisface la ecuación 


D w, 
ах Н 


Para demostrar que el cable cuelga describiendo una parábola, re- 


suelva esta ecuación diferencial sujeta a la condición inicial 
y = O cuando x = 0. 


Puente colgante 


>x 
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77. 
78. 


79. 


80. 


81. 


82. 


83. 


84. 


85. 


86. 


87. 


88. 


89. 
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Determine la ecuación para la circunferencia que pasa por los 
puntos (1, 0), (0, 1) y (2, 2). 


Determine la ecuación para la circunferencia que pasa por los 
puntos (2, 3), (3, 2) y (-4, 3). 


Determine la ecuación para la circunferencia que tiene centro en 
(—2, 1) y que pasa por el punto (1, 3). ¿El punto (1.1, 2.8) se en- 
cuentra dentro, fuera o sobre la circunferencia? 

Determine ecuaciones para las tangentes a la circunferencia (x — 
2) + (у = 1)? = 5 еп 108 puntos donde la circunferencia cruza 
los ejes coordenados. (Sugerencia: Utilice derivación implícita). 


Si se dibujan rectas paralelas a los ejes coordenados, de manera 
que pasen por un punto Р en la parábola y? = kx,k > 0, la 
parábola divide la región rectangular acotada por estas rectas y 
los ejes coordenados en dos regiones más pequeñas, A y B. 


a. Silas regiones A y B se hacen girar alrededor del eje y, 
demuestre que generan sólidos cuyos volúmenes tienen razón 
4:1. 

b. ¿Cuál es la razón de los volúmenes generados al hacer girar 
las regiones alrededor del eje x? 


Demuestre que las tangentes a la curva y? = 4px desde cualquier 
punto en la recta х = —p son perpendiculares. 


Determine las dimensiones del rectángulo con mayor área que 
puede inscribirse en la elipse х? + 4у2 = 4 si sus lados son 
paralelos a los ejes coordenados. ¿Cuál es el área del rectángulo? 


Determine el volumen del sólido generado al hacer girar la región 
acotada por la elipse 9x? + 4y? = 36 alrededor (a) del eje x, (b) 
del eje y. 

La región “triangular” en el primer cuadrante, acotada por el eje 
x, la recta x = 4, y la hipérbola 9x? — 4y? = 36 se hace girar al- 
rededor del eje x para generar un sólido. Determine el volumen 
del sólido. 


La región acotada a la izquierda por el eje y, a la derecha por la 
hipérbola x? — y? = 1, arriba y abajo por las rectas y = +3 se 
hace girar alrededor del eje y para generar un sólido. Determine el 
volumen del sólido. 


Determine el centroide de la región acotada por abajo por el eje x 
y por arriba por la elipse (х2/9) + (y?/16) = 1. 


La curva y = 2 x? + 1,0 = x = 2 2, que es parte de la rama 
superior de la hipérbola y? — х2 = 1, se hace girar alrededor del 
eje x para generar una superficie. Determine el área de la super- 
ficie. 

Las ondas circulares de la fotografía siguiente se produjeron al to- 
car la superficie del agua de un tanque, primero en A y luego en 
B. Conforme las ondas se expanden, sus puntos de intersección 


9 


parecen describir una hipérbola. ¿Realmente es así? Para determi- 
narlo podemos modelar las ondas con circunferencias con centros 
en A yB. 


En el instante 7, el punto Р está a га (7) unidades de A y a 
rg(t) unidades de B. Como los radios de las circunferencias au- 
mentan a razón constante, la velocidad a la que están viajando las 
ondas es 

ағд Ш ағв 

d ал 
Concluya de ésta ecuación que rą — rg tiene un valor constante, 
de modo que P debe estar en una hipérbola con focos en A y B. 


. Propiedad reflectora de las parábolas La figura siguiente 
muestra un punto típico Р(хо, yo) en la parábola y? = 4px. La 
recta L es tangente a la parábola en P. El foco de la parábola está 
en F(p, 0). El rayo у L’, que se extiende a partir de Р hacia la de- 
recha, es paralelo al eje x. Para comprobar que la luz que va de F 
a Р se reflejará a lo largo de y L’, demostramos que bes igual a 
a. Establezca esta igualdad realizando los pasos siguientes. 


a. Demuestre que tan b = 2р/уо. 
b. Demuestre que tanf = yo/(xo — р). 
с. Utilice la identidad 


tanf — tanb 


tan a = =—— 3 — 
1 + tanf tan b 


para demostrar que tana = 2р/уо. 
Como a y b son agudos, tan b = tana implica que b = a. 
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92. Construcción de una hipérbola Los diagramas siguientes apa- 
recieron (sin rótulos) en Ernest J. Eckert, “Constructions Without 
Words”, Mathematics Magazine, vol. 66, número 2, abril de 1993, 
página 113. Explique las construcciones determinando las coor- 
denadas del punto P. 


y 


22 


А А 
1 1 
С 
Р А Р 
В 
91. Cómo utilizó el astrónomo Kepler una cuerda para dibujar 
parábolas El método de Kepler para dibujar una parábola (con 0 ФП, 0) > х 0 DOO) >x 
herramientas más modernas), requiere de una regla T, de una 
cuerda con la misma longitud de la regla T y una mesa cuyo borde (a) (b) 
pueda servir como la directriz de la parábola. Fije un extremo de Й : 
la cuerda еп el punto en donde quiere que esté el foco y el otro ex- 93. Ancho de una parábola en el toca Demuestre que el número 
tremo en la punta superior de la regla T. Después, manteniendo 4p es el ancho de la parábola х” = 4py (p > 0) en el foco, com- 


probando que la recta y = p corta a la parábola en los puntos que 


tensa la cuerda contra la regla T con un lápiz, deslice la regla T a 
están separados 4p unidades. 


lo largo del borde de la mesa. El lápiz trazará una parábola a me- 
dida que la regla T se mueva. ¿Por qué? 94. Asíntotas de (х2/а2) — (у?/Ь?) =1 Demuestre que la dis- 
tancia vertical entre la recta y = (b/a)x y la mitad superior de 
la rama derecha y = (b/a)2 х? — a? de la hipérbola (12/a?) 


(х?/а?) — (y2/b?) = 1 tiende a 0, comprobando que 


„„ {8 Б. 5\6 |. 222202 
яв (bx 12-5 7) а ln (х= 22 – 2) = 0. 
В А : 
Directriz ч урт” Resultados análogos se cumplen рага las partes restantes de la hi- 


pérbola y las rectas y = +(b/a)x. 


Clasificación de secciones cónicas por su excentricidad 


A continuación demostramos cómo asociar a cada sección cónica un número llamado la 
excentricidad de la cónica. La excentricidad revela el tipo de sección cónica (circunferen- 
cia, elipse, parábola o hipérbola) y, en el caso de elipses e hipérbolas, describe las pro- 
porciónes generales de la sección cónica. 


Excentricidad 


Aunque la distancia entre el centro y el foco, c, no aparece en la ecuación 


ы 
E 
t 


5 

а b 
de una elipse, aún podemos determinar с a partir de la ecuación с = 2 a? — b?. Si fija- 
mos а y variamos c sobre el intervalo 0 = c = a, las elipses resultantes variarán en 
forma (figura 10.17). Si c = 0, son circunferencias (pues a = b) y se aplanan cuando c 
aumenta. Si c = a, los focos y los vértices se traslapan y la elipse degenera en un segmen- 
to de recta. 

Utilizamos la razón de c a a para describir las diferentes formas que puede tomar la 

elipse. A esta razón se le llama excentricidad de la elipse. 


= 1, (a > b) 
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TABLA 10.2 Excentricidades de 
las órbitas plane- 
tarias 

Mercurio 0.21 Saturno 0.06 

Venus 0.01 Urano 0.05 

Tierra 0.02 Neptuno 0.01 

Marte 0.09 Plutón 0.25 

Júpiter 0.05 


BIOGRAFÍA HISTÓRICA 


Edmund Halley 
(1656-1742) 


Marte 


Ícaro 


FIGURA 10.18 Та órbita del asteroide 
Ícaro es muy excéntrica. La órbita de la 
Tierra es casi circular, a tal grado que sus 
focos están dentro del Sol. 


FIGURA 10.17 La elipse cambia de una circunferencia a un segmento de recta cuando с 
aumenta de 0а a. 


DEFINICIÓN  Excentricidad de una elipse 
La excentricidad de la elipse (х2/а2) + (y?/b?) = 1 (a > Б) es 
e 2047-0252 
e a a * 


Los planetas del sistema solar giran alrededor del Sol en órbitas (aproximadamente) 
elípticas, con el Sol en uno de los focos. La mayoría de las órbitas son casi circulares, co- 
mo señalan las excentricidades listadas en la tabla 10.2. Plutón tiene la órbita más excén- 
trica, con e = 0.25, seguido de Mercurio, con e = 0.21. Otros miembros del sistema so- 
lar tienen órbitas todavía más excéntricas. Ícaro, un asteroide de aproximadamente 1 milla 
de ancho que da una vuelta alrededor del sol cada 409 días terrestres, tiene una órbita con 
excentricidad de 0.83 (figura 10.18). 


EJ EMPLO 1 


La órbita del cometa Halley es una elipse de 36.18 unidades astronómicas (U.A.) de largo 
por 9.12 U.A. de ancho. (Una unidad astronómica equivale a 149,597,870 km, el semieje 
mayor de la órbita terrestre). Su excentricidad es 


_2a-p? _ 2 (36.18/2) – (9.12/2)# _ 2 (18.09) — (4.56) 
: а (1/2)(36.18) 18.09 


Cometa Halley 


= 0.97. ш 


Mientras que una parábola tiene un foco y una directriz, cada elipse tiene dos focos y 
dos directrices. Estas son las rectas perpendiculares al eje mayor a distancias es +a/e del 
centro. La parábola tiene la propiedad de que 


РЕ = 1:Рр (1) 


para cualquier punto Р en ella, donde F es el foco у D es el punto más cercano a Р en la di- 
rectriz. Para una elipse, puede demostrarse que las ecuaciones que reemplazan a la ecua- 
ción (1) son 


РЕ, = е: Рр, РЕ = е РР». (2) 


Aquí, e es la excentricidad, Р es cualquier punto en la elipse, Fı y F2 son los focos, y Dı 
у Р» son los puntos en las directrices más cercanos а Р (figura 10.19). 

En ambas ecuaciones (2) la directriz y el foco deben corresponder; esto es, si utilizamos la 
distancia de Ра Е, también debemos usar la distancia de P a la directriz en el mismo ex- 
tremo de la elipse. La directriz х = —a/e corresponde a to Fi(—c,0), у la directriz 
x = а/е corresponde a Р(с, 0). 


La excentricidad de una hipérbola también es e = c/a, sólo que en este caso c es igual 
a 2 a? + b? en lugar de 2 a? — b?. En contraste con la excentricidad de una elipse, la 


excentricidad de una hipérbola siempre es mayor que 1. 


Directriz 1 Directriz 2 


y = E p= 2 
е Ь сё 


FIGURA 10,19 Focos y directrices de la 
elipse (х2/а2) + (y2/b?) = 1. 

La directriz 1 corresponde al foco F1, 

y la directriz 2 al foco F3. 


Directriz 2 


Directriz 1 y 
aj 1} 


FIGURA 10.20 Focos y directrices de la 
hipérbola (х2/а2) — (yb?) = 1. No 
importa en donde esté P en la hipérbola, 
РЕ, = e*PD, y PF) = е• PD». 
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10.2 Clasificación de secciones cónicas por su excentricidad 


DEFINICIÓN  Excentricidad de una hipérbola 
La excentricidad de la hipérbola (х2/а2) — (y?/b?) = 1 es 


с_ 2a? +b? 


e= а а 


Tanto en la elipse como еп la hipérbola, la excentricidad es la razón de la distancia en- 
tre los focos y la distancia entre los vértices (ya que c/a = 2c/2a). 


distancia entre los focos 
distancia entre los vértices 


Excentricidad = 


En una elipse, los focos están más cercanos entre sí que los vértices y la razón es menor 
que 1. En una hipérbola, los focos están más alejados entre sí que los vértices y la razón es 
mayor que 1. 


EJ EMPLO 2 


Localizar los vértices de una elipse de excentricidad 0.8 cuyos focos están en los puntos 
(0, +7). 


Determinación de los vértices de una elipse 


Solución Comoe = c/a, los vértices son los puntos (0, +a) , donde 

a=5= 5 = 875, 
о (0, +8.75). п 
EJEMPLO 3  Excentricidad de una hipérbola 


Determinar la excentricidad de la hipérbola 9x? — 16y? = 144. 


Solución Dividimos ambos lados de la ecuación de la hipérbola entre 144 para ponerla 
en forma canónica, con lo que obtenemos 

9х2 16у? 2 y 

гуу гүй! у te == 1], 

144 144 16 9 


Con a? = 16 yb? = 9, determinamos que с = 2 а2-11-216-9- 5, así 
e==3%. п 


Al igual que con la elipse, podemos demostrar que las rectas х = +a/e actúan como 
directrices para la hipérbola, y que 


РЕ = e*PD; y PF) = e° PD. (3) 


Aquí P es cualquier punto en la hipérbola, Р у F2 son los focos y Dı y Р» son los puntos 
más cercanos a P en las directrices (figura 10.20). 

Para completar el cuadro, definimos la excentricidad de la parábola como e = 1. En- 
tonces, las ecuaciones (1) a (3) tienen la forma común PF = е• PD. 
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DEFINICIÓN Excentricidad de una parábola 


La excentricidad de una parábola ese = 1. 


La ecuación “foco-directriz” РЕ = e+ PD unifica la parábola, la elipse y la hipérbola 
en el siguiente sentido: suponga que la distancia PF entre un punto P y un punto fijo F 
(el foco) es un múltiplo constante de su distancia a una recta fija (la directriz). Es decir, 
suponga que 


PF = e*PD, (4) 


donde e es la constante de proporcionalidad. Entonces, la trayectoria descrita por P es 


(а) una parábola sie = 1, 
(b) una elipse de excentricidad e si e < 1, y 


(c) una hipérbola de excentricidad e si e > 1. 


No hay coordenadas en la ecuación (4), y cuando tratamos de expresarla con coordenadas 
el resultado varía dependiendo del tamaño de e. Al menos esto es lo que sucede en coorde- 
nadas cartesianas. Sin embargo, como veremos en la sección 10.8, en coordenadas polares 
la ecuación РЕ = e+ PD se traduce en una sola ecuación sin importar el valor de e, una 
ecuación tan sencilla, que es la que han elegido utilizar los astrónomos y científicos espa- 
ciales durante casi 300 años. 

Dado el foco y la directriz correspondiente de una hipérbola con centro en el origen y 
con foco en el eje x, podemos utilizar las dimensiones que se muestran en la figura 10.20 
para determinar e. Al conocer e, podemos deducir la ecuación cartesiana de la hipérbola 
a partir de la ecuación PF = e» PD, como en el ejemplo siguiente. Podemos determinar 
las ecuaciones de elipses con centro en el origen y con focos en el eje x de una manera si- 
milar, por medio de las dimensiones que se muestran en la figura 10.19. 


EJEMPLO 4 Ecuación cartesiana para una hipérbola 


Determinar una ecuación cartesiana para la hipérbola con centro en el origen, que tiene un 
foco ер (3, 0) y a la recta х = 1 como la directriz correspondiente. 


Solución Primero utilizamos las dimensiones que se muestran en la figura 10.20 para 
determinar la excentricidad de la hipérbola. El foco es 


(с, 0) = (3, 0) por lo que c=3. 


La directriz es la recta 


a 2 
к= 2-4, así que а = е. 


Cuando los combinamos con la ecuación е = c/a , que define la excentricidad, estos re- 
sultados dan 


е= 6 = 5 de modo que ёє=3 y е- 2 3. 
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y Conocida e, ahora podemos deducir la ecuación que necesitamos con base en la ecua- 
x=1 Е 2 х sï ción PF = е• PD. En la notación de la figura 10.21, tenemos 
D(1, y) РЕ = e: PD Ecuación (4) 
9 Р(х, у) 2 
2 (х – 3) + (у – 0) = 2 3 |х — 1] ре 23 
x? — 6x + 9 + y? = 3(х2 – 2х + 1) 
>X 
0| 1| 13,0) yay g 
2 2 
х Yo 
3 = Ї: п 


FIGURA 10.21 Hipérbola y directriz del 
ejemplo 4. 


EJ ERCICIOS 10.2 


Elipses 


En los ejercicios 1 a 8, determine la excentricidad de la elipse. Luego 
determine y grafique sus focos y directrices. 


1. 16x? + 25y? = 400 2. 7x? + 16y? = 112 
3. 2x? + y?=2 4. 2x? +у2 = 4 

5. 3x? + 2y? = 6. 9x? + 10y? = 90 
7. бх? + 9y? = 54 


ү? 


8. 169x? + 25y? = 4225 


En los ejercicios 9 a 12 se dan los focos y las excentricidades de ейр- 
ses con centro en el origen del plano xy. En cada caso, determine la 
ecuación canónica de la elipse. 
9. Focos: (0, +3) 
Excentricidad: 0.5 
11. Vértices: (0, +70) 
Excentricidad: 0.1 


10. Focos: (+8, 0) 
Excentricidad: 0.2 

12. Vértices: (+10, 0) 
Excentricidad: 0.24 


Los ejercicios 13 a 16 dan los focos y las directrices correspondientes 
de elipses con centro en el origen del plano xy. En cada caso, utilice 
las dimensiones en la figura 10.19 para determinar la excentricidad de 
la elipse. Luego determine la ecuación en forma canónica de la elipse. 
13. Foco: (2 5, 0) 14. Еосо: (4,0) 
2 Directriz: x = £ 
25 Ш 
16. Еосо: (- 2 2, 0) 
Directriz: x = —22 2 


Directriz: x = 


15. Foco: (—4,0) 
Directriz: х = —16 

17. Dibuje una elipse de excentricidad 4/5. Explique el procedimien- 
to que utilizó. 

18. Dibuje a escala la órbita de Plutón (excentricidad 0.25). Explique 
el procedimiento que utilizó. 


19. Los puntos extremos de los ejes mayor y menor de una elipse son 
(1, 1), (3, 4), (1, 7) y (—1, 4). Haga un bosquejo de la elipse, pro- 
porcione su ecuación en forma canónica, y determine sus focos, 
excentricidad y directrices. 


20. Determine una ecuación para la elipse de excentricidad 2/3 que 
tiene la recta x = 9 como una directriz y el punto (4, 0) como el 
foco correspondiente. 


21. ¿Qué valores de las constantes a, b y c hacen que la elipse 


4x? + y? +ax+by+c=0 


sea tangente al eje x en el origen y pase por el punto (—1, 2)? 
¿Cuál es la excentricidad de la elipse? 


22. Propiedades reflectoras de las elipses (Опа elipse se hace gi- 
rar alrededor de su eje mayor para generar un elipsoide. La super- 
ficie interna del elipsoide se croma para fabricar un espejo. De- 
muestre que un rayo de luz que sale de un foco se reflejará hacia 
el otro foco. Las ondas de sonido también siguen estas trayecto- 
rias y esta propiedad se utiliza en la construcción de “galerías de 
susurros”. (Sugerencia: Coloque la elipse en posición estándar en 
el plano xy y demuestre que las líneas que van del punto Р —ер la 
elipse— a los dos focos, forman ángulos congruentes con la tan- 
gente a la elipse en P). 


Hipérbolas 


En los ejercicios 23 a 30, determine la excentricidad de la hipérbola. 
Luego determine y grafique los focos y directrices de la hipérbola. 


23. x? — y’ =1 24. 9x? — 16y? = 144 

25. y- х? = 8 26. y -x° = 4 

27. 8x? — 2у? = 16 28. y? — 31? = 

29. 8y? — 21? = 16 30. 64x? — 36y? = 2304 

En los ejercicios 31 a 34 se dan las excentricidades y los vértices o los 


focos de hipérbolas con centro en el origen del plano xy. En cada caso, 
determine la ecuación en forma canónica de la hipérbola. 


31. Excentricidad: 3 32. Excentricidad: 2 
Vértices: (0, +1) Vértices: (+2, 0) 


33. Excentricidad: 3 34. Excentricidad: 1.25 
Focos: (+3, 0) Focos: (0, +5) 
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En los ejercicios 35 a 38 se dan los focos y las directrices correspon- 
dientes de hipérbolas con centro en el origen del plano xy. En cada ca- 
so, determine la excentricidad de la elipse. Luego determine la ecua- 
ción en forma canónica de la hipérbola. 


35. Foco: (4,0) 36. Foco: (2 10, 0) 
Directriz: x= 2 Directriz x= 2 2 
37. Foco: (-2,0) 38. Foco: (—6, 0) 
Directriz: х= =. Directriz: x= —2 А 
2 42. Una elipse y una hipérbola cofocales Demuestre que una elip- 
39. Una hipérbola de excentricidad 3/2 tiene un foco en (1, —3). La se y una hipérbola que tienen los mismos focos A y B, como se 


directriz correspondiente es la recta y = 2. Determine una ecua- 
ción para la hipérbola. 


muestra en la figura siguiente, se cortan en ángulo recto en sus 
puntos de intersección. [Sugerencia: Un rayo de luz que parte del 


foco A y toca la hipérbola en P, se reflejaría en la hipérbola como 
si viniese directamente desde B (ejercicio 41). El mismo rayo se 
reflejaría desde la elipse para pasar рог В (ejercicio 22)]. 


El efecto de la excentricidad en la forma de una hipérbola 
¿Qué le sucede a la gráfica de una hipérbola cuando su excen- 
tricidad crece? Para decidirlo, reescriba la ecuación (х2/а2) — 
(yY/b?) = 1 en términos de a y e en lugar de a y b. Haga la gráfi- 
ca de la hipérbola para varios valores de e y describa sus observa- 
ciones. 


40. 


41. Propiedad reflectora de las hipérbolas Demuestre que, como 
se ve en la figura siguiente, un rayo de luz dirigido hacia uno de 
los focos de un espejo hiperbólico se refleja hacia el otro foco. 
(Sugerencia: Compruebe que la tangente a la hipérbola en P bi- 
secta el ángulo que forman los segmentos РЕ, y РР). 


Ё 03 Ecuaciones cuadráticas y rotaciones 


En esta sección examinaremos la gráfica en el plano cartesiano de cualquier ecuación 
Ax? + Bxy + Cy? + Dx + Еу + Е = 0, (1) 


en la que A, B y C no son todas cero, y demostraremos que casi siempre es una sección có- 
nica. Las excepciones son, entre otras, los casos en los que no existe la gráfica o ésta con- 
siste de dos rectas paralelas. Por convención todas las gráficas de la ecuación (1), curvadas 
o no, se denominan curvas cuadráticas. 


El término con producto cruzado 


Habrá notado que el término Bxy no aparece en las ecuaciones de las secciones cónicas de 
la sección 10.1. Esto sucede porque los ejes de las secciones cónicas eran paralelos a (de 
hecho, coinciden con) los ejes coordenados. 

Para ver qué sucede cuando no hay paralelismo, escribamos una ecuación para una hi- 
pérbola con а = 3 y focos en Fı(—3,—3) y F(3,3) (figura 10.22). La ecuación 
| PF; — PF)| = 2a se convierte en |РЕү- РЕз| = 2(3) = 6 y 


2 (х + 3)2 + (у + 3)2 – 2 (х – 3} + (y – 3)? = +6. 


Cuando despejamos un radical, elevamos al cuadrado, despejamos el radical que aún apa- 
rece y volvemos a elevar al cuadrado, la ecuación se reduce a 


2xy = 9, (2) 


un caso de la ecuación (1) en el que el término con producto cruzado está presente. Las 
asíntotas de la hipérbola de la ecuación (2) son los ejes x y y y el eje focal forma un ángu- 


FIGURA 10.22 El eje focal de la 
hipérbola 2xy = 9 forma un ángulo de 
p/4 radianes con la parte positiva del eje x. 


>= 


3 Р(х, у) = (х, y’) 


FIGURA 10,23 Un rotación por un 
ángulo a en sentido contrario a las 
manecillas del reloj alrededor del origen. 


FIGURA 10.24  Hipérbola del ejemplo 1 
(х' y у’ son las coordenadas). 
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lo de p/4 radianes con la parte positiva del eje x. Como en este ejemplo, el término con 
producto cruzado está presente en la ecuación (1) sólo cuando los ejes de la cónica están 
inclinados. 

Para quitar el término xy de la ecuación de una cónica, rotamos los ejes coordenados 
para eliminar “la inclinación” en los ejes de la cónica. Las ecuaciones que utilizamos para 
las rotaciones se deducen de la siguiente manera. En la notación de la figura 10.23, que 
muestra una rotación por un ángulo a, en sentido contrario al de las manecillas del reloj 
alrededor del origen, 


x = OM = ОР соз (и + а) = OP cos Ucos a — OP sen Usen a 
y = МР = OP sen (u + а) = OP cos иѕепа + OP sen Ucos a. 


Como 


ОР cos u = ОМ! = х” 


ОРѕепи = М'Р = у', 


las ecuaciones (3) se reducen a lo siguiente. 


Ecuaciones para rotar ejes coordenados 
х = х' cosa — у’ sena 


у =x'sena + у’ cosa 


ЕЈЕМРІО 1 Determinación de una ecuación para una hipérbola 


Los ejes x y y se rotan alrededor del origen un ángulo de p/4 radianes. Determine una 
ecuación para la hipérbola 2xy = 9 en las nuevas coordenadas. 


Solución Сото cos р/4 = sen p/4 = 1/2 2, sustituimos 


x= : у= - 


22 22 


de las ecuaciones (4) en la ecuación 2ху = 9 y obtenemos 


(7 E 25 E ? 
22 22 


х? юм y? = 9 
a i 
9 9 ` 
Vea la figura 10.24. п 


Si aplicamos las ecuaciones (4) a la ecuación cuadrática (1), obtenemos una nueva 
ecuación cuadrática 


Ах2 + В'х'у' + Cy? + D'x! + Еу + Е = 0. (5) 
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2а 
1 


FIGURA 10.25 Este triángulo identifica 


2а = cot (1/1 3) como p/3 
(ejemplo 2). 


y 
A 


a yÉ 2x? + V3 xy +y? —10=0 


»Х 


ЯС 


2 


FIGURA 10.26 Sección cónica del 


ejemplo 2. 
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Los nuevos coeficientes están relacionados con los antiguos por medio de las ecuaciones 
А! = А соѕ2а + Bcosasena + Csen? a 
B' = Bcos2a + (C — A) sen 2a 


С' =Asenta — B sena cosa + Ссоѕ2а 


(6) 
D' =Dcosa + Esena 
E' = —Dsena + Ecosa 
Е = Е. 


Estas ecuaciones muestran, entre otras cosas, que si iniciamos con una ecuación 
para una curva en la que aparece el término con producto cruzado (В + 0), podemos en- 
contrar una rotación por un ángulo a que produce una ecuación en la que no aparezca el 
término con producto cruzado (В' = 0). Para determinar a, hacemos В’ = 0 en la se- 
gunda ecuación de (6) y resolvemos el sistema resultante, 


Bcos2a + (C — A)sen2a = 0, 


para a. En la práctica, esto significa determinar a a partir de una de las dos ecuaciones. 


Ángulo de rotación 


cot2a = о хап 2а = 


ЕЈЕМРІО 2 


Los ejes coordenados se rotarán un ángulo а para producir una ecuación para la curva 


2х2 + 2 3xy +y? — 10 = 0 


Determinación del ángulo de rotación 


que no tenga el término con producto cruzado. Determinar a y la nueva ecuación. Identifi- 
car la curva. 


Solución Іа ecuación 2x?+ 2 3xy + y?-10=0 tiene A =2,B = 2 ES y 
C = 1. Sustituimos estos valores en la ecuación (7) para determinar a: 


A=C_2-1_ 1 

В 23 23 
Соп base en el triángulo rectángulo de la figura 10.25, vemos que una elección apropiada 
del ángulo es 2a = p/3, por lo que tomamos a = p/6. Al sustituir a = p/6, A = 2, 


cot2a = 


B=23,C=1,D=E=0yF 10 en las ecuaciones (6) se obtiene 
Maa В' = 0 Mel D'=E'=0 Е' = —10 
7 : 2 А > 
Entonces, la ecuación (5) da 
12 
5 !2 1 !2 E Qe ын = 
7х +57 10 = 0, о 4 570208 


La curva es una elipse con focos еп el nuevo eje y” (figura 10.26). п 
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Posibles gráficas de ecuaciones cuadráticas 


Regresamos ahora a la gráfica de la ecuación cuadrática general. 

Сото los ejes siempre pueden rotarse para eliminar el término con producto cruzado, 
no hay pérdida de generalidad en suponer que ya se ha hecho y que nuestra ecuación tiene 
la forma 


Ах? + Cy? + Рх + Еу + Е = 0. (8) 
La ecuación (8) representa 
(a) una circunferencia, si А = С % 0 (casos especiales: la gráfica es un punto o no exis- 
te gráfica); 
(b) una parábola, si la ecuación (8) es cuadrática en una variable y lineal en la otra; 


(с) una elipse, si tanto A como C son positivos o negativos (casos especiales: circunferen- 
cias, un sólo punto o ninguna gráfica); 


(d) una hipérbola, si A y C tienen signos opuestos (caso especial: un par de rectas que se 
intersecan); 


(e) una recta, si A y C son cero y al menos uno de D o E es diferente de cero; 
(Р) una o dos rectas, si el lado izquierdo de la ecuación (8) puede factorizarse como el 
producto de dos factores lineales. 


Vea los ejemplos de la tabla 10.3. 


TABLA 10.3 Ejemplos de curvas cuadráticas Ax? + Bxy + O? + Dx + Ey + Е = 0 


A B C D E F Ecuación Observaciones 

Circunferencia 1 1 -4 х? +у? = А= СЕ < 0 

Parábola 1 —9 у? = 9x Cuadrática en y, 
lineal en x 

Elipse 4 9 -36 4x? + 9y? = 36 A, C tiene el mismo 
signo, AXC¡F<O 

Hipérbola 1 =] =1 x-y = 1 A, C tienen signos 
opuestos 

Una recta (sigue 1 х 20, еје у 

siendo una sección 

cónica) 

Rectas que se 1 1 =1 =1 xyx=y>=1=0 бе factoriza 

intersecan (sigue como 

siendo una sección (х= DG +1) = 0, 

cónica) por lo que 
х-1,у--1 

Rectas paralelas 1 =3 2 1x2-3x+2=0 Se factoriza como 

(no es una (х = 1)(х = 2) =0, 

sección cónica) por lo que 
x=1,x=2 

Un punto 1 1 2+y=0 El origen 

Ninguna gráfica 1 1 x?=-1 Ninguna gráfica 


Prueba del discriminante 
No necesitamos eliminar el término xy de la ecuación 


Ах? + Bxy + Су? +Dx+Ey+F=0 (9) 
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para decir qué clase de sección cónica representa la ecuación. Si ésta es la única informa- 
ción que queremos, en lugar de ello podemos aplicar la siguiente prueba. 

Como hemos visto, si В = 0, al rotar los ejes de coordenadas un ángulo a, que satis- 
face la ecuación 


_А-С 
сої2а = Б (10) 

cambiamos la ecuación (9) por una forma equivalente 
Ах + Су? + р'х' + Еу +F =0 (11) 


sin el término con producto cruzado. 
Ahora, la gráfica de la ecuación (11) es una (real o degenerada) 


(a) parábola, si A' о С' = 0; esto es A'C' = 0; 
(Б) elipse, si A” y С' tienen el mismo signo, esto es, si А'С' > 0; 
(с) hipérbola, si A” y C' tienen signos opuestos, esto es, si A'C' < 0. 
También puede verificarse, a partir de las ecuaciones (6), que para cualquier rotación 
de ejes, 


B? — ААС = В'?— АА'С'. (12) 


Esto significa que la cantidad В? — 4AC no cambia por una rotación. Pero cuando rota- 
mos por el ángulo a, dado por la ecuación (10), B’ se vuelve cero, por lo que 


В? — ДАС = —4А'С'. 


Ya que la curva es una parábola, si А?С” = 0, una elipse si А'С' > 0, y una hipérbola si 
A'C' < 0, la curva debe ser una parábola si В? – 4АС = 0, una elipse si 
B? — ДАС < 0, y una hipérbola si B? — 4АС > 0. El número В? — 4AC se denomina 
discriminante de la ecuación (9). 


Prueba del discriminante 
Recordando que pueden presentarse casos degenerados, la curva cuadrática 
Ax? + Bxy + Cy? + Dx + Еу + Е = 0 es 


(a) una parábola, si B? — 4АС = 0, 
(b) una elipse, si B? — 4АС < 0, 
(с) una hipérbola, si B? — 4АС > 0. 


EJEMPLO 3 Aplicación de la prueba del discriminante 


(а) 3х2 — бху + 3y? + 2x — 7 = Orepresenta una parábola, ya que 


В? — ДАС = (-6) — 4:3:3 = 36 — 36 = 0. 
(b) x? + xy + y? — 1 = O representa una elipse, уа que 
B? — ААС = (1) – 4:1:1 = -3<0. 


(с) xy — y? — 5y + 1 = 0 representa una hipérbola, ya que 


В? — ДАС = (1? – 4(0(-1) =1 > 0. и 


(cos 0, 58100) 


K 


FIGURA 10.27 Para calcular el seno y 
el coseno de un ángulo Uentre О y 2p Ја 
calculadora rota el punto (1, 0) a una 
posición apropiada en el círculo unitario 
y muestra las coordenadas resultantes. 


EJ ERCICIOS 10.3 
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USO DE LA TECNOLOGÍA Cómo utilizan las calculadoras las rotaciones para eva- 
luar senos y cosenos 


Algunas calculadoras utilizan rotaciones para calcular senos y cosenos de ángulos arbi- 
trarios. El procedimiento es como éste: la calculadora tiene almacenados, 


1. digamos, diez ángulos, más o menos 


a = вен (1077), a, = зеп (1072), E aio = веп (10-19), 


y 


2. veinte números, los senos y cosenos de los ángulos а, a»,..., ajo. 


Para calcular el seno y el coseno de un ángulo arbitrario U, introducimos U (en radianes) 
a la calculadora. La calculadora resta o suma múltiplos de 2p a Upara reemplazar U por 
un ángulo entre 0 y 2р que tenga el mismo seno y coseno que U (continuaremos denomi- 
nando el ángulo con U). Entonces, la calculadora “escribe” U como una suma de múlti- 
plos de а; (tantos como sea posible sin exceder И), más múltiplos de а» (nuevamente, 
tantos como sea posible) y así sucesivamente, hasta hacerlo con ато. Esto da 


U= та + та» +- + moa. 


Luego, la calculadora rota el punto (1, 0), mı veces por el ángulo а; , más тә veces por 
el ángulo а», y así sucesivamente, terminando con то veces por el ángulo ajo (figura 
10.27). Las coordenadas de la posición final de (1, 0) en la circunferencia unitaria son 
los valores que la calculadora da para (cos U sen U). 


Uso del discriminante 


Utilice el discriminante B? — 4AC para decidir si las ecuaciones en 
los ejercicios 1 a 16 representan parábolas, elipses o hipérbolas. 


1. x? — 3xy +y? -x=0 


Rotación de los ejes coordenados 


En los ejercicios 17 a 26, rote los ejes coordenados para cambiar la 
ecuación dada por una ecuación que no tenga el término con producto 
cruzado (xy). Luego identifique la gráfica de la ecuación. (Las ecua- 
ciones nuevas variarán según el tamaño y la dirección de la rotación 
que utilice). 


17. xy = 2 18. x? + xy +y’ = 1 


2. 3x? — 18xy + 27y? — 5x + 7y = —4 

3. 3x? — 7ху + 2 17y? = 1 

4. 2x? — 2 15 ху у +х+у= 0 

5. x? + 2ху + у +20 -у+2 = 0 

6. 2х2 — y? + 4ху – 2х + Зу = 6 

7. x? + 4ху + 4у2 – Зх = 6 

8. x? +y? + 3x- 2у = 10 9. ху + у2 – 3х = 5 


10. 3х2 + бху + 3y? — 4х + 5y = 12 

11. 3x? — 5ху + 2y? — 7х — 14у = —1 

12. 2x? — 4.9ху + 3y? — 4х = 7 

13. x? — 3xy + 3y? + бу = 7 

14. 2552 + 21xy + 4y? — 350x = 0 

15. 6x? + Зху + 2y? + 17у +2 = 0 

16. 3x? + 12xy + 12y? + 435x — 9y + 72 = 0 


19. 
20. 
22. 
23. 
24. 
25. 


26. 
27. 


3х2 + 22 3 ху y? — 8х + 
х2 2 Зху + 2у2 = 1 
3х2 — 22 3xy + y?=1 
2212+222xy+ 2 2y? 


82 3y=0 
21. x? — 2xy + y?=2 


ху-у-х+1= 0 
Зх? + 2xy + 3y? = 19 
3х2 + 42 3xy = y? = 


8х + 8у = 0 


Determine el seno y el coseno de un ángulo en el primer cuadran- 
te, por medio del cual los ejes coordenados pueden rotarse para 
eliminar el término con producto cruzado de la ecuación 


14x? + 


Ібху + 2y? 


No realice la rotación. 


10x + 


26,370y — 17 = 0. 
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Determine el seno y el coseno de un ángulo en el segundo cua- 
drante, por medio del cual los ejes coordenados pueden rotarse 
para eliminar el término con producto cruzado de la ecuación 


4x? — 4ху + y? — 82 5х — 162 5y = 0. 


No realice la rotación. 


Las secciones cónicas en los ejercicios 17 a 26 se eligieron para tener 
ángulos de rotación “fáciles” en el sentido de que, conociendo cot 2a 
o tan2a podemos identificar 2a y determinar sen a y cos a a partir 
de triángulos conocidos. 


En los ejercicios 29 a 34, utilice una calculadora para determinar 


un ángulo a mediante el cual puedan rotarse los ejes coordenados para 


cambiar la ecuación dada por una ecuación cuadrática en la que no 


aparezca el término con producto cruzado. Luego determine sen a y 


cos а a dos decimales, y utilice las ecuaciones (6) para hallar los coe- 


ficientes de la nueva ecuación redondeando al decimal más cercano. 


En cada caso, determine si la sección cónica es una elipse, una hipér- 


bola o una parábola. 


29. 
30. 
31. 
32. 
33. 
34. 


х2 = ху + 3y ЖХ -у- 3 = 0 
2x? + ху = 3y? + 3х - 7 = 0 
x? — 4xy + 4у2- 5 = 0 

2x? — 12xy + 18y? — 49 = 0 
3x? + 5ху + 2у2 — 8y-1=0 
2x? + Txy + 9y? + 20x — 86 = 0 


Teoría y ejemplos 


35. 


36. 


37. 


38. 


¿Qué efecto tiene una rotación de 90° alrededor del origen sobre 
las ecuaciones de las siguientes secciones cónicas? En cada caso, 
proporcione la nueva ecuación. 

а. La elipse (х2/а2) + (y/b?) =1 (a > b) 

р. La hipérbola (х2/а2) - (y?/b?) = 1 


с. La circunferencia х? + y? = а? 


d. Larecta y = mx e. La recta у = mx + b 


¿Qué efecto tiene una rotación de 180° alrededor del origen sobre 
las ecuaciones de las siguientes secciones cónicas? Proporcione 
la nueva ecuación en cada caso. 


а. La elipse (х2/а2) + (y?/b?) = 1 
b. La hipérbola (х2/а2) — (y?/b?) = 1 


(a > b) 


. . 2 
с. La circunferencia 1? + y? = а? 


d. Larecta y = mx e. La recta у = mx + b 


La hipérbola xy = a La hipérbola xy = 1 es una de las mu- 
chas hipérbolas de la forma xy = a que aparecen en las ciencias 
y en las matemáticas. 


a. Gire los ejes coordenados un ángulo de 45° para cambiar la 
ecuación xy = 1 por una ecuación sin el término xy. ¿Cuál es 
la nueva ecuación? 


b. Haga lo mismo con la ecuación xy = a. 


Determine la excentricidad de la hipérbola xy = 2. 


39. 


40. 


41. 


42. 


43. 


44. 


45. 


46. 


47. 


48. 


¿Qué puede decirse acerca de la gráfica de la ecuación 
Ax? + Bxy + Cy? + Dx + Ey + Е = O si AC < 0? Justifique 
su respuesta. 


Cónicas degeneradas ¿Alguna sección cónica Ax? + Bxy 
Cy? + Dx + Ey + Е = 0 no degenerada puede tener todas las 
propiedades siguientes? 


a. Es simétrica respecto del origen. 
b. Pasa por el punto (1, 0). 
с. Es tangente a la recta y = 1 en el punto (—2, 1). 


Justifique su respuesta. 


Demuestre que la ecuación x? + y? = a? se transforma en х”? 


+ y? = а? para toda elección del ángulo a en las ecuaciones de 
rotación (4). 
Demuestre que la rotación de los ejes por un ángulo de p/4 ra- 
dianes eliminará el término xy en la ecuación (1), siempre que 
A=C. 


a. Decida si la ecuación 


9=0 
representa una elipse, una parábola o una hipérbola. 


b. Demuestre que la gráfica de la ecuación del inciso (a) es la 
recta 2у = =x = 3. 


a. Decida si la sección cónica con ecuación 


9x? + бху + y? — 12x — 4y +4 


4=0 
representa una elipse, una parábola o una hipérbola. 


b. Demuestre que la gráfica de la ecuación del inciso (a) es la 
recta y = —3x + 2. 


a. ¿Qué clase de sección cónica es la curva xy + 2x — y = 0? 


b. Despeje y de la ecuación xy + 2x — y = 0, y haga un bos- 
quejo de la curva como la gráfica de una función racional 
de x. 


с. Determine las ecuaciones para las rectas paralelas a la recta 
y = —2x que son normales a la curva. Agregue las rectas a su 
bosquejo. 
Pruebe o encuentre contraejemplos para las siguientes propo- 
siciones sobre la gráfica de Ax? + Вху + Cy? + Dx + Ey 
F=0. 
a. SiAC > 0, la gráfica es una elipse. 


b. Si AC > 0, la gráfica es una hipérbola. 
с. Si AC > 0, la gráfica es una hipérbola. 


Una buena fórmula para determinar el área de elipses Cuan- 


do B? — 4AC es negativo, la ecuación 
Ax? + Bxy + Су? = 1 


representa una elipse. Si los semiejes de la elipse son a y b, su 
área es pab (una fórmula estándar). Demuestre que el área tam- 
bién está dada por la fórmula 2p/2 4АС — B?. (Sugerencia: Gi- 
re los ejes coordenados para eliminar el término xy y aplique la 
ecuación (12) a la nueva ecuación). 

Otros invariantes Describimos el hecho de que В? — 44'C' 


es igual a B? — 4AC después de una rotación alrededor del ori- 
gen, diciendo que el discriminante de una ecuación cuadrática es 
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un invariante de la ecuación. Utilice las ecuaciones (6) para de- 49. Una demostración de que B’? — 44'C' = B? — 4AC Utilice 
mostrar que los números (a) A + C y (b) D? + E? también son las ecuaciones (6) para demostrar que В? — 4A'C' = В? — 4AC 


invariantes, en el sentido que 


para cualquier rotación de los ejes alrededor del origen. 


A + С'=А+С ад р? + Е? = р? + F. 


Podemos utilizar estas igualdades para verificar posibles errores 


de cálculo cuando rotemos los ejes. 
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>x 


FIGURA 10.28 La trayectoria definida 
por x = t, y = 12, —00 < t < оо es 
toda la parábola y = x? (ejemplo 1). 


En la sección 3.5 se hizo una introducción a las curvas en el plano cartesiano definidas por 
medio de ecuaciones paramétricas así como del cálculo de sus derivadas. Allí estudiamos 
parametrizaciones de rectas, circunferencias y elipses. En esta sección analizaremos la pa- 
rametrización de parábolas, hipérbolas, cicloides, braquistocronas y tautocronas. 


Parábolas e hipérbolas 


En la sección 3.5 estudiamos la parametrización 
х= 21 y=t, t>0 


para describir el movimiento de una partícula a lo largo de la rama derecha de la parábola 
у = х2. Еп el ejemplo siguiente obtenemos una parametrización de toda la parábola, no 
sólo de la rama derecha. 


EJEMPLO 1 Una parábola completa 


La posición P(x, y) de una partícula que se mueve en el plano xy se da por medio de las 
ecuaciones y el intervalo del parámetro 


х=, y=f, =00 <f < оо, 
Identifique la trayectoria de la partícula y describa el movimiento. 


Solución Identificamos la trayectoria eliminando la £ entre las ecuaciones х = t y 
у = 1?, obteniendo 
Ad 2 
y = (0) = х. 
Las coordenadas de la posición de la partícula satisfacen la ecuación у = x?, por lo que la 
partícula se mueve a lo largo de esta curva. 
En contraste con el ejemplo 10 de la sección 3.5, ahora la partícula recorre toda la pa- 
rábola. Cuando ѓ aumenta de —00 a оо, la partícula baja por la parte izquierda, pasa рог 
el origen, y se mueve hacia arriba por el lado derecho (figura 10.28). п 


Como ilustra el ejemplo 1, cualquier curva у = f(x) tiene la parametrización х = t, 
y = f(t). Esto es tan sencillo que por lo regular no lo utilizamos, pero tenerlo en cuenta es 
en Ocasiones útil. 


EJEMPLO 2 Una parametrización de la гата derecha de la hipérbola 
х-у-1 


Describir el movimiento de la partícula cuya posición Р(х, y) en el instante / está dada por 


x = segt, y = tan!, шог 
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Rama по y 2 


У ЧИШ 
ч, trazada Р(вес г, tan 1) 


-y = 


7 


lr 
¿=0/0<t<*T 
М 2 
0| 1 i 
T 
27 <1<0 


FIGURA 10.29 Las ecuaciones 

х = sect, y = tant y el intervalo 
—р/2 < t < p/2 describen la rama 
derecha de la hipérbola x? — y? = 1 
(ejemplo 2). 


BIOGRAFÍA HISTÓRICA 


Christiaan Huygens 
(1629-1695) 


Tope 
cicloidal 


Tope 
cicloidal 


`., СююМе . 


FIGURA 10.30 En el reloj de péndulo 
de Huygens, el péndulo oscila en una 
cicloide, de modo que la frecuencia es 
independiente de la amplitud. 


y 
A Р(х, y) = (at + a cos Ө, a + a sen 0) 


0k at ІМ 


FIGURA 10.31 Та posición de Р(х, y) en 
la rueda que gira un ángulo 7 (ejemplo 3). 
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Solución Determinamos una ecuación cartesiana para las coordenadas de P, eliminan- 
do г entre las ecuaciones 


бес? = х, tant = y. 


Realizamos esto con la identidad sec? t — tan? t = 1, lo cual da 
х? — y? =1. 


Como las coordenadas de la partícula (х, y) satisfacen la ecuación х2 — y? = 1, el movi- 
miento toma lugar en alguna parte de esta hipérbola. Cuando tf varía de —p/2 y 
р/2, х = sec t permanece positiva y y = tant varía de —00 a оо, por lo que Р recorre la 
rama derecha de la hipérbola. P se desplaza a lo largo de la parte inferior de la rama a me- 
dida que 7 > 0 , alcanza (1, 0) en = 0, y se mueve en el primer cuadrante cuando / au- 
menta hacia p/2 (figura 10.29). = 


Cicloides 


El problema con un reloj de péndulo cuya lenteja oscila en un arco circular, es que la fre- 
cuencia de la oscilación depende de la amplitud de la oscilación. Entre más amplia sea la 
oscilación, más tardará la lenteja del péndulo en regresar al centro (su posición más baja). 

Esto no sucede si el péndulo puede hacerse oscilar siguiendo la trayectoria de una ci- 
cloide. En 1673, Christiaan Huygens diseñó un reloj de péndulo cuya lenteja oscilaba en 
una cicloide, curva que definimos en el ejemplo 3. El matemático holandés colgó la lente- 
ja de un fino alambre restringido por topes que ocasionaban que ésta se “jalara” cuando 
oscilaba alejándose del centro (figura 10.30). 


EJEMPLO 3  Parametrización de una cicloide 


Una rueda de radio a se mueve a lo largo de una recta horizontal. Determinar las ecuacio- 
nes paramétricas para la trayectoria que recorre un punto P en la circunferencia de la rue- 
da. La trayectoria se llama cicloide. 


Solución Tomamos la recta como el eje x, marcamos un punto P en la rueda, empeza- 
mos a mover la rueda con el punto P en el origen y la rodamos hacia la derecha. Como pa- 
rámetro, utilizamos el ángulo £ que la rueda gira, medido en radianes. La figura 10.31 
muestra la rueda un poco después, cuando su base está a at unidades del origen. El centro 


de la rueda C está en (at, a), y las coordenadas de P son 
x= at + асоѕ ц y = а + аѕепи. 


Para expresar иеп términos de 7, observamos que 1 + и = 3p/2 en la figura, por lo que 


-3P_ 
ПЕ = 


Con esto se tiene 


3p — 3р 
2 ) sen £, sen Ч = sen ( 2 


) -о-0081. 


cos И = cos ( 


Las ecuaciones que buscamos son 

x = at — аѕеп і, узас- асовї. 
Usualmente, estas ecuaciones se escriben factorizando a a: 

х = alt — sent), y = all — cost). (1) 


La figura 10.32 muestra el primer arco de la cicloide y parte del siguiente. п 


О 2та 
FIGURA 10.32 La cicloide 


х = alt — sent), y = a(l — cos t), para 
1250. 


а 2а та 2та 


Т Т T T T T г >x 
P(at — a sen t, a — a cos t) 
/ 


В(ат, 2а) 


FIGURA 10.33 Рага estudiar el 
movimiento a lo largo de una cicloide 
invertida bajo la influencia de la gravedad, 
volteamos de cabeza la figura 10.32. Ésta 
señala el eje y en la dirección de la fuerza 
gravitacional y hace positivas las 
coordenadas y hacia abajo. Las ecuaciones 
y el intervalo del parámetro para la 
cicloide siguen siendo 


x = alt — sent), 


y =a(l — cost) 1=0. 


La flecha muestra la dirección de aumento 
de £. 
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Braquistocrona y tautocrona 


Si volteamos la figura 10.32, las ecuaciones (1) siguen siendo útiles y la curva resultante 
(figura 10.33) tiene dos propiedades físicas interesantes. La primera se relaciona con el 
origen O y el punto B en el fondo del primer arco. De todas las curvas suaves que unen es- 
tos puntos, la cicloide es la curva a lo largo de la cual una cuenta (como en un collar) suje- 
ta sólo a la fuerza de la gravedad —sin fricción—, se deslizará de O a B en el menor tiem- 
po. Esto hace a la cicloide una braquistocrona (del griego brakhus, “corto”; khronos, 
“tiempo”) o curva de tiempo más corto para estos puntos. La segunda propiedad es que 
aunque la cuenta inicie su trayectoria hacia B desde un punto intermedio de la curva, nece- 
sitará la misma cantidad de tiempo para llegar a B. Esto hace de la cicloide una tautocro- 
na (del griego tauto, “el mismo”; khronos, “tiempo”), es decir, la curva con el mismo 
tiempo para O y B. 

¿Existen otras curvas braquistocronas que unan O y B, o la cicloide es la única? Pode- 
mos formular esta pregunta desde el punto de vista matemático de la manera siguiente. Al 
principio, la energía cinética de la cuenta es cero, ya que su velocidad es cero. El trabajo 
que hace la gravedad cuando la cuenta se mueve de (0, 0) a cualquier otro punto (x, y) en el 
plano, es mgy, y éste debe ser igual al cambio de la energía cinética. Esto es, 


1 1 
mgy = ¿my - 5 т(0)?. 


Рог lo tanto, cuando la cuenta llega а (х, y), su velocidad tiene que ser 


y = 2 2gy. 
Esto es, 
ds = 2 2gy ds es la diferencial de longitud de arco 
dt a lo largo de la trayectoria de la cuenta 
o 
dp ЖЕ 2 1 + (dy/dx? А 


2 28y 2 28у 
El tiempo Ту que tarda la cuenta en deslizarse а lo largo de una trayectoria particular 
у = f(x), de Оа В(ар, 2а), es 


х=ар 1 + (dy/dx? 
p= х. 2 
d Г В 28у 4 A 


¿Qué curvas y = f(x), silas hay, minimizan el valor de esta integral? 

A primera vista, podríamos suponer que la recta que une a los puntos O y B daría el 
tiempo más breve, pero quizá no. Podría ser ventajoso que la cuenta cayese verticalmente 
al principio para incrementar su velocidad más rápido. Con una velocidad mayor, la cuen- 
ta podría recorrer una trayectoria más larga y aun así llegar primero a B. En realidad ésta 
idea es correcta. De acuerdo con una rama de las matemáticas conocida como cálculo de 
variaciones, la respuesta es que la cicloide original de O a B es la única braquistocrona pa- 
та Oy B. 

Aun cuando la solución del problema de la braquistocrona está fuera del alcance de 
este libro, podemos demostrar por qué la cicloide es una tautocrona. Para la cicloide, la 
ecuación (3) toma la forma 


TE f” ах? + ау 
cicloide =й B 28у 


De acuerdo con las ecuaciones (1), 


201775 а (2 — 2соз) y 
Jo В 2ва(1 — cost) 


Ї а ji= а 
o A8 Pag 


dx = а(1 — созт) dt, 


dy = asen t dt, y 
y = all — cost) 
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FIGURA 10.34 Las cuentas soltadas de 
manera simultánea en la cicloide en O, A 
y C llegarán a В al mismo tiempo. 


EJ ERCICIOS 10.4 


Capítulo 10: Secciones cónicas y coordenadas polares 


Así, el tiempo que tarda una cuenta, sin fricción, en deslizarse por la cicloide hasta B des- 
pués de que se suelta desde O, es p2 a/g. 

Suponga que en lugar de iniciar en O, el movimiento de la cuenta inicia en algún pun- 
to inferior en la cicloide, un punto (хо, yo) correspondiente al valor ty > 0. del parámetro. 
La velocidad de la cuenta en cualquier punto posterior (x, y) en la cicloide es 


y = 2 2g(y — yo) = 2 2ga(cos tọ — cos t). 


y = а(1 — cost) 


En consecuencia, el tiempo que requiere la cuenta para deslizarse de (xo, yo) hacia abajo, 
hasta B, es 


t= р а(2-2сов1) d=- 2 р 1 — cost 4 
n В 2ga(cos to — cos t) А 8 /, А COS to — cost 
Ш а 2 sen? (1/2) Ж 
A8Jw B (2cos?(to/2) — 1) — (2 cos? (t/2) — 1) 
с ЗИ sen (1/2) dt 
А #„ 2 cos*(to/2) — cos? (1/2) пены 
~a рер Е —2 du = sen (1/2) dt 
а 2 аи 
= === = cos (10/2) 
ГЩ 2 a? - и? аы 
2 26 
2 а —1И 
А g | ѕеп JM 
4 сов (7 
2 а 1 ( 2) р 
AS cos (10/2) Jn 
= 2, g sen! 0 + sen 11) = Pag 


Éste es precisamente el tiempo que tarda la cuenta en deslizarse de O a B. La cuenta tarda 
el mismo tiempo en llegar a B, sin importar desde donde inicie su desplazamiento. Las 
cuentas que inician simultáneamente desde O, A y C en la figura 10.34, por ejemplo, lle- 
garán a B al mismo tiempo. Ésta es la razón por la que el movimiento del péndulo del reloj 
de Huygens es independiente de la amplitud de la oscilación. 


Ecuaciones paramétricas para cónicas x=-=segt усаар —р/2<т<р/2 

Los ejercicios 1 a 12 proporcionan ecuaciones paramétricas e interva- x=CSC!, у= со; 0 <г<р 

los de los parámetros para el movimiento de una partícula en el plano х= у= 24-0; 0«: 52 

xy. Identifique la trayectoria de la partícula para determinar una ecua- a ТҮҮ 2 

ción cartesiana para ella. Grafique la ecuación cartesiana. (Las gráfi- ле. у= ГЭЛ 20 

cas variarán según la ecuación que utilice). Indique la parte de la grá- П. x= —cosht, у =senhf; -00« f< œ 

fica trazada por la partícula y la dirección del movimiento. 12. x=2semhf, y=2cosht —00<1<o0 
l. бова. у=зеп„ Ое р 13. Hipocicloides Cuando un círculo rueda dentro de una circunfe- 
2. х = sen (2р (1 — 1)), у = соѕ (2р (1 — 1)); 0551 rencia fija, cualquier punto Р en la circunferencia del círculo que 
3. x=4cosft, у= 5взеп; 05150 rueda, describe una hipocicloide. Sea x? + y? = a?, la circunfe- 
4. x= 4зеп, posos dere rencia fija, b el radio del «пешә que rueda у А(а, 0) la posición 

e inicial del punto P que trazará la curva. Determine ecuaciones pa- 

5.х=һ y=2t 1=0 ramétricas para la hipocicloide, usando como parámetro el ángulo 
6. х = яв 21-01, y= tant; p/2 < t < p/2 Uformado por la parte positiva del eje x y la recta que une los cen- 


14. 


15. 


16. 


tros de las circunferencias. En particular, si b = a/4, como en la 
figura, demuestre que la hipocicloide es la astroide 


х = асоѕц у = asen? u. 


> 


Más sobre hipocicloides La figura siguiente muestra una сїг- 
cunferencia de radio a tangente en el interior a una circunferencia 
de radio 2a. El punto P, que en la figura se muestra como el pun- 
to de tangencia, se fija en la circunferencia más pequeña. ¿Qué 
trayectoria describe P cuando la circunferencia más pequeña rue- 
da alrededor del interior de la circunferencia mayor? 


С 


A medida que el punto N se mueve а lo largo de la recta у = аеп 
la figura siguiente, P se mueve de tal manera que OP = MN. De- 
termine ecuaciones paramétricas para las coordenadas de P como 
funciones del ángulo г que la recta ON forma con la parte positiva 
del eje y. 


0) 


Trocoide Una rueda de radio a rueda sin patinarse a lo largo de 
una recta horizontal. Determine ecuaciones paramétricas para la 
curva que describe un punto P que está en un rayo de la rueda a b 
unidades del centro. Como parámetro, utilice el ángulo Uque gira 
la rueda. La curva se denomina trocoide y es una cicloide cuando 
b=a. 


Distancia usando ecuaciones paramétricas 


17. 


Determine el punto en la parábola х = t, y = 2, –оо < t <00, 
más cercano al punto (2, 1/2). (Sugerencia: Minimice el cuadra- 
do de la distancia como una función de 1). 


18. 
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Determine el punto sobre la elipse х = 2 cos t, у = senf,0 = t 
= 2p más cercano al punto (3/4, 0). (Sugerencia: Minimice el 
cuadrado de la distancia como una función de 1). 


EXPLORACIONES GRÁFICAS 


Si tiene un graficador de ecuaciones paramétricas, grafique las ecua- 
ciones siguientes en los intervalos dados. 


19. 


20. 


21. 
22. 


23. 


24. 


25. 


26. 


Elipse x=4cosf, y=2senf, en 


a. 0=1=2p b0=:+=<=p 

с. -p2=:1=<p/2. 

Rama de una hipérbola х = segí (ingrésela como 1 / cos(£)), 
y = tan 1 (ingrésela como sen(1)/cos(t)), en 


а. —1.5=1= 15 b. –0.5 == 0.5 
с. ОТЕ [= 01. 

Parábola х = 21+ 3, у= 2-1, -2=1=2 
Cicloide х = ѓ – sent, у = 1 — сов, en 

а. 0 =7= 2р b. 0 == 4р 
с.р == 3р. 


Una curva bonita (una deltoide) 


x = 2с051 + соѕ 21, у = 2 ѕепі — 85612: 0 =7 = 2р 


¿Qué sucede si reemplaza 2 соп —2 en las ecuaciones рага x y y? 
Haga la gráfica de las nuevas ecuaciones y averígitelo. 


Una curva aún más bonita 


x=3c0sf + cos3f, y=3sent-— ѕеп 3; 0=1t=<2p 


¿Qué sucede si reemplaza 3 con —3 en las ecuaciones para x y y? 
Haga la gráfica de las nuevas ecuaciones y ауегїейео. 

Tres curvas hermosas 

a. Epicicloide: 


x = 9cost — cos9%, у = 9 ѕепі – ѕеп9; 0O=1t=<2p 


b. Hipocicloide: 


x = 8cosźt + 2cos4f, y=8sent— 2sen4r; 0 =t<2p 
с. Hipotrocoide: 
x = cost + 5cos3t, у = бсо8Г- 58613: 0 = 7 = 2р 


Más curvas hermosas 


а. x=6cost + 5 соѕ 3, у = 6sent — 5sen3f; 
0=1=2p 

b. x= бсоѕ 27 + 5cos6f, y = бѕеп 21 — 5 sen 6f; 
0 == р 

с. x=6cosf + 5 соѕ 31, у = бѕеп 27 — 5 sen 3f; 
0 == 2р 

а. х = 6cos2t + 5 соѕ 6, у = бѕеп 41 — 5 sen 6t; 
0 =т= р 
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Ё 0.5 | Coordenadas polares 


P(r, 0) 
Е 


Origen (polo) \ 
0 


[0] 


> х 
Rayo inicial 


FIGURA 10.35 Рага definir las 
coordenadas polares para el plano, 


iniciamos con un origen, llamado polo y 
un rayo inicial. 


0 = 1/6 


> х 
Rayo inicial 
0-0 


FIGURA 10,36 Га coordenadas polares 


no son únicas. 


En esta sección estudiaremos las coordenadas polares y su relación con las coordenadas 
cartesianas. Aun cuando en el plano un punto tiene sólo un par de coordenadas cartesia- 
nas, éste tiene una infinidad de pares de coordenadas polares. Esto tiene interesantes con- 
secuencias en la graficación, como veremos en la siguiente sección. 


Definición de coordenadas polares 


Para definir las coordenadas polares, fijamos primero un origen O (llamado polo) y un 
rayo inicial desde O (figura 10.35). Cada punto P puede entonces localizarse asignándole 
un par de coordenadas polares (r, и) en donde r es la distancia dirigida de O a P y uda el 
ángulo dirigido del rayo inicial al rayo OP. 


Coordenadas polares 


P(r, и) 
Ángulo dirigido del 
rayo inicial a OP 


Distancia dirigida 
deOaP 


Como en trigonometría, U es positivo cuando se mide en sentido contrario a las mane- 
cillas del reloj y negativo cuando se mide en el sentido de las manecillas del reloj. El ángu- 
lo asociado con un punto dado no es único. Por ejemplo, el punto a dos unidades del ori- 
gen a lo largo del rayo и = p/6 tiene coordenadas polares r = 2, и = p/6. pero tiene 
también las coordenadas r = 2, и = —11p/6 (figura 10.36). Hay ocasiones en que quere- 
mos que r sea negativa, por eso es que usamos la distancia dirigida en la definición de 
P(r, U). Podemos alcanzar el punto P(2, 7p/6) girando 7p/6 radianes en sentido positivo 
desde el rayo original, y avanzando 2 unidades hacia adelante (figura 10.37). También 
podemos llegar a él girando p/6 radianes en sentido positivo desde el rayo original y mi- 
diendo 2 unidades hacia atrás. Por lo tanto, el punto tiene también las coordenadas 
r= —2,и = p/6. 


Ө = т/6 


FIGURA 10.37 Газ coordenadas polares pueden tener 
valores de r negativos. 


FIGURA 10,39 La ecuación polar para 


una circunferencia es r = а. 
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EJEMPLO 1 Determinación de coordenadas polares 


Determinar todas las coordenadas polares del punto P(2, p/6). 


Solución Trazamos el rayo inicial del sistema coordenado, dibujamos el rayo desde el 
origen que forma un ángulo de p/6 radianes con el rayo inicial, y marcamos el punto 
(2, p/6) (figura 10.38). Después, encontramos los ángulos para los otros pares coordena- 
dos de Реп los que г = 2yr = —2, 


FIGURA 10,38 El punto P(2, p/6) tiene un número infinito 
de pares de coordenadas polares (ejemplo 1). 


Para r = 2, la lista completa de ángulos es 


р р р р 
6 6 = 20. 6 = 40. 6 =P, 


Рага r = —2, los ángulos son 


Los pares coordenados correspondientes de Р son 


(2,2 + эр) п = 0,+1,+2,... 


(2,32 + anp), n = 0, +1, +2,.... 


Cuando п = 0, las fórmulas dan (2, р/6) у (-2,-—5p/6). Cuando n = 1, dan 
(2, 13p/6) у (2, 7p/6), y así sucesivamente. a 


Ecuaciones polares y gráficas 


Si mantenemos г fija en un valor constante r = a % 0, el punto P(r, U) se encontrará а |а| 
unidades del origen O. Como и varía sobre cualquier intervalo de longitud 2p , Р descri- 
be una circunferencia de radio |а | сор centro en O (figura 10.39). 

Si mantenemos U fija en un valor constante U = Uy y hacemos que r varíe entre —00 y 
оо, el punto P(r, u) describe la recta que pasa por O y que forma un ángulo de medida цу 
con el rayo inicial. 


716 Capítulo 10: Secciones cónicas y coordenadas polares 


(a) 


(b) 


> 


(с) 


FIGURA 10.40 Las gráficas de 
desigualdades típicas en r y и (ejemplo 3). 


y 


P(x, y) = P(r, 0) 


Rayo inicial 


FIGURA 10.41 Та manera usual para 
relacionar coordenadas polares y 
cartesianas. 


Ecuación Gráfica 
r=a Circunferencia con radio |а| y centro en el origen О 
и=ц Recta que pasa por O formando un ángulo Uy con el rayo 


inicial 


EJEMPLO 2 Determinación de ecuaciones polares para gráficas 


(а) г = lyr = —1 son ecuaciones рага la circunferencia de radio 1 y centro en O. 


(b) u = р/6, и = 7p/6, and u = —5p/6 son ecuaciones para la recta de la figura 10.38. 
и 


Las ecuaciones de la forma r = а уч = ц pueden combinarse рага definir regio- 
nes, segmentos y rayos. 


EJEMPLO 3 Identificación de gráficas 


Graficar el conjunto de puntos cuyas coordenadas polares satisfacen las siguientes condi- 
ciones. 


(а) l1=r=2 y 0=u=E 

(b)=3=r=2 у и=Ё 

()r=0 y и= Е 

(4) 2p sus эр, (no hay restricción sobre r) 

Solución Las gráficas se muestran en la figura 10.40. п 
Relación entre coordenadas polares y coordenadas cartesianas 

Cuando utilizamos tanto el sistema de coordenadas polares como el cartesiano en un pla- 
no, colocamos los dos orígenes juntos y tomamos el rayo polar inicial como el eje x positi- 


vo. El rayo и = p/2, г > 0, es entonces el eje y positivo (figura 10.41). Entonces, los dos 
sistemas de coordenadas están relacionados por las ecuaciones siguientes. 


Ecuaciones que relacionan coordenadas polares y cartesianas 


x= rcosu y = rsenu, № +у = 2 


Dadas las coordenadas polares r y ц las primeras dos de estas ecuaciones determinan de 
manera única las coordenadas cartesianas x y y. Por otra parte, si se dan x y y, la tercera 
ecuación proporciona dos alternativas para r (una positiva y una negativa). Para cada alter- 
nativa existe un único Ue [0, 2р) que satisface las primeras dos ecuaciones, cada una de 
las cuales da una representación en coordenadas polares del punto cartesiano (x, y). Las 
otras representaciones en coordenadas polares para el punto pueden determinarse a partir 
de estas dos, como en el ejemplo 1. 


y 


х2 + (у = 3)2= 9 
о 
г = 6 ѕеп Ө 


>x 


FIGURA 10.42 La circunferencia del 
ejemplo 5. 
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EJEMPLO 4 Ecuaciones equivalentes 
Есиаабп polar Equivalente cartesiana 
rcosu= 2 х= 2 
1? cos Usen U = 4 ху-4 
12 соѕ2 11-12 sen? Ч = 1 xX — у? = 1 
r=1+2rcosu y?-3x?-4x-1=0 


r= 1 — cosu x4 + уќ + 2х2у2 + 2х3 + 2xy?— y?=0 


Con algunas curvas se trabaja mejor con coordenadas polares; con otras по. п 


EJ EMPLO 5 


Determinar una ecuación polar para la circunferencia x? + (y — 3)? = 9 (figura 10.42). 


Conversión de cartesiana a polar 


Solución 


+ y? – 6+9 = 9 Desarrollar (у — 3). 


2 2 Los 9 se eliminan. 
х ++ у” – бу = 0 


2 


х? +y = г 
1? — бгѕепи = 0 


г= 0 o r- бѕепи = 0 
Incluye ambas posibilidades 


r = 6sen U 


En la sección 10.8 hablaremos más acerca de las ecuaciones polares de las secciones 
cónicas. п 


EJ EMPLO 6 


Reemplazar las ecuaciones polares siguientes por sus ecuaciones cartesianas equivalentes, 
e identificar sus gráficas. 


Conversión de polar a cartesiana 


(а) rcosu= —4 
(b) r? = 4rcos u 


4 
2 cos U — sen U 


(с) r= 
Solución Usamos las sustituciones r cos U = x, r sen U = y, г = № + ye 


(a) recos u = —4 


La ecuación cartesiana: recos U = —4 
х= —4 
La gráfica: Recta vertical que pasa por x = —4 en el eje x 


(b) r? = 4r cos u 
La ecuación cartesiana: r? = 4r cos u 
№ + у? = 4х 
x — 4х + y =0 
х2 = 45 +4+ у? = 4 
(х = 2? + у? = 4 


Circunferencia, radio 2, centro (h, k) = (2, 0) 


Completando el cuadro 


La gráfica: 
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4 


(с) г = 


La ecuación cartesiana: 


2 cos U — sen U 


r(2 cos U — sen U) = 4 
2r cos U — rsen U = 4 


2x=y=4 
y=2x-4 
La gráfica: Recta, pendiente т = 2, intercepción y b = —4 | 


EJ ERCICIOS 10.5 


Pares de coordenadas polares 


1. ¿Qué pares de coordenadas polares representan el mismo punto? 


a. (3,0) b. (-3,0) с. (2, 2p/3) 
d. (2,7p/3) е. (-3,p) f. (2, p/3) 
8. (-3,2p) b. (22, –р/3) 
2. ¿Qué pares de coordenadas polares representan el mismo punto? 
a. (-2,p/3) b. (2,-p/3) e (һШ 
а. (r,u + р) е. (—r, u) f. (2, -2p/3) 
g. (—r,U+ р) h. (-2, 2p/3) 


3. Grafique los siguientes puntos (dados en coordenadas polares). 
Encuentre luego todas las coordenadas polares de cada punto. 


a. (2,р/2) b. (2,0) 
с. (-2,p/2) d. (-2,0) 
4. Grafique los siguientes puntos (dados en coordenadas polares). 
Luego encuentre todas las coordenadas polares de cada punto. 
а. (3, p/4) b. (—3,р/4) 
с. (3,—р/4) а. (-3,-0/4) 


De coordenadas polares a cartesianas 


5. Encuentre las coordenadas cartesianas de los puntos señalados en 
el ejercicio 1. 

6. Encuentre las coordenadas cartesianas de los siguientes puntos 
(dados en coordenadas polares). 


а. (2 2,p/4) b. (1,0) 

с. (0, p/2) 4. (-22,р/4) 
e. (—3, 5р/6) f. (5, tan! (4/3)) 
в. (—1,7р) һ. (22 3,2р/3) 


Graficación de ecuaciones polares 
y desigualdades 


Grafique los conjuntos de puntos cuyas coordenadas polares satisfa- 
cen las ecuaciones y desigualdades de los ejercicios 7 a 22. 


17.т=2 8. 0=r=2 
9. r>1 10. 1=r=2 
1.0=u=p/6 r=0 12. u = 2р/3, r=-2 


13. u=p/3, -1 = г =3 
15. u=p/2, г> 0 


14. u= 11р/4, r=-—1 
16. u= p/2, г=0 
17. 0 = и=р, r=1 18. 0 = о=р, r=-1 
19. р/4 = u = 3р/4, O<r<1 

20. -p/4=Uu=<p/4 -1 = г=1 

21. -р/2 = ч=р/2, l=r=2 

22. 0= џи=р/2, 1 = || = 2 


De ecuaciones polares a cartesianas 


Reemplace las ecuaciones polares de los ejercicios 23 a 48 por ecua- 
ciones cartesianas equivalentes. Luego describa o identifique la gráfica. 


23. rcosu= 2 24. rsenu= —1 

25. rsenu=0 26. rcosu = 0 

27. r = 4 csc U 28. r = —3 sec uU 

29. rcosU + rsenu= 1 30. rsen U = r cos U 

31. /7-1 32. 1? = 4r sen U 

33. r= — 7350 34. г ѕеп20 = 2 

35. г = cot Ucsc U 36. r = 4tan Usec U 

37. г = cscuer estu 38. rsen U = lnr + Incosu 
39. т^ + 2r° cos Usen и = 1 40. cos? u = sen? u 

41. r? = —4r cos u 42. r? = —6r sen U 

43. r = 8 sen U 44. г = 3 cosu 

45. r = 2 cos U + 2 sen U 46. r = 2 cos U — sen U 
47. rsen (u+2)=2 48. rsen (22-и) -5 


De ecuaciones cartesianas а polares 


Reemplace las ecuaciones cartesianas de los ejercicios 49 a 62 por 
ecuaciones polares equivalentes. 


49. x=7 50. у= 1 51. х= у 

52. х- у= 3 53. х2 + у2= 4 54. x -y = 1 
2 2 
х Ул _ _ 

55 y + Gl 56. xy =2 
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57. y? = 4х 58. х2 + ху +y’ = 1 64. Rectas verticales y rectas horizontales 

59. x? + (у = 2)2 = 4 60. (х – 5) + у? = 25 a. Demuestre que toda recta vertical en el plano xy tiene una 
: : ecuación polar de la forma r = a sec U. 

61. (1-3? + (у + 1)? =4 62 (1 +2)? + (y- 5) = 16 b 


. Encuentre la ecuación polar análoga para rectas horizontales 


| | 1 plano ху. 
Teoría y ejemplos en el plano xy 


63. Encuentre todas las coordenadas polares del origen. 


0.6 Gráficas en coordenadas polares 


En esta sección se describen las técnicas para graficar ecuaciones en coordenadas polares. 


Simetría 


La figura 10.43 ilustra las pruebas estándar para simetría en coordenadas polares. 


А 
{ (т, 0) 
Y шаг 22 
| 
20 7 | 
015 | & ы 0 > X 
Моо | 7 
| y 
Y (r,-0) e 
o (=r, m — 0) (Er, 0) o (7,0 + т) 
(a) Respecto del eje х (b) Respecto del eje y (c) Respecto del origen 


FIGURA 10,43 Tres pruebas para la simetría en coordenadas polares. 


Pruebas de simetría para gráficas polares 


1. Simetría con respecto al eje х: si el punto (r, U) se encuentra sobre la gráfi- 
ca, el punto (r, —U) o (—r, р — Ч) se encuentra sobre la gráfica (figura 
10.43a). 

2. Simetría con respecto al eje y: si el punto (r, U) se encuentra sobre la gráfi- 
ca, el punto (r, p — U) o (—r, —U) se encuentra sobre la gráfica (figura 
10.43b). 

3. Simetría con respecto al origen: si el punto (r, U) se encuentra sobre la grá- 
fica, el punto (—r, u) o (r, U + p) se encuentra sobre la gráfica. (figura 
10.430). 


Pendiente 


La pendiente de una curva polar r = f(u) está dada por dy/dx, no рог” = df/du. Para 
saber por qué, consideremos f como la gráfica de las ecuaciones paramétricas 


x = rcos U = f(U) cos ц y = rsen U = f(u) sen U. 
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FIGURA 10.44 Los pasos al graficar la 
cardioide r = 1 — cos U (ejemplo 1). 
La flecha muestra la dirección de 
aumento de q. 


Si fes una función diferenciable de u, entonces también lo son x y у, y cuando dx/du = 0, 
podemos calcular dy/dx con la fórmula paramétrica 


dy dy/du Sección 3.5, Ecuación (2) 
dx dx/du cont = и 

а 

qu fV; sen Ч) 


A (f> cos Ш 


df 
qu” u + f(u) cos u 


= ——— Regla de productos para derivadas 


df 
2608 u — f(u) sen u 


Pendiente de la curva r = f(u) 


dy 
dx 


f' (U) sen и + f(u) cos u 
„ш  f'(U) cosu – f(u) sen u’ 


siempre y cuando dx/du % Оеп (r, и). 


Si la curva r = f(U) pasa por el origen cuando U = Uy, entonces (ц) = 0, y la ecua- 
ción de la pendiente da 
dy 
dx 


/'(ц)) sen W% 
== = ta 
0w) (4) cos Ц 


nu. 


Si la gráfica de r = f(u) pasa por el origen cuando U = Uy, la pendiente de la curva ahí es 
tan Цу. La razón рог la que decimos “pendiente en (0, ц)” y по sólo “pendiente en el ori- 
gen”, es que una curva polar puede pasar por el origen (o cualquier punto) más de una vez, 
con pendientes diferentes para valores diferentes de U Sin embargo, éste no es el caso en 
nuestro primer ejemplo. 


EJEMPLO 1 Una cardioide 
Graficar la curvar = 1 — cos U. 
Solución La curva es simétrica con respecto al eje x, porque 


(r, Ч) en la gráfica = r = 1 — cos u 


= r = ] — cos (—u) cos U = cos (—u) 


= (r, —U) en la gráfica. 


A medida que U crece de O а p, cos U disminuye de 1 a —1,yr = 1 — cos U aumenta de 
un valor mínimo de O a un valor máximo de 2. Cuando U crece de р a 2р, cos U crece 
de —1 a 1 y r decrece de 2 a 0. La curva empieza a repetirse cuando U = 2p porque el co- 
seno tiene periodo 2р. 

La curva deja el origen con pendiente tan (0) = 0 y regresa al origen con pendiente 
tan (2p) = 0. 

Elaboramos una tabla de valores de u = 0 a u = p, graficamos los puntos, dibuja- 
mos una curva suave que pase por ellos con una tangente horizontal en el origen, y refle- 
jamos la curva con respecto al eje x para completar la gráfica (figura 10.44). La curva se 
llama cardioide, porque tiene forma de corazón. Las formas de cardioides aparecen, por 
ejemplo, en las levas que dirigen el enrollado uniforme de alambre en bobinas y carretes, 
así como en el patrón señal-potencia de ciertas antenas de radio. п 
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EJEMPLO 2  Graficar la curva r? = 4cosu. 


Solución La ecuación r? = 4 cos Urequiere que cos U = 0, por lo que obtenemos toda 
la gráfica variando u de —p/2 а р/2. La curva es simétrica con respecto del eje х, 
porque 


(r, u) en la gráfica = r? = 4cos u 
> г? = 4cos (—U) cos и = cos (—U) 
= (r, —U) en la gráfica. 
La curva también es simétrica con respecto del origen, porque 
(r, u) en la gráfica = r? = 4cos u 
=> (—r? = 4cos u 
= (~-r, и) en la gráfica. 


Juntas, éstas dos simetrías implican simetría con respecto del eje y. 

La curva pasa por el origen cuando и = —p/2 y и = р/2. Tiene una tangente verti- 
cal en ambos casos, ya que tan Ues infinita. 

Para cada valor de u en el intervalo entre —p/2 y p/2, la fórmula r? = 4соѕ ийа 
dos valores de г: 


г = +22 cosu. 


Elaboramos una pequeña tabla de valores, graficamos los puntos correspondientes y usa- 
mos como guía la información sobre simetría y tangentes para conectar los puntos con una 


curva suave (figura 10.45). п 
y 
Ө со80 |r = +2 Усов0 г? = 4 cos 0 
0 1 +2 
20281 2 
хє 7 +1.9 
х 
27 |L | x17 7 
4 | v2 
+7 1 Ян 
+3 5 +14 
+T 0 : / : \ 
—2 0 Ciclo рага г = -2V соз 0, Ciclo рага r = 2V cos ( 
т т т т 
(a) Y Sy Еда 


(b) 


FIGURA 10.45 La gráfica de r? = 4 cos и. Las flechas muestran la 
dirección de aumento de u. Los valores de r en la tabla están redondeados 
(ejemplo 2). 


Una técnica para graficar 


Una manera de graficar una ecuación polar r = f(U) consiste en elaborar una tabla de va- 
lores (r, U) graficar los puntos correspondientes y conectarlos en orden creciente de и. Es- 
to puede funcionar bien si hay suficientes puntos para revelar todos los lazos y depresio- 
nes en la gráfica. Otro método para graficar que suele ser más rápido y confiable es 


1. primero graficar r = f(u) en el plano cartesiano ru 


2. luego utilizar la gráfica cartesiana como una “tabla” y guía para bosquejar la gráfica 
en coordenadas polares. 
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FIGURA 10.46 Para trazar r = f(u) en el 


plano cartesiano ruen (b), primero 


trazamos r? = sen 20еп el plano ?uen (а) 


y luego ignoramos los valores de Upara los 


cuales sen 2Ues negativo. Los radios en el 


bosquejo (b) cubren la gráfica polar de la 


lemniscata en (c) dos veces (ejemplo 3). 
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Este método es mejor que graficar primero los puntos, porque la gráfica cartesiana, 
aunque se dibuje apresuradamente, muestra de un solo vistazo dónde es r positiva, negati- 
va o en dónde no existe. También dónde es r creciente o decreciente. A continuación se da 
un ejemplo. 


EJ EMPLO 3 


Graficar la curva 


Una lemniscata 


1? = sen 2и. 


Solución Aquí graficamos primero r° (no r) como función de u en el plano cartesiano 
r2u Vea la figura 10.46a. Pasamos de allí a la gráfica de г = +2 sen 2u en el plano ru 
(figura 10.46b) y luego dibujamos la gráfica polar (figura 10.46c). La gráfica en la figura 
10.46b “cubre” dos veces la gráfica polar de la figura 10.46c. Podríamos entonces haber 
usado cualquier ciclo o bien usando las dos mitades superiores o las dos mitades inferiores 
de la gráfica en (10.46b). Sin embargo, la cobertura doble no importa al graficar y, de he- 
cho, de esta manera aprendemos un poco más acerca del comportamiento de la función. 

п 


Determinación de los puntos en donde se intersecan 
las gráficas polares 


El hecho de poder representar un punto en coordenadas polares de diferentes maneras, ех1- 
ge que tengamos aún más cuidado al decidir cuándo un punto se encuentra sobre la gráfica 
de una ecuación polar, así como al determinar los puntos en que se intersecan las gráficas 
polares. El problema es que un punto de intersección puede satisfacer la ecuación de una 
curva con ciertas coordenadas polares que son a su vez diferentes a las que satisfacen la 
ecuación de la otra curva. Así, al resolver simultáneamente las ecuaciones de dos curvas, 
es posible que no queden identificados todos sus puntos de intersección. Una manera se- 
gura de identificar todos los puntos de intersección es graficar las ecuaciones. 


EJ EMPLO 4 


Demostrar que el punto (2, p/2) se encuentra sobre la curva r = 2 cos 20. 


Coordenadas polares engañosas 


Solución En principio, podría parecer que el punto (2, p/2) no se encuentra sobre la 
curva, ya que al sustituir las coordenadas dadas en la ecuación resulta 


2 = 2cos2(2) = 2cosp = -2, 
que no es una igualdad verdadera. La magnitud es correcta, pero el signo está equivocado. 
Esto sugiere buscar un par de coordenadas para el punto dado en el que r sea negativa, por 
ejemplo, (—2, —(p/2)). Si probamos estos valores en la ecuación r = 2 cos 2u, encon- 
tramos 


-2 = 20052 ЭРЕ 1) = -2, 


y la ecuación se satisface. El punto(2, p/2) sí se encuentra sobre la curva. п 


EJEMPLO 5 Puntos de intersección evasivos 


Encontrar los puntos de intersección de las curvas 


12 = 4cos u у r= 1 — cosu. 


BIOGRAFÍA HISTÓRICA 


Johannes Kepler 
(1571-1630) 
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Solución En coordenadas cartesianas, siempre podemos encontrar los puntos en que 
dos curvas se cruzan resolviendo sus ecuaciones simultáneamente. En el caso de coorde- 
nadas polares esto no es así. La solución simultánea puede revelar algunos puntos de inter- 
sección, pero no todos. En este ejemplo, la solución simultánea revela sólo dos de los cua- 
tro puntos de intersección. Los otros se encuentran por graficación. (Vea también el 
ejercicio 49). 

Si sustituimos cos cos U = r?/4 en la ecuación r = 1 — cos U, obtenemos 


2 


г= 1 – соѕи = 1 a 
4р = 4 = р? 
г + 47 = 4 = 0 
r=—2 + 22 2. Fórmula cuadrática 
El valor r = —2 — 22 2 tiene un valor absoluto muy grande para pertenecer a cual- 
quiera de la curvas. Los valores de Ucorrespondientes ar = —2 + 22 2 son 
и = cos! (1 — r) Der = 1 — cosu 


= cos”! (1 == (22 2—2)) Hacerr = 22 2 — 2. 


cos”! (3 — 22 2) 


= +80". Redondeado al grado más cercano 


Por lo tanto, hemos identificado dos puntos de intersección: (r, U) = (21 2 — 2, +80). 
Si graficamos juntas las ecuaciones r? = 4cos Uy r = 1 — cos u (figura 10.47), que 
podemos hacer combinado las gráficas de las figuras 10.44 y 10.45, vemos que las curvas 
también se intersecan en el punto (2, р) y en el origen. ¿Por qué no aparecieron los valo- 
res r de esos puntos en la solución simultánea? La respuesta es que los puntos (0, 0) y 
(2, р) no están sobre las curvas “simultáneamente”, porque no se alcanzan en el mismo 
valor de U.Sobre la curvar = 1 — cos u, el punto (2, р) se alcanza cuando u = p. En la 
curva r° = 4c0s и, se alcanza cuando u = 0, que no se identifica por las coordenadas 
(2, p), ya que no satisfacen la ecuación, sino por las coordenadas (—2, 0), que sí lo ha- 
cen. De manera similar, la cardioide alcanza el origen cuando U= 0, pero la curva 
r? = 4 cos Ualcanza el origen cuando u = p/2. п 


r= 1 — cos 0 


>X 


(2, т) = (-2, 0)(0, 0) = (o, o] 


FIGURA 10.47 Los cuatro puntos de intersección 
de las curvas г = 1 — cos Uy r° = 4cosu 
(ejemplo 5). Sólo A y B se encontraron por medio 
de solución simultánea. Los otros dos fueron 
revelados al graficar. 
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USO DE LA TECNOLOGÍA — Graficación de curvas polares en forma paramétrica 


En el caso de curvas polares complicadas, sería recomendable usar una calculadora gra- 
fica o una computadora para graficar la curva. Si el dispositivo no cuenta con comandos 
para trazar directamente las gráficas polares, podemos convertir r = /(Ш) a la forma pa- 
ramétrica utilizando las ecuaciones 


x = rcos U = f(u) cos ц 


y = rsen U = f(u) sen и. 


Luego utilizamos el dispositivo para dibujar una curva parametrizada en el plano carte- 
siano xy. Podría requerirse el uso del parámetro ѓ en lugar de U para el dispositivo de gra- 


ficación. 


EJ ERCICIOS 10.6 


Simetrías y gráficas polares 


Identifique las simetrías de las curvas en los ejercicios 1 a 12. Luego 
trace las curvas. 


1. к= 1 + cosu 2. '= 2— 2 соѕи 
3. r= 1 — sen u 4. r= 1 + senu 
5. г= 2 + senu 6. r= 1 + 2 ѕепи 
7. г = sen (0/2) 8. г = соѕ (0/2) 
9. r? = cosu 10. 7? = senu 

11. 2 = —sen U 12. r? = —cos u 


Grafique las lemniscatas de los ejercicios 13 a 16. ¿Qué simetrías tie- 
nen esas curvas? 


13. r? = 4 cos 20 14. 2 = 4 sen 2u 


15. 2 = —sen2u 16. r? = —cos 2и 


Pendientes de curvas polares 


Encuentre las pendientes de las curvas en los ejercicios 17 a 20 en los 
puntos dados. Trace las curvas con sus tangentes en estos puntos. 


17. Cardioide г = —1 + cosu, u= +р/2 


18. Cardioide г = —1 + senu, u=0,p 


19. Rosa de cuatro pétalos г = sen2u u= +p/4, +3p/4 


20. Rosa de cuatro pétalos г = соѕ20ц и = 0, +р/2, р 


Limacones 


Haga la gráfica de los limacgones indicados еп los ejercicios 21 a 24. 
Глтас̧оп es una arcaísmo francés que significa “caracol”. Entenderá 
el nombre cuando grafique los limagones del ejercicio 21. Las ecua- 
ciones рага los limacones tienen la forma г = а + bcosu о 
г = а + Б sen U. Hay cuatro formas básicas. 


21. Limacones con un lazo interior 


241 2-4 
а. г= 5 + соз b. = + senu 


22. Cardioides 


а. г = 1 — cos u b. r= —1 + senu 


23. Limaçones con concavidades 


2-3 с 
а. г = > + сози b. г= 5 sen U 


24. Limacones ovalados 


а. г= 2 + cosu b. г = —2 + senu 


Graficación de desigualdades polares 


25. Haga un bosquejo de la región definida por las desigualdades 
-1=r=<=2y-p/2=<uUu=<p/2. 


26. Haga un bosquejo de la región definida por las desigualdades 
0 = г = 2seguy -р/4 = и< p/4. 


En los ejercicios 27 у 28, trace la región definida por Іа desigualdad. 


27. 0=r=x2-2cosu 28. 0 < r? < cosu 


intersecciones 


29. Demuestre que el punto (2, 3p/4) se encuentra sobre la curva 
г = 2 sen 21. 


30. Demuestre que (1/2, 3p/2) se encuentra sobre la curva r = 
= ѕеп (0/3). 


Encuentre los puntos de intersección de los pares de curvas de los 
ejercicios 31 a 38. 


31. r= 1 + соѕц r=1-cosu 


32. r=1+senu r= 1 – senu 

33. r=2senu г = 2 ѕеп 2и 

34. r = со$Ц r= 1 — cosu 

35. r= 22, r = 4senu 

36. r? = 2 2senu 2 = 2 2cosu 

37. т= 1, 2 = 2sen2u 

38. /2 = 2 2соѕ2ц 12 = 2 2sen2u 


ч 


Encuentre los puntos de intersección de los pares de curvas de los 


ejercicios 39 a 42. 


39. 1? = sen2u 2 = соѕ 20 


_ А u u 
40. r = 1 + cos P T 1 senz 


41. г= 1, r=2sen2u 42. г= 1, ř = 2зеп2и 


Exploraciones gráficas 


43. 


44. 


45. 


46. 


47. 
48. 


¿Cuál de las siguientes ecuaciones tiene la misma gráfica que 
r= 1 = cos и? 

a. г= –1 = соѕи b. r= 1 + cosu 

Confirme su respuesta algebraicamente. 

¿Cuál de las siguientes ecuaciones tiene la misma gráfica que 
r = cos 2U? 

а. r = —sen (2u + p/2) b. r = —cos (0/2) 
Confirme su respuesta algebraicamente. 


Una rosa dentro de otra rosa 
— 2 sen 3U. 


Grafique la ecuación r = 1 


La nefroide de Freeth Grafique la nefroide de Freeth: 


r=1 157774 


2 
Rosas Grafique las rosas r = соз тирага т = 1/3,2,3, 
Espirales Las coordenadas polares son ideales para definir las 


espirales. Grafique las siguientes espirales. 


a r=u b. г = —u 


с. Una espiral logarítmica: т = еЧ!0 
8/u 
e. Una hipérbola equilátera: г = +10/2 и 


d. Una espiral hiperbólica: r 


(Use un color diferente para cada una de las dos ramas). 


Teoría y ejemplos 


49. 


(Continuación del ejemplo 5.) La solución simultánea de las 
ecuaciones 


г? = 4cosu (1) 
т = | — cosu (2) 


50. 


*51. 


*52, 
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10.7 Áreas y longitudes en coordenadas polares 


no reveló, en el texto, los puntos (0, 0) y (2, p) en que sus gráfi- 

cas se intersecan. 

a. Sin embargo, podríamos haber encontrado el punto (2, p) 
reemplazando el punto (r, U) en la ecuación (1) por el equiva- 
lente (—r, и + р) para obtener 


r? = 4cosu 
(—г)? = 4cos (u + р) (3) 


r? = —4 cos U. 


Resuelva las ecuaciones (2) y (3) simultáneamente para de- 
mostrar que (2, р) es una solución común. (Esto todavía no 
revelará que las gráficas se intersecan en (0, 0). 


b. El origen sigue siendo un caso especial (con frecuencia lo 
es). La manera de tratarlo es la siguiente: haga ғ = 0 en las 
ecuaciones (1) y (2) y resuelva cada ecuación para un valor 
correspondiente de U. Como (0, U) es el origen para cual- 
quier U, esto probará que ambas curvas pasan por el origen, 
aún si lo hacen para diferentes valores de и 


Si una curva tiene dos de las tres simetrías indicadas al principio 
de la sección ¿puede decirse algo acerca de si tienen o no la ter- 
cera simetría? Justifique su respuesta. 


Encuentre el ancho máximo del pétalo de la rosa de cuatro hojas 
г = cos 2U, que se encuentra a lo largo del eje х. 


Encuentre la altura máxima sobre el eje x de la cardioide r = 
2(1 + cos u). 


NE 07 Áreas y longitudes en coordenadas polares 


En esta sección se muestra cómo calcular el área de regiones planas, la longitud de curvas 
y el área de superficies de revolución en coordenadas polares. 


Área en el plano 


En la figura 10.48, la región OTS está limitada por los rayos U= a y U= b y la curva 
г = f(u). Aproximamos la región con n sectores circulares no traslapados en forma de 
abanico, con base en una subdivisión P del ángulo TOS. El sector típico tiene radio 
гк = f(W) y un ángulo central de Ay, radianes. Su área es Au¿/2p veces el área de un 


círculo de radio rg, о 


Aj = 


Fre Ац = E (AWP Аш. 


El área de la región ОТ$ es aproximadamente 
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О 


FIGURA 10.48 Рага deducir una fórmula 
para el área de la región OTS, 
aproximamos la región con sectores 
circulares en forma de abanico. 


P(r, 0) 


> х 


FIGURA 10.49 Та diferencial del área dA 
para la curva n = (И). 


A r = 2(1 + cos 0) 


FIGURA 10.50 Га cardioide del 
ejemplo 1. 


Si f es continua, esperamos que las aproximaciones mejoren conforme la norma de la par- 
tición  Р|-» 0, Esto conduce a la siguiente fórmula para el área de la región: 


S 1 (fW) Au 


= ЇЇ 
ЇРЇ 0 ¿=1 


P1 
-| z (SUF du. 


Area de la región en forma de abanico entre el origen y la curva 


r=f(U,AsUs<sB 
bi, 
4-1 2" ац. 


Ésta es la integral de la diferencial del área (figura 10.49) 


dA = =ғ? ао = > 004) ам. 


ЕЈЕМРІО 1 Determinación de un área 


Encontrar el área de la región en el plano, acotada por la cardioide r = 2(1 + cos u). 


Solución Graficamos la cardioide (figura 10.50) y determinamos que el radio OP barra 
la región exactamente una vez cuando и varía de 0 a 2р. Рог lo tanto, el área es 


u=2p 1 2p 1 
r? du = -4(1 + cos u}? du 
u=o 2 о 2 


2p 
-| 2(1 + 2cos и + cos? u) du 
0 
2p 
-| (2 + cosu + 2255820) gy 
0 


2р 
(3 + 4сов и + cos 20) du 


0 


2p 
senza = 6р – 0 = 6p. 5 


ТЕ 


EJEMPLO 2 Determinación de un área 


Encontrar el área dentro del lazo pequeño del їтасоп 


r=2c0su+ 1. 


Solución Después de graficar la curva (figura 10.51), vemos que el punto (r, U) reco- 
rre el pequeño lazo cuando Ucrece de и = 2р/3 аи = 4p/3. Como la curva es simétrica 
con respecto al eje x (la ecuación no se altera cuando reemplazamos U por —U), podemos 
calcular el área de la mitad sombreada del lazo interior integrado de u = 2р/З ач = р. 
El área que buscamos será el doble de la integral resultante: 


у 
A 
r=2c0s0 +1 
_ 2 
Цин 
0-0 
S—- 
- 47 
Өс 3 


FIGURA 10,51 El limaçon del ejemplo 2. 


Глтас̧оп es un arcaísmo francés que 
significa caracol. 


> 


>x 


0 


FIGURA 10.52 El área de la región 
sombreada se calcula restando el área 

de la región entre гү y el origen del área de 
la región entre г» y el origen. 


y Límite superior 
гү = 1— соѕ Ө 0 = п/2 


їр = 1 


Límite inferior 
0--т/2 


FIGURA 10,53 La región y los límites de 
integración del ejemplo 3. 
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Como 


г? = (2 сози + 1)? = 4cos?u + 4cosu + 1 


=4 E ү дсовын 1 


= 2 + 2 соѕ 2и + 4cosu+ 1 
= 3 + 2 соѕ 2и + 4соѕ ц 


tenemos 


p 
(3 + 2cos2u + 4 cos u) du 
2p/3 


= |3и + sen2u + 22 


> 
II 


p 

_ 2P _ 
23 23 

= (3р) (2р 2 + 4> 2 ) 


Е 323 
вре га и 


Para encontrar el área de una región сото la que se muestra en la figura 10.52, que se 
encuentra entre las dos curvas polares л = r¡(U) y ra = (0), de u = a a u = b, resta- 
mos la integral de (1/2)r1? du de la integral de (1/2)ғ2 du. Esto conduce a la siguiente 
fórmula 


Área de la región 0 = ri(U) = r = rx(U), А=0= В 


— 
~ 
ы 
Su 
Б 
_ 
N 
м 
a 
с 
E 
= 


Бү 2 р 
А- r? du / rèau= | 
[arta | а | з 


EJEMPLO 3 Determinación del área entre dos curvas polares 
Encontrar el área de la región que se encuentra dentro del círculo r = 1 y fuera de la car- 


dioide r = 1 — cos U. 


Solución Trazamos la región para determinar sus fronteras y encontrar los límites de 
integración (figura 10.53). La curva exterior es r2 = 1, la curva interior es rı = 
1 — cos U, y Uvaría de —р/2 a p/2. Con base еп la ecuación (1), el área es 


/ 
a= | L- т) аа 


р/2 


р/2 1 
- a ¿1 - г?) ац Por la simetría 


p/2 
-| (1 — (1 — 2cos u + cos? U)) du 
0 


pia p/2 
/ (2 cos и — cos? u) au= | СТЕ ин du 
0 0 


p/2 
=. р 
o 2 47 п 


u  sen2u 
2 4 


[ sen U 
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La longitud de una curva polar 


Podemos obtener una fórmula en coordenadas polares para la longitud de una curva 
г = f(u), a = и = b, parametrizándola como 


x = rcos U = f(U) cos ц y = rsen U = f(u) sen ц asus<sb. (2) 


La fórmula paramétrica de la longitud, ecuación (1) de la sección 6.3, da entonces la longi- 


tud como 
b 2 2 
Я ах dy 
r= olas) + (as) « 


Esta ecuación se convierte en 


cuando las ecuaciones (2) se sustituyen por x y y (ejercicio 33). 


Longitud de una curva polar 
Si r = f(u) tiene derivada continua para a = и = b y si el punto P(r, U) traza 
la curva r = f(U) exactamente una sola vez Ual variar de a a b, entonces la 


longitud de la curva es 
b 2 
_ 24 (dr 
L / в” + (2) du. (3) 


EJEMPLO 4 Determinación de la longitud de una cardioide 


Encontrar la longitud de la cardioide r = 1 — cos и. 


Solución Dibujamos la cardioide para determinar los límites de integración (figura 
Л 10.54). El punto P(r, U) traza la curva una sola vez, en sentido contrario al de la maneci- 
llas del reloj, al variar и de O a 2р, por lo que éstos son los valores que consideramos pa- 
raayb. 

Con 


r=1=c0s0 
P(r, 0) 


> r=1-—cosu £ = senu, 


tenemos 


(1 — cos U)? + (sen uy? 


> 
+ 
a 
SS 
A 
Є 
II 


FIGURA 10.54 Cálculo de la longitud de 


цаасан = 1 — 2со$ U + cos? u + ѕеп2 u = 2 — 2 cos u 
аа 


1 


р 4 2 2р 
L= f r? + (2) а= | 2 2 – 2cos udu 
а В ац 0 


2р Т 
= 4 sen 2 = du 1 — cos U = 2 sen? 
o А 


NIc 


р Е. 
СМ ЕРА, 

/ _ Е >» х 

\ Г 

Ne 


8-4 г? = cos 20 


(b) 


FIGURA 10.55 La mitad derecha de una 
lemniscata (a) se hace girar alrededor del 
eje y para generar una superficie (b), cuya 
área se calcula en el ejemplo 5. 
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2p 
2 u 
-| 2|веп 5 | 44 
2р 
= 2 sen du sen==0 paa 0 = U= 2p 
0 2 : 
и|Р 
ЗЕ =4+4 = 8 и 
2 10 


Área de una superficie de revolución 


Para obtener fórmulas en coordenadas polares para el área de una superficie de revolu- 
ción, parametrizamos la curva r = f(U), а = и = b, con las ecuaciones (2) y aplicamos 
las ecuaciones de área de superficie vistas en la sección 6.5. 


Área de una superficie de revolución para una curva polar 

Sir = f(u) tiene una primera derivada continua para a = и = b y si el punto 
P(r, и) traza la curva r = f(u) exactamente una sola vez cuando U varía de a a 
b, entonces las áreas de las superficies generadas al girar la curva alrededor de 
los ejes x y y están dadas por las fórmulas siguientes: 


1. Rotación alrededor del eje x (y = 0): 


b dy 2 
S -| 2ргзепи г + (e) du (4) 
a 
2. Rotación alrededor del eje y (x = 0): 
b dr 2 
S -| 2prcosu ғ? + (4) du (5) 
a 


EJEMPLO 5 Determinación del área de una superficie 


Encontrar el área de la superficie generada al girar el lazo derecho de la lemniscata 


г? = cos 2и alrededor del eje y. 


Solución Trazamos el lazo para determinar los límites de integración (figura 10.55a). 
El punto P(r, U) recorre la curva una sola vez en sentido contrario a las manecillas del 
reloj cuando U varía de —p/4 a p/4, por lo que ésos son los valores que tomamos como 
аур. 

Evaluamos el área integrando por etapas еп la ecuación (5). Primero, 


dr Y dr Y 
2pr eos UL ғ? + (2) = 2р бый + : (6) 


Luego, r? = cos 20, por lo que 


dr _ _ 
2r dur 2 sen 2u 
dr 
"цг sen 2u 


2 
dr \ _ 2 
( а) sen“ 2и. 
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Finalmente, гі = (r2y = cos? 20, por lo que la raíz cuadrada en el lado derecho de la 
ecuación (6) se simplifica a 


En suma, tenemos 


EJ ERCICIOS 10.7 


TN ЖЕРДЕ 
№ + = 2 cos?2Uu+ зеп^2и = 1. 


р К di 2 
ПЕ + 63) du 


Ecuación (5) 


р/4 
- | 2р cos и: (1) du 
-р/4 
р/4 
= 2р sen 1 
-р/4 
22 22 - 
ЕЕ 22 |- 2р22. и 


Áreas dentro de curvas polares 


Determine el área de las regiones en los ejercicios 1 a 6. 


1. 


. Dentro de la cardioide r = а(1 + cos u), 


Ф ль UMN 


. Dentro de la lemniscata r? = 2a? cos 2u, 


Dentro del limaçon ovalado r = 4 + 2 cos u 


a>0 


. Dentro de uno de los cuatro pétalos de la rosa г = cos 20 


a>0 


. Dentro de un lazo de la lemniscata 7? = 4 sen 20 


. Dentro de la rosa de seis pétalos 1? = 2 sen 3U 


Áreas compartidas por regiones polares 


Encuentre el área de las regiones señaladas en los ejercicios 7 a 16. 


7. 
8. 
9. 


10. 
11. 


12. 


13. 


14. 


Compartida por las circunferencias r = 2 cos Uy r = 2 sen и 
Compartida por las circunferencias r = 1 y r = 2 sen U 


Compartida por la circunferencia 
(1 — cos u) 


r= 2 y la cardioide г = 2 


Compartida por las cardioides r = 2(1 + cos U) y r=2(1 — cos Ч) 
Dentro de la lemniscata r? = б cos 2U y fuera de la circunferen- 
ciar=2 3 

Dentro de la circunferencia r = 3a cos U y fuera de la cardioide 
r=a(l + cosu),a > 0 

Dentro de la circunferencia r = —2 cos U y fuera de la circunfe- 
rencia г = 1 


a. Dentro del lazo exterior del limaçon r = 2 cos и + 1 (vea la 
figura 10.51) 


15. 
16. 


17. 


18. 


b. Dentro del lazo exterior y fuera del lazo interior del limaçon 
r=2c0suw+ 1 


Dentro de la circunferencia r = 6 y arriba de la recta r = 3 csc U 


Dentro de la lemniscata r? = 6 cos 2u, a la derecha de la recta 
r = (3/2) sec u 


a. Encuentre el área de la región sombreada en la figura siguiente. 


y r= tan 0 


b. Parecería que la gráfica de r = tan Ųų —p/2 < u < p/2, es 
asintótica a las rectas x = 1 y x = —1. ¿Lo es? Justifique su 
respuesta. 


El área de la región que se encuentra dentro de la cardioide 
r = cos U + 1 y fuera de la circunferencia r = cos Uno es 


1 [?Р 
1/ [(cos и + 1)? — cos? d] du = р. 
0 


¿Por qué по? ¿Cuál es el área? Justifique sus respuestas. 


Longitud de curvas polares 
Determine la longitud de las curvas señaladas en los ejercicios 19 a 27. 
19. Гасвриаг-42, 0=u=25 


20. La espiral r = e/2 З 0<и< р 

21. La cardioide r = 1 + cos u 

22. La curva r = asen? (02), O0O=Uu=p, a>0 

23. El segmento parabólico r = 6/(1 + cosu), 0 = u< p/2 
24. El segmento parabólico r = 2/(1 — сози), p/2=Uu=p 
25. La curva r = cos*(U/3), 0=Uu= p/4 


26. La curvar = 2 1 + sen2u 0515 p22 


21+c0s824u 0 =0=р2 2 

28. Perímetros de circunferencias Es recomendable probar una 
nueva fórmula en objetos familiares para estar seguros de que da 
resultados acordes con la experiencia. Use la fórmula de longitud 
de la ecuación (3) para calcular el perímetro de las siguientes cir- 
cunferencias (a > 0): 


II 


27. La curva r 


а. г= а b. r = асоѕи с. г = asenu 


Áreas de superficies 


Determine el área de las superficies generadas al hacer girar las cur- 
vas de los ejercicios 29 a 32 respecto de los ejes indicados. 


29. r= 2cos2u 0=uUu=<p/4, eje y 
30. r= 2 2еУ, 0=<u=< р/2, ејех 
31. 2 = соѕ2ц ејех 


32. г = 2асоѕц а> 0, ејеу 


Teoría y ejemplos 
33. Longitud de la curva r = (О, А = О= В Suponiendo que 


las derivadas que sean necesarias son continuas, demuestre cómo 
las sustituciones 


x = f(u)cosu y = (Ч) sen u 


(ecuaciones 2 en el texto), transforman 


b Zal ZRN 
_ dY , (D 
e= fo (a) (Ja 


en 


34. Valor promedio Si fes continua, el valor promedio de la coor- 
denada polar r sobre la curva r = f(U), a = u = b, con respec- 
to de Uestá dado por la fórmula 


1 b 
wE F f(u) du. 


10.7 Áreas y longitudes en coordenadas polares 731 


Use esta fórmula para encontrar el valor promedio de r con res- 
pecto de q en las siguientes curvas (a > 0). 


a. La cardioide r = а(1 — cos u) 
b. La circunferencia r = a 
с. La circunferencia г = acosu —p/2 < u < p/2 

35. г = f(U) vs. r = 2f(U) ¿Puede establecerse alguna relación 
entre las longitudes de las curvas r = f(U),a=<Uu=< b, y 
r = 2f(u),a = u = b? Justifique su respuesta. 

36. r = f(U) vs. r = 2f(U) Las curvas r=f(U,a=<Uu=<b, 
yr = 2f(u), a = u < b, se hacen girar alrededor del eje x para 
generar superficies. ¿Puede establecerse alguna relación entre las 
áreas de esas superficies? Explique su respuesta. 


Centroides de regiones en forma de abanico 


Como el centroide de un triángulo está localizado sobre cada mediana 
a dos terceras partes de la distancia del vértice al lado opuesto, el bra- 
zo de palanca para el momento con respecto del eje x de la región 
triangular delgada en la figura siguiente es aproximadamente (2/3)r 
sen U. De manera similar, el brazo de palanca para el momento de la 
región triangular con respecto del eje y es aproximadamente (2/3)r 
cos U. Estas aproximaciones mejoran a medida que Аи 0, y condu- 
cen a las siguientes fórmulas para las coordenadas del centroide de la 
región AOB: 


Centroide 
47) 


P(r, 0) 


Sobre 2, sen 0 


>x 


Jrosuzras 3/7 cos udu 


12 2 | 
Para fra 


КЕТТ 2 fP senudu 


3 
1 : 
Para fra 


con límites и = а а и = b sobre todas las integrales. 


>| 


| 


37. Encuentre el centroide de la región acotada por la cardioide 
r = a(l + cos u). 


38. Encuentre el centroide de la región semicircular 0 = r = a, 
0=u=<p. 
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0.8 | Secciones cónicas en coordenadas polares 


À Po(ro, 00) 


>x 


FIGURA 10.56 Podemos obtener una 
ecuación polar para la recta L viendo la 
relación rọ = r cos (и — Uy) en el 


triángulo rectángulo OP¿P. 


FIGURA 10.57 La ecuación polar 
estándar de esta recta se transforma en la 
ecuación cartesiana х + 2 Зу = 4 
(ejemplo 1). 


О 


FIGURA 10.58 Podemos obtener una 
ecuación polar para esta circunferencia 
aplicando la Ley de los Cosenos al 
triángulo ОРОР. 


Las coordenadas polares son importantes en la astronomía y en la ingeniería astronáutica, 
porque las elipses, parábolas e hipérbolas que se obtienen como trayectorias del movi- 
miento de satélites, planetas y cometas, pueden describirse con una sola ecuación coorde- 
nada relativamente sencilla. Aquí desarrollamos esa ecuación. 


Rectas 


Supongamos que la perpendicular del origen a la recta L encuentra a L en el punto 
Polro, Wœ), соп ло = 0 (figura 10.56). Entonces, si P(r, U) es otro punto cualquiera sobre 
L, los puntos Р, Ро, y O son los vértices de un triángulo rectángulo, de donde podemos ob- 
tener la relación 


го = гсоѕ (и — W). 


La ecuación polar estándar para rectas 
Si el punto Ро(го, W) es el pie de la perpendicular del origen a la recta L y 
ro = 0, una ecuación para L es 


гсоѕ (U — W) = го. (1) 


EJEMPLO 1 Transformación de la ecuación de una recta polar a forma 
cartesiana 


Usar la identidad cos (А — В) = cos А cos В + sen A sen В para determinar una ecua- 
ción cartesiana para la recta de la figura 10.57. 


Solución r cos (u = g) -2 


(cos ucos E + sen usen.) -2 


шинэ 23 ийг 2 


2 2 
1 23 _ 
санан 
х+ 2 3у= 4 и 


Circunferencias 


Para encontrar una ecuación polar para la circunferencia de radio а con centro еп Po(ro, W), 
hacemos que P(r, U) sea un punto sobre la circunferencia y aplicamos la ley de los cose- 
nos al triángulo ОРоР (figura 10.58). Esto da 


а? = т + г? — 2rọr cos (U — W). 
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Si la circunferencia pasa por el origen, ту = a, y esta ecuación se simplifica a 


а? = а? + r? — 2ar cos (U — W) 


r? 


2ar cos (U — W) 
r = 2a cos (U — Up). 


Si el centro de la circunferencia se encuentra sobre el eje x positivo, Ц) = 0 y obtenemos 
una mayor simplificación: 


r = 2acosu 


(vea la figura 10.59а). 
Si el centro de la circunferencia se encuentra en el eje y positivo, U= p/2, 
cos (и — p/2) = sen u, y la ecuación r = 2a cos (и — Uy) se convierte en 


r = 2asen U 


(vea la figura 10.59b). 


y 


>< 


r = 2a sen 0 
r = 2a cos 0 


>x 


(a) (b) 


FIGURA 10.59 Ecuaciones polares de una circunferencia de 
radio a, que pasa por el origen, con centro en (a) el eje x positivo 
y (b) el eje y positivo. 


Las ecuaciones para circunferencias que pasen por el origen con centros sobre la par- 
te negativa de los ejes x y y, pueden obtenerse reemplazando r por —r en las ecuaciones 
anteriores (figura 10.60). 


>x 
r = —2a cos 0 


>x 


r = —2a sen Ө 


(a) (b) 


FIGURA 10.60 Ecuación polar de una circunferencia de radio a 
que pasa por el origen con centro en (a) el eje x negativo, y (b) el 
eje y negativo. 
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Directriz 
D 
[н 
Еосо еп 
el origen 
> х 
К 
х= К 


FIGURA 10.61 Si una sección cónica se 
pone con su foco en el origen y una 
directriz perpendicular al rayo inicial y a la 
derecha del origen, podemos determinar su 
ecuación polar a partir de la ecuación foco 
directriz de la cónica. 


EJEMPLO 2  Circunferencias que pasan por el origen 


Centro Ecuación 
Radio (coordenadas polares) Рааг 
3 (3, 0) r = бсоѕ и 
2 (2, p/2) г = 48603 
1/2 (1/2, 0) r = —cos И 
1 (-1,р/2) r= -2senu 


Elipses, parábolas e hipérbolas 


Para determinar ecuaciones polares para elipses, parábolas e hipérbolas, situamos un foco 


en el origen y la directriz correspondiente a la derecha del origen 
tical x = k (figura 10.61). Esto da 


PF = ғ 


PD = k — ЕВ = k — ғсоѕи. 
La ecuación foco-directriz de la cónica PF = e + PD es entonces 
r = elk — rcos Ч), 


de la que puede despejarse r para obtener 


a lo largo de la recta ver- 


Ecuación polar para una cónica con excentricidad e 


ke 


шиг + ecos U’ 


donde х = k > 0 е$ la directriz vertical. 


Esta ecuación representa una elipse 810 < e < 1, una parábola 


sie = 1, y una hipérbo- 


la si e > 1. Tenemos entonces elipses, parábolas e hipérbolas, todas ellas con la misma 
ecuación básica expresada en términos de la excentricidad y la posición de la directriz. 


EJEMPLO З Ecuaciones polares de secciones cónicas 


e=l; elipse A = 
2" P 2 + cosu 
e=1: arábola r= -05-- 
1 р 1 + cosu 
297 50 Е 2k 
e=2: hipérbola t= оссе 


u 
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Es posible que de vez en cuando encuentre variaciones de la ecuación (2), dependien- 
do de la posición de la directriz. Si la directriz es la recta х = —k a la izquierda del origen 
(que siguen siendo un foco), reemplazamos la ecuación (2) por 


ke 


e=] — e cos U’ 


Ahora, el denominador tiene un (—) en lugar de un (+). Si la directriz es alguna de las 
rectas y = k o y = —k, las ecuaciones constarán de senos en vez de cosenos, como se 
muestra en la figura 10.62. 


= ke a ke 
1 + ecos ө 1 — e cos ө 
Foco en el origen Foco en el origen 
х X 
Directriz x = k Directriz х = —k 
(a) (b) 
нэ ke = ke 
І + еѕеп ө 1 — e sen 0 
y y 


Foco en el origen 


Directriz y = k 


Foco en 
el origen 


Directriz y = —k 
(с) (4) 


FIGURA 10.62 Ecuaciones para secciones cónicas con 
excentricidad e > 0, pero con diferentes posiciones de la 
directriz. Aquí, las gráficas muestran una parábola, por lo 
quee = 1. 


EJEMPLO 4 Ecuación polar de una hipérbola 


Determinar una ecuación para la hipérbola con excentricidad 3/2 y directriz x = 2. 


Solución Usamos la ecuación (2) con k = 2 уе = 3/2: 


_ _ 23/2) p=% 
1 + (3/2)cos u 2 + 3cos U’ 


r 


EJEMPLO 5 Determinación de una directriz 


Encontrar la directriz de la parábola 


25 


"10 + l0cosu' 
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Directriz 
х= 

Еосо еп 

Centro el origen 

А >> 


>x 


FIGURA 10.63 En una elipse con 
semieje mayor a, la distancia del foco a la 
directriz es k = (a/e) — ea, por lo que 
ке = a(l = e°). 


Posición Posición 
ав afelio ав реіһаіо 
(49.3 UA (29.58 UA 
ав Sol) del Sol) 
Plutón 
a Y 
0 
Кекек ——” 
а = 39,44 Sol 


FIGURA 10.64 Та órbita de Plutón 
(ejemplo 6). 


Solución Dividimos el numerador y el denominador entre 10 para dar a la ecuación la 
forma estándar: 


_ 5/2 
Т = Т Т сози 
Ésta es la ecuación 
> е 
7 = I + ecos u 
соп k = 5/2 уе = 1. La ecuación de la directriz es х = 5/2. н 


En el diagrama de la elipse en la figura 10.63, vemos que К está relacionada con la ex- 
centricidad e y el semieje mayor a por la ecuación 


К = —; — еа. 


Con base en esto, encontramos que ke = a(l — en Reemplazando ke en la ecuación (2) 
por a(1 — e?), obtenemos la ecuación polar estándar para una elipse. 


Ecuación polar de una elipse con excentricidad e y semieje mayor a 


а(1 — e?) 


r— Т + ecosu 


Note que cuando е = 0, la ecuación (3) se convierte еп r = a, que representa una circun- 
ferencia. 
La ecuación (3) es el punto de partida para calcular órbitas planetarias. 


EJEMPLO 6 La órbita de Plutón 


Determine una ecuación polar para una elipse con semieje mayor de 39.44 UA (unidades 
astronómicas) y excentricidad de 0.25. Éste es el tamaño aproximado de la órbita de Plu- 
tón alrededor del Sol. 


Solución Usamos la ecuación (3) con a = 39.44 y e = 0.25 para encontrar 


39.44(1 — (0.25?) 147.9 
1+025cogu  4+cosu' 


En su punto más cercano al Sol (perihelio), donde и = 0, Plutón está a 


_ 147.9 
4+1 


= 29.58 AU 


r 


del Sol. En su punto más distante del Sol (afelio), donde и = p, Plutón está a 


_ 147.9 _ 
r= “| =493АО 


del Sol (figura 10.64). E 
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Кесїа5 


Encuentre ecuaciones polares y cartesianas para las rectas indicadas 
en los ejercicios 1 a 4. 


1. 2. 


Tr/6 


>x 


y 


>x >х 


Trace las rectas en los ejercicios 5 а 8 y encuentre ecuaciones cartesia- 
nas para ellas. 


5. reos (u- B) = 22 


7. rcos (u- р) = 3 


Determine una ecuación polar de la forma rcos (и — W) = лу рага 
cada una de las rectas señaladas en los ejercicios 9 a 12. 


9.22x+22y=6 10. 23x-y=1 
П. у= -5 12. х= —4 


Сігсипғегепсіаѕ 


Determine ecuaciones polares para las circunferencias de los ејегсі- 
cios 13 a 16. 


13. 14. 


Radio = 4 23 


»Х 


Radio = 1 


15. 16. 


2 
A 


>= 


Radio = V2 Radio = 5 


> х 


Trace los círculos que se indican en los ejercicios 17 a 20. Proporcio- 
ne coordenadas polares para sus centros e identifique sus radios. 


17. r = 4cosu 18. r = 6senu 


19. r = —2 cos u 20. r = —8 sen u 


Encuentre ecuaciones polares para las circunferencias señaladas en 
los ejercicios 21 a 28. Trace cada circunferencia en el plano coordena- 
do y escriba sus ecuaciones cartesiana y polar. 


21. (x — 6? + y? = 36 22. (x +2? -у!-4 
23. x? + (у – 5)? = 25 24. х? + (y +7) = 49 
25. x? + 2x + у? = 0 26. х2 — 16x + y? = 
27. х? +y’ +у= 0 28. 2 + у dy 


Secciones cónicas a partir de excentricidades 
y directrices 


Los ejercicios 29 a 36 dan las excentricidades de secciones cónicas 
con un foco en el origen, junto con la directriz correspondiente a ese 
foco. Encuentre une ecuación polar para cada sección cónica. 


29. е= 1, х= 2 30. е= 1, у= 2 
31. е= 5, у= –6 32. е= 2, х= 4 
33. e = 1/2, х= 1 34. e = 1/4, x=-2 
35. е = 1/5, у= –10 36. е = 1/3, у= 6 


Parábolas y elipses 


Trace las parábolas y elipses indicadas en los ejercicios 37 a 44. In- 
cluya la directriz que corresponde al foco en el origen. Marque los 
vértices con las coordenadas polares apropiadas y marque también 
los centros de las elipses. 


= 1 2 6 
шил Дай сет 38. r= ав 
_ 25 2 4 
39% 7 = у — 5 cosu W. к= cosu 
20400 _— 12 
AA snu шилдэг а ыц 
O = 4 = 2 


2- 2senu 2 — senu 
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Graficación de desigualdades 


Bosqueje las regiones definidas por las desigualdades que se señalan 
en los ejercicios 45 y 46. 


45. 0=r=2cosu 46. -3cosu=r=0 


Exploraciones con una graficadora 


Grafique las rectas y secciones cónicas de los ejercicios 47 a 56. 


47. r = 3 sec (U — p/3) 48. r = 4sec (U + p/6) 
49. r = 4sen u 50. r = —2 cos u 

51. r = 8/(4 + сози) 52. r = 8/(4 + sen u) 
53. r = 1/(1 — sen u) 54. r = 1/(1 + cos u) 
55. r = 1/(1 + 2 sen u) 56. r = 1/(1 + 2 cos u) 


Teoría y ejemplos 

57. Perihelio y afelio Un planeta viaja alrededor de su sol en una 
trayectoria elíptica cuyo semieje mayor tiene longitud a. (Vea la 
figura siguiente). 
a. Demuestre que r = a(l — e) cuando el planeta está más cer- 


cano al Sol, y que r = a(1 + e) cuando el planeta está más 
alejado del Sol. 


b. Use los datos de la tabla del ejercicio 58 para encontrar qué 
tanto se acerca cada planeta de nuestro sistema solar al Sol y 
qué tanto se aleja de él. 


Afdio Perihelio 

(agado (cercano 

da Sol) a Sol) 
Planeta 


58. Órbitas planetarias En el ejemplo 6 encontramos una ecua- 
ción polar para la órbita de Plutón. Use los datos de la tabla si- 
guiente para encontrar ecuaciones polares para las órbitas de los 
demás planetas. 


Semieje mayor 


Planeta (unidades astronómicas) Excentricidad 
Mercurio 0.3871 0.2056 
Venus 0.7233 0.0068 
Tierra 1.000 0.0167 
Marte 1.524 0.0934 
Júpiter 5.203 0.0484 
Saturno 9.539 0.0543 
Urano 19.18 0.0460 
Neptuno 30.06 0.0082 
Plutón 39.44 0.2481 


59. a. Encuentre ecuaciones cartesianas рага las curvas r = 4 sen U 
yr= 2 3secu. 


b. Trace las dos curvas juntas y marque sus puntos de intersec- 
ción en coordenadas cartesianas y polares. 


60. Repita el ejercicio 59 рага r = 8 cos Uy r = 2 sec U. 


61. Encuentre una ecuación polar para la parábola con foco en (0, 0) 
y directriz гсоѕ U = 4. 


62. Encuentre una ecuación polar para la parábola con foco en (0, 0) 
y directriz r cos (U — р/2) = 2. 
63. a. La fórmula de los ingenieros espaciales рага Іа excentrici- 
dad La fórmula que emplean los ingenieros espaciales para 
calcular la excentricidad de una órbita elíptica es 


máx — Fmín 


, 
Fmáx тїп 


donde r es la distancia entre el vehículo espacial y el foco 
atractor de la elipse a lo largo de la cual viaja. ¿Por qué fun- 
ciona la fórmula? 


b. Trazo de una elipse con una cuerda Usted tiene una cuer- 
da con un nudo en cada extremo y fija éstos con clavos en 
una mesa de dibujo. La cuerda tiene 10 pulgadas de longitud 
entre el centro de un nudo y el centro del otro. ¿Qué separa- 
ción debe haber entre los clavos para usar el método ilustrado 
en la figura 10.5 (sección 10.1) para dibujar una elipse de ex- 
centricidad 0.2? La elipse resultante se parecerá a la órbita de 
Mercurio. 


64. El cometa Halley (Vea el ejemplo 1 de la sección 10.2). 


a. Escriba una ecuación para calcular la órbita del cometa Ha- 
lley en un sistema coordenado en el que el Sol se encuentre 
en el origen y el otro foco en el eje x negativo, medido en uni- 
dades astronómicas. 


b. ¿Qué tanto se acerca el cometa al Sol en unidades astronómi- 
cas? ¿A cuánto equivale su resultado en kilómetros? 


с. ¿Qué tanto se aleja el cometa del Sol en unidades astronómi- 
cas? ¿Cuál es el equivalente de su resultado en kilómetros? 


En los ejercicios 65 a 68, encuentre una ecuación polar para la curva 
dada. En cada caso, trace una curva típica. 


65. x? + y? – 2ау = 0 66. y? = 4ах + 4а? 
67. xcosa + уѕепа = р (а, р constante) 


68. (х2 + у?)? + 2ах(х? + y?) 


а?у? = 0 


EXPLORACIONES CON COMPUTADORA 


69. Use un software matemático para graficar la ecuación polar 


ds ke 
1 + ecos u 

para varios valores de e, Tp = и = р. Responda las siguientes 

preguntas. 


a. Considere k = —2. Describa qué pasa en las gráficas cuando 
e es igual a 3/4, 1 y 5/4. Repita el ejercicio para k = 2. 


b. Тоте К = —1. Describa qué pasa en las gráficas cuando e es 
igual a 7/6, 5/4, 4/3, 3/2, 2,3, 5, 10, y 20. Repita el ejerci- 
cio para e = 1/2, 1/3, 1/4, 1/10, y 1/20. 

с. Ahora mantenga е > 0 fijo y describa qué pasa cuando k es 
igual a —1, —2, —3, —4, y —5. Asegúrese de analizar las grá- 
ficas de parábolas, elipses e hipérbolas. 


70. 
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Use un software matemático para graficar la elipse polar 


_ а(1-— e?) 
ТУЕ ecos и 


para varios valores dea > 0у0 < е < 1, -р susp. 


а. Considere е = 9/10. Describa qué pasa en las gráficas cuan- 
do a es igual a 1, 3/2, 2, 3, 5 y 10. Repita el ejercicio 
e=1/4. 

b. Considere a = 2. Describa qué pasa cuando e es igual a 9/10, 
8/10,7/10, ..., 1/10, 1/20 y 1/50. 


Capítulo 


Preguntas de repaso 


ecuación cuadrática en x y y? Proporcione ejemplos. 


. ¿Qué es una parábola? ¿Cuál es la ecuación cartesiana para las 9. ¿Cuáles son algunas parametrizaciones típicas para las secciones 
parábolas cuyos vértices están en el origen y cuyos focos está en cónicas? 
los ejes coordenados? ¿Cómo se pueden determinar el foco y la 10. ¿Qué es una cicloide? ¿Cuáles son las parametrizaciones típicas 
directriz de tal parábola a partir de esta ecuación? para una cicloide? ¿Qué propiedades físicas explican la importan- 
А 5559 414 : А cia de las cicloides? 

. ¿Qué es una elipse? ¿Cuáles son las ecuaciones cartesianas para 

2 б : 4 4 o. 4 : * 
las elipses con centro еп el origen y con focos en uno de los ejes 11. ¿Qué son las coordenadas polares? ¿Qué ecuaciones relacionan 
coordenados? ¿Cómo se pueden determinar, a partir de su ecua- las coordenadas polares con las cartesianas? ¿Por qué podría ser 
ЭЭ Хий . : : 9 necesario cambiar de un sistema al otro? 
ción, los focos, vértices y directrices de tales elipses? 
А Жэ А : : 12. ¿Qué consecuencias tiene en la graficación la falta de unicidad en 
. ¿Qué es una hipérbola? ¿Cuáles son las ecuaciones cartesianas 5 : : 
ИЙЕ : las coordenadas polares? Proporcione un ejemplo. 
para las hipérbolas con centro en el origen y con focos en uno de В | А 
: ; : : 13. ¿Cómo se grafican las ecuaciones en coordenadas polares? Inclu- 
los ejes coordenados? ¿Cómo se pueden determinar, a partir de su : Ё : : : 
2 ОЖ А . НЭГ уа en su respuesta: simetría, pendiente, comportamiento еп el ori- 
ecuación, los focos, vértices y directrices de tales hipérbolas? ze : : : 
gen y el uso de gráficas cartesianas. Proporcione ejemplos. 

. ¿Qué es la excentricidad de una sección cónica? ¿Cómo se pue 14. ¿Cómo se determina el área de una región 0 = n(U) = r = r 
den clasificar las secciones cónicas por su excentricidad? ¿Cómo (и), a = u = b, enel plano de coordenadas polares? Proporcio- 
están relacionadas la forma de una elipse y su excentricidad? ne ejemplos. 

5. Explique la ecuación PF = e: PD. 15. ¿Bajo qué condiciones se puede determinar la longitud de una 
Е РУД . . = = 25 - 
6. ¿Qué es una curva cuadrática еп el plano xy? Proporcione ejem- curva r = (и), a = и = b, en el plano de coordenadas pola 
243 2 А ч А mos 
plos de curvas cuadráticas degeneradas y no degeneradas. res? Dé un ejemplo de un cálculo típico. 
2 А : 16. ¿Bajo qué condiciones se puede determinar el área de la superfi- 
. ¿Cómo se puede encontrar un sistema cartesiano en el que la nue- : : 
47 Жагар Бууз cie generada al hacer girar una curva r = f(u), a = u = b, al- 
va ecuación para una sección cónica en el plano no tenga el térmi- 5.49: рт, : : 
Й | rededor del eje х? ¿Y alrededor del eje y? Proporcione ejemplos 
no xy? Proporcione un ejemplo. de cálculos típicos 
. ¿Cómo se puede decir qué clase de gráfica esperar a partir de una 17. ¿Cuáles son las ecuaciones estándar para rectas y secciones cóni- 


cas en coordenadas polares? Proporcione ejemplos. 


Capítulo Ejercicios de práctica 


Graficar secciones cónicas 


Trace las parábolas de los ejercicios 1 a 4. En cada bosquejo, incluya 
el foco y la directriz. 


Determine las excentricidades de las elipses e hipérbolas de los ејегсі- 
cios 5 a 8. Trace cada sección cónica e incluya los focos, vértices y 
asíntotas (cuando sea adecuado) en su dibujo. 


5. 16x? + 7y? = 112 6. х2 + 2y? = 4 


4. у? = —(8/3)х 7. 3x? – y?=3 8. 5y? — 4х2 = 20 
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Desplazamiento de secciones cónicas 


Los ejercicios 9 a 14 dan ecuaciones para secciones cónicas e indican 
cuántas unidades hacia arriba o hacia abajo, a la derecha o a la iz- 
quierda se desplaza cada curva. Determine una ecuación para la nueva 
sección cónica y determine los nuevos focos, vértices, centros y asín- 
totas, cuando sea apropiado. Si la curva es una parábola, encuentre 
también la nueva directriz. 


9. 2 = – 12у, ala derecha 2, hacia arriba 3 


10. y? = 10x, ala izquierda 1/2, hacia abajo 1 


2 2 
11. > + a = 1, ala izquierda 3, hacia abajo 5 
12544221 a 
“169 + 144 , ala derecha 5, hacia arriba 
y 2 Z 
13. 7 - - = 1, ala derecha 2, hacia arriba 22 2 
х? y А : : 
14. 36647 1, ala izquierda 10, hacia abajo 3 


Identificación de secciones cónicas 


Identifique las secciones cónicas en los ejercicios 15 a 22 y determine 
sus focos, vértices, centros y asíntotas (cuando sea apropiado). Si la 
curva es una parábola, determine también su directriz. 


15. x? — 4x — 4y? = 16. 4х2 — y? + 4y = 8 
17. y? – 2y + 16x = -49 18. x? — 2х + 8y = -17 
19. 9x? + 16у? + 54x — 64у = —1 
20. 25x? + 9y? — 100х + 54у = 44 
21. x? + y? – 2х – 2у = 0 


22. x? + y? + 4х + 2у = 1 


Uso del discriminante 


¿Qué secciones cónicas o casos degenerados representan las ecuacio- 
nes 23 a 28? Justifique su respuesta en cada caso. 


23. x? + ху +y +x+y+1=0 

24. x? + 4ху+4у'+х+у+1=0 

25. х? + 3xy+2y+x+y+1=0 

26. х2 + 25у – 232 +х+у+1 = 0 

27. x? – 2ху + у? = 0 28. x? — Зху + 4у2 = 0 


Rotación de secciones cónicas 


Identifique las secciones cónicas en los ejercicios 29 a 32. Luego rote 
los ejes coordenados para determinar una nueva ecuación para la sec- 
ción cónica que no tenga el término con producto cruzado. (La nueva 
ecuación variará según el tamaño y dirección de las rotaciones que se 
utilicen). 

29. 2x? + xy + 2y? – 15 = 0 
31. x? + 22 3xy —- у2 +4 = 0 


30. 3x? + 2ху + 3y? = 19 
32. х? – Зху + у? = 


Identificación de ecuaciones paramétricas 
en el plano 
Los ejercicios 33 a 36 dan ecuaciones paramétricas y los intervalos 


del parámetro para el movimiento de una partícula en el plano xy. 
Identifique la trayectoria de la partícula, encontrando una ecuación 


cartesiana para ella. Grafique la ecuación cartesiana e indique la di- 
rección del movimiento y la parte de la trayectoria trazada por la par- 
tícula. 


w 
e 
ы 

| 


= (1/2)tant, y = (1/2)secr —p/2 < t< p/2 


34. x = —2cost, у= 25еп5 0=t=p 


Ээ 

pi 

= 
| 


= —cost, у = сор O=<t=p 


36. х = 4cost, у = 9ѕепу 0 == 2р 


Gráficas en el plano polar 


En los ejercicios 37 y 39, haga un bosquejo de las regiones definidas 
por las desigualdades en coordenadas polares. 


37. 0 = к < бсоѕи 38. —4senu=r=0 


Relacione cada gráfica de los ejercicios 39 a 46 con la ecuación apro- 
piada (а)—(1). Hay más ecuaciones que gráficas, por lo que algunas 
ecuaciones no quedarán relacionadas. 


а. г = соѕ 20 b. rcosu= 1 

= б - 
ДАВ ЕТ а. r = sen 20 
e r=u f. r? = cos2u 
g. г= 1 + cosu h. r = 1 — sen u 

Р 2 22 
МОРЭЭ cogu j. 12 = зеп2и 
К. r = —senu І. т = 2 с050 + 1 

39. Rosa de cuatro pétalos 40. Espiral 
y y 
х 
>x 


42. Lemniscata 


Y 
> Хх 
> Х 


44. Cardioide 


41. Їлтасоп 


43. Circunferencia 


у 


у 
KOJ | 


45. Parábola 46. Lemniscata 


y Ў 


Intersecciones de gráficas en coordenadas 
polares 


En los ejercicios 47 a 54, determine los puntos de intersección de las 
curvas dadas por medio de las ecuaciones en coordenadas polares. 


47. r= $епЦ r=1+senu 48. r=cosu r= 1 — cosu 


49. r= 1 + cosuų r= 1 — cosu 
50. r= 1 + senu r= 1 — senu 
51. r= 1 + senu r= -1 + senu 


52. r= 1 + cosuų r= —1 + cosu 


53. r=secu r=2senu 54. r= —2cscu r= -—4cosu 


De ecuaciones polares a cartesianas 


Trace las rectas de los ejercicios 55 a 60. Además, determine una 
ecuación cartesiana para cada recta. 


55. rcos (4-5) =223 56. rcos (6-2) = 2 


3 4 
57. r = 2 sec U 58. r = —2 2secu 
59. r = — (3/2) csc u 60. r= (32 3) esc Ü 


Determine ecuaciones cartesianas para las circunferencias señaladas 
en los ejercicios 61 a 64. Trace cada circunferencia en el plano coor- 
denado y escriba sus ecuaciones cartesiana y polar. 


61. r = —4 sen u 62. r = 32 3 senu 


63. r = 22 2cos u 64. r = —6 cos U 


De ecuaciones cartesianas a polares 


Determine ecuaciones polares para las circunferencias que se listan en 
los ejercicios 65 a 68. Trace cada circunferencia en el plano coordena- 
do y escriba sus ecuaciones cartesiana y polar. 


65. х2 + y? + 5y = 0 66. х2 + у? – 2у = 0 
67. х2 + у? – 3х = 0 68. х2 + у? + 4х = 0 


Secciones cónicas en coordenadas polares 


Trace las secciones cónicas cuyas ecuaciones en coordenadas polares 
se dan en los ejercicios 69 a 72. Dé las coordenadas polares de los vér- 
tices y, en el caso de las elipses, también para los centros. 


_ 2 _ 8 
A cosu WEE 
_ 6 С 12 
Ее те 72 r=3 F senu 
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Los ejercicios 73 a 76 dan las excentricidades de las secciones cónicas 
con un foco en el origen del plano de coordenadas polares, junto con 
la directriz para ese foco. Determine una ecuación polar para cada 
sección cónica. 


73. е= 2, гсоѕи = 2 74. е = 1, rcosu= —4 
75. е = 1/2, rsenu= 2 76. e = 1/3, гѕепи = —6 


Área, longitud y área de la superficie еп el 
plano polar 


Determine las áreas de las regiones en el plano de coordenadas pola- 
res descritas en los ejercicios 77 a 80. 


77. Acotada por el limaçon г = 2 — cos u 
78. Acotada por una pétalo de la rosa de tres pétalos г = sen 3и 


79. Dentro del “ocho” г = 1 + cos 20у fuera de la circunferencia 
r=1 

80. Dentro de la cardioide r = 2(1 + sen u) y fuera de la circunfe- 
rencia г = 2 sen U 


Determine las longitudes de las curvas dadas por las ecuaciones en 
coordenadas polares de los ejercicios 81 a 84. 


81. r= —1 + cosu 


82. r=2senu+ 2cosu О<=и=р/2 
83. г = 8 sen? (U/3), 0 = u= p/4 
84. r= 2 1 + соѕ2ц -р/2 = и= p/2 


En los ejercicios 85 y 86, determine las áreas de las superficies gene- 
radas al hacer girar las curvas, en coordenadas polares, alrededor del 
eje indicado. 


85. r= 2 cos2u 0 = и=р/4, ejex 


86. 1? = sen2u eje y 


Teoría y ejemplos 

87. Determine el volumen del sólido generado al hacer girar la región 
acotada por la elipse 9x? + 4y? = 36 alrededor (a) del eje x, (b) 
del eje y. 

88. La región “triangular” en el primer cuadrante, acotada por el eje 
x, la recta х = 4, y la hipérbola 91? — 4y? = 36 se hacer girar 


alrededor del eje x para generar un sólido. Determine el volumen 
del sólido. 


89. Para modelar un tanque generador de pequeñas olas se rodea una 
elipse con una tira de estaño, a manera de pared del tanque y se 
suelda un fondo plano a esta pared. Se colocan una o dos pulga- 
das de agua en el tanque y se deja caer una canica en él, directo en 
un foco de la elipse. Las olas que se generan en el agua se reflejan 
en la tira de estaño y, unos segundos después, una gota de agua se 
levanta del segundo foco. ¿Por qué? 


90. LORAN Una señal de radio fue enviada de manera simultánea 
desde dos torres A y B, separadas por varias millas de distancia, 
en la costa norte de California. Un barco, mar adentro, recibió la 
señal de A 1400 microsegundos antes de recibir la señal de B. Su- 
poniendo que la señal viaja a una velocidad de 980 pies/microse- 
gundo, ¿qué puede decir acerca de la ubicación del barco respecto 
de la ubicación de las torres? 
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En un plano nivelado, en el mismo instante, usted escucha un so- 
nido de un rifle y el de la bala dando en el blanco. ¿Qué puede de- 
cir acerca de su posición relativa al rifle y el blanco? 


Espirales de Arquímedes La gráfica de una ecuación de la for- 
ma r = au, donde a es una constante diferente de cero, se deno- 
mina espiral de Arquímedes. ¿Existe algo especial respecto del 
ancho de las vueltas sucesivas de la espiral? 


a. Demuestre que las ecuaciones х = rcos ц y = r sen U trans- 
forman la ecuación polar 


r= хэв сэ 
І + ecos U 
en la ecuación cartesiana 
(1 — е2)х? + y? + 2kex — К? = 0. 


94. 


b. Después aplique los criterios de la sección 10.3 para demos- 
trar que 

e=0 => 

О<е< 1 

е=1 > 

е> 1 = 


circunferencia. 
=> elipse. 
parábola. 
hipérbola. 


Órbita de un satélite Un satélite está en una órbita que pasa 
sobre los polos Norte y Sur de la Tierra. Cuando está sobre el Po- 
lo Sur se encuentra en el punto más alto de su órbita, 1000 millas 
por arriba de la superficie de la Tierra. Arriba del Polo Norte está 
el punto más bajo de su órbita, 300 millas por arriba de la superfi- 
cie de la Tierra. 


a. Suponiendo que la órbita es una elipse con uno de los focos 
en el centro de la Tierra, determine su excentricidad. (Consi- 
dere 8000 millas como el diámetro de la Tierra). 


b. Usando el eje norte-sur de la Tierra como el eje х, y el centro 
de la misma como el origen, determine una ecuación polar 
para la órbita. 


Capítulo 


Determinación de secciones cónicas 


1. 


Determine una ecuación para la parábola con foco en (4, 0) y di- 
rectriz x = 3. Trace la parábola junto con su vértice, foco y 
directriz. 


. Encuentre el vértice, foco y directriz de la parábola 


x? — бх – 12y+9=0. 


. Determine una ecuación para la curva que traza el punto Р(х, y), 


si la distancia de P al vértice de la parábola x? = 4y es el doble 
de la distancia de P al foco. Identifique la curva. 


. Un segmento de recta de longitud a + b va del eje x al eje y. El 


punto P en el segmento está a a unidades de uno de los extremos 
y a bunidades del otro extremo. Demuestre que P traza una elipse 
cuando los extremos del segmento se deslizan a lo largo de los 
ejes. 


. Los vértices de una elipse de excentricidad 0.5 están en los puntos 


(0, +2). ¿En dónde se encuentran los focos? 


. Determine una ecuación para la elipse de excentricidad 2/3 que 


tiene la recta x = 2 como una directriz y el punto (4, 0) como el 
foco correspondiente. 


. Un foco de una hipérbola está en el punto (0, —7) y la directriz 


correspondiente es la recta y = —1. Determine una ecuación pa- 
ra la hipérbola, si su excentricidad es (a) 2, (b) 5. 


. Encuentre una ecuación para la hipérbola con focos en (0, —2) y 


(0, 2) que pasa por el punto (12, 7). 


a. Demuestre que la recta 
БЭххү + а?уу — ab? = 0 


es tangente a la elipse b?x? + a?y? — a?b? = 0 en el punto 
(x1, y1) en la elipse. 


10. 
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b. Demuestre que la recta 
Ь?хху = ауур-ар = 0 


es tangente а la hipérbola b?x? — a?y? — аЬ? = 0 enel 
punto (х1, y1) en la hipérbola. 


Demuestre que la tangente a la sección cónica 


Вху + Су? + Dx + Ey+F=0 


en el punto (ху, уу) en ella, tiene una ecuación que puede escribir- 


se en la forma 
ХФ 


Ахх\ 


Ecuaciones y desigualdades 


¿Qué puntos en el plano xy satisfacen las ecuaciones y desigualdades 
indicadas en los ejercicios 11 a 18? Haga un dibujo para cada ejer- 


cicio. 
п. (x? — y? — 1)? + y? — 25)(х? + 4y?-4)=0 
12. (x + y(x? + y? = 1) = 0 


13. 
14. 
‚ (9х2 + 4y? — 36)(4х2 + 9y? – 16) = 0 
‚ (9х2 + 4y? — 36)(4x? + 9y? – 16) > 0 
. xf — (у2- 9) = 0 

xX + ху +у2 < 3 


(02/9) + (у2/16) = 1 
(х2/9) – (у2/16) = 1 


Ecuaciones рагате сав у las cicloides 

19. Epicicloides Cuando un círculo rueda por fuera, a lo largo de la 
circunferencia de un segundo círculo fijo, cualquier punto P en 
la circunferencia del círculo que rueda describe una epicicloide, 
como se muestra en la figura. Suponga que el centro del círculo 
fijo es el origen O y que el círculo tiene radio a. 


y 
A 


Р 


DU 


>X 
2) А(а, 0) 


Sea b el radio del círculo rodante y sea А(а, 0) la posición inicial 
del punto P que traza la curva. Determine las ecuaciones paramé- 
tricas para la epicicloide, usando como parámetro el ángulo Uque 
forma el eje x positivo con la recta que pasa por los centros de los 
círculos. 


20. a. Determine el centroide de la región acotada por el eje x y el ar- 
co de la cicloide 


х = a(t — sent) y= a(l — cost) 0O=t<2p. 


b. Determine los primeros momentos respecto de los ejes coor- 
denados de la curva 


х= (9/38 y=22t; 0=<f<23. 


Coordenadas polares 
21. a. Encuentre una ecuación en coordenadas polares para la curva 


21 


х = е“сов1, у = е“ еп; ~% < г< оо, 


b. Determine la longitud de la curva дет = Oat = 2р. 


22. Determine la longitud de la curva r = 2 sen? (y3), 0 = u=3p, 
en el plano de coordenadas polares. 


23. Determine el área de la superficie generada al hacer girar alrede- 
dor del eje х la parte en el primer cuadrante de la cardioide 
г = 1 + cos и (Sugerencia: Utilice las identidades 1 + cos u 
= 2 cos” (y2) y senu = 2sen (Ц/2) cos (0/2) para simplificar 
la integral). 

24. Trace las regiones acotadas por las curvas г = 2а cos? (0/2) y 
г = 2а sen? ( Ч/2), a > 0, en el plano de coordenadas polares 
y determine el área de la porción del plano que tengan en común. 


Los ejercicios 25 a 28 proporcionan las excentricidades de las seccio- 
nes cónicas con un foco en el origen del plano de coordenadas polares, 
junto con la directriz para ese foco. Determine una ecuación polar 
para cada sección cónica. 


25. е= 2, rcosu= 2 26. е 
27. е = 1/2, гѕепи = 2 28. e = 1/3, 


1, rcosu= -4 


rsnu= —6 


Teoría y ejemplos 
29. Una cuerda con un anillo en un extremo se enlaza sobre dos clavi- 
jas en una línea horizontal. El extremo libre, después de pasar por 


30. 


31. 


32. 


33. 
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el anillo, tiene un peso colgado en él, a fin de que la cuerda quede 
tensa. Si la cuerda se desliza libremente sobre las clavijas y a tra- 
vés del anillo, el peso descenderá tanto como sea posible. Supon- 
ga que la longitud de la cuerda es por lo menos cuatro veces más 
grande que la distancia entre las clavijas y que la configuración 
de la cuerda es simétrica con respecto de la línea de la parte verti- 
cal de la cuerda. 


a. Encuentre el ángulo, A, formado en la parte inferior del lazo 
en la figura siguiente. 


b. Demuestre que para cada posición fija del anillo sobre la 
cuerda, las posibles posiciones del anillo en el espacio se en- 
cuentran sobre una elipse con focos en las clavijas. 


с. Justifique la hipótesis original de la simetría, combinando el 
resultado del inciso (b) con la hipótesis de que la cuerda y 
el peso tomarán una posición de reposo con energía potencial 
mínima. 


Dos estaciones de radar están a 20 km una de la otra a lo largo de 
una línea este-oeste. Se sabe que un avión que vuela rasante 
de oeste a este tiene una velocidad de Ур km/seg. En 1= 0 se 
envía una señal desde la estación en (—10, 0), que rebota en el 
avión y se recibe en (10, 0) 30/с segundos después (с es la veloci- 
dad de la señal). Cuando т = 10/yo, otra señal se envía desde la 
estación en (—10, 0), misma que se refleja en el avión y es nue- 
vamente recibida 30/c segundos después por la otra estación. 
Encuentre la posición del avión cuando éste refleja la segunda 
señal, suponiendo que yy es mucho menor que c. 


Un cometa se mueve en una órbita parabólica, con el Sol en el 
foco. Cuando el cometa está a 4 X 107 millas del Sol, la recta del 
cometa al sol, forma un ángulo de 60° con el eje de la órbita, co- 
mo se muestra a continuación. ¿Qué tan cerca pasará el cometa 
del Sol? 


Cometa 


60° 
Sol 


Determine los puntos en la parábola х = 2t, y = 2, –00 < t 
< 00, más cercanos al punto (0, 3). 


Encuentre la excentricidad, aproximada a centésimos, de la elipse 
х? + ху + у? = 1 


744 Capítulo 10: Secciones cónicas y coordenadas polares 


34. Determine la excentricidad de la hipérbola xy = 1. 


35. ¿Es la curva 2 х + 2 y = 1 parte de una sección cónica? De ser 
así, ¿qué tipo de sección cónica es? De lo contrario, explique por 
qué no lo es. 


36. Demuestre que la curva 2xy — 2 2 y + 2 = 0 es una hipérbola. 
Determine el centro, vértices, focos, ejes y asíntotas de la hipér- 
bola. 


37. Halle una ecuación en coordenadas polares para: 
a. La parábola con foco en el origen y vértice en (a, p/4). 
b. La elipse con focos en el origen y (2, 0) y un vértice en (4, 0). 


с. La hipérbola con un foco en el origen, centro en (2, p/2), y 
un vértice en (1, p/2). 


38. Cualquier recta que pase por el origen intersecará la elipse 
r = 3/(2 + cos u) en dos puntos Ру y P2. Sea d; la distancia en- 
tre Р y el origen y sea а la distancia entre Р» y el origen. Calcu- 
le (1/4) + (1/4). 

39. Generación de una cardioide con círculos Las cardioides son 
epicicloides especiales (ejercicio 18). Demuestre que si se hace 
girar un círculo de radio a alrededor de otro círculo de radio a en 
el plano de coordenadas polares, como en la figura siguiente, el 
punto de contacto original, P, trazará una cardioide. (Sugerencia: 
Inicie mostrando que los dos ángulos ОВС y PAD miden и.) 


Círculo rodante 


х 
Cardioide 


Círculo fijo 


40. Puerta de armario con dos hojas La puerta de dos hojas de un 
armario consiste de dos paneles de un pie de ancho, articulados 
en el punto P. La esquina inferior externa de un panel descansa 
sobre un pivote en O (vea la figura siguiente). La esquina inferior 
externa del otro panel, denotada por O, se desliza a lo largo de un 
riel recto, mostrado en la figura como una parte del eje x. Supon- 
ga que cuando О se mueve de ida y vuelta, la parte inferior de la 
puerta roza contra una alfombra gruesa. ¿Qué forma describirá 
la puerta sobre la superficie de la alfombra? 


y 
A 


P articulación 


Forma 


>x 


Ángulo entre el radio vector y la recta tangente 
a una curva en coordenadas polares 


En coordenadas cartesianas, cuando queremos analizar la dirección de 
una curva en un punto, utilizamos el ángulo f medido en sentido con- 
trario a las manecillas del reloj, desde la parte positiva del eje x a la 
recta tangente. En coordenadas polares, es más conveniente calcular el 
ángulo C, del radio vector a la recta tangente (vea la figura siguiente). 
Entonces el ángulo C puede calcularse con la ecuación 


f =и+с, (1) 


que proviene de aplicar el teorema del ángulo exterior al triángulo de 
la figura siguiente. 


Suponga que la ecuación de la curva está dada en la forma 
r = f(u), donde f(u) es una función diferenciable de u. Entonces 


x=rcosU y y=rsenu (2) 


son funciones diferenciables de U con 


dx r sen U + cos pe 
du i du’ 
(3) 
dy _ us y 
gu "995 Ч + sen Uyg: 
Como С = f — upor (1) entonces, 
_ Я _ tanf — tanu 
tanc = tan (f — u) = 1 + tanf tanu’ 
Además, 
dy dy/du 
гаа =— = 
dx ах/ац 
ya que tan f es la pendiente de la curva en P. También, 
y 
tan U = X: 
De aquí que 
dy/du Е y : ау : ЙЕ 
ах/ач du du 
tan С = / ш aur (4) 


| y dy/du ¡da | dy 
"хааа du du 


El 


numerador en la última expresión de la ecuación (4) se encontró 


con base en las ecuaciones (2) y (3) como 


dy dx 2 


Хар du * 


De manera similar, el denominador es 


Cuando sustituimos estas ecuaciones en (4), obtenemos 


És 


т 
dr/du' (5) 


tanc = 


ta es la ecuación que utilizamos para determina гс сото una fun- 


ción de U. 
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. Demuestre, usando una figura, que el ángulo b entre las tangen- 
tes de dos curvas en un punto de intersección puede determinarse 
por medio de la fórmula 


tan C2 — tan С 
tan b = : (6) 
1 + tan Сз ќарс 


¿Cuándo se intersecarán las curvas en ángulos rectos? 


42 


43. 


44. 


45. 


46. 


47. 


. Determine el valor de tan С para la curva r = senf (0/4). 

Determine el ángulo entre el radio vector a la curva r = 2a sen Зи 

y su tangente cuando и = p/6. 

a. Grafique la espiral hiperbólica ru = 1. ¿Qué parece ocurrirle 
a C cuando la espiral da vuelta alrededor del origen? 

b. Confirme sus observaciones del inciso (a) de manera analítica. 

Las circunferencias г = 2 3 cos Uy r = sen Use intersecan en el 


punto (1 3/2, p/3). Demuestre que sus tangentes son perpendi- 
culares en ese punto. 


Trace la cardioide r = а(1 + cos Ч) y la circunferencia r = За 
cos Uen un diagrama y determine el ángulo entre sus tangentes en 
el punto de intersección que está en el primer cuadrante. 


Determine los puntos de intersección de las parábolas 
Р 1 ЭЕ 3 
I= cosu 7 1 + cos u 


y los ángulos entre sus tangentes en estos puntos. 


48. 


49. 


50. 


51. 


52. 


53. 


54. 


55. 


56. 
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Halle los puntos en la cardioide r = а(1 + cos u) donde la recta 
tangente es (a) horizontal, (b) vertical. 


Demuestre que las parábolas г = а/(1 + cosu) y г = b/ 
(1 — cosu) son ortogonales en cada punto de intersección 
(ab = 0). 


Determine el ángulo en el que la cardioide r = а(1 — cos U) cru- 
za el rayo и = p/2. 


Determine el ángulo entre la recta r = 3secU y la cardioide 
r = 4(1 + cos U) en una de sus intersecciones. 


Determine la pendiente de la recta tangente a la curva r = 
a tan (0/2) en u = p/2. 

Determine el ángulo en el que se intersecan, en el primer cua- 
drante, las parábolas r = 1/(1 — cos U) y r = 1/(1 — sen и). 
La ecuación r? = 2 csc 20 representa una curva en coordenadas 
polares. 


a. Trace la curva. 

b. Determine una ecuación cartesiana equivalente para la curva. 

с. Determine el ángulo en el que la curva interseca el rayo 
u=p/4. 

Suponga que el ángulo C del radio vector a la recta tangente de la 

curva r = f(U) tiene un valor constante a. 


a. Demuestre que el área acotada por la curva y los dos rayos 
и = u, U= W, es proporcional a гә? = г1?, donde (71, ш) 
y (r2, W) son las coordenadas polares de los extremos del ar- 
co de la curva entre estos rayos. Determine el factor de pro- 
porcionalidad. 


b. Demuestre que la longitud del arco de la curva en el inciso (a) 
es proporcional a ғ — rı, y determine la constante de pro- 
porcionalidad. 


Sea Р un punto en la hipérbola г? sen 20 = 2a?. Demuestre que el 
triángulo formado por OP, la tangente en P y la recta inicial es 
isósceles. 


Capítulo 


Módulo Mathematica /Maple 


Seguimiento de un objeto en movimiento por medio de un radar 


Parte I: Convierta coordenadas polares a cartesianas. 


Módulo Mathematica /Maple 


Ecuaciones paramétricas y polares con un patinador artístico 


Proyectos de aplicación tecnológica 


Parte I: Visualice la posición, velocidad, y aceleración para analizar el movimiento definido por medio de ecuaciones paramétricas. 
Parte П: Determine y analice las ecuaciones de movimiento para un patinador artístico que traza una curva polar. 
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SUCESIONES Y SERIES 
INFINITAS 


INTRODUCCIÓN Aunque todos sabemos cómo sumar dos o más números, no resulta tan 
claro cómo sumar una cantidad infinita de números. En este capítulo estudiaremos pre- 
cisamente esa cuestión al analizar el tema de la teoría de series infinitas. En ocasiones las 
series infinitas consisten de una suma finita, como en 


Esta suma se representa en forma geométrica por medio de las áreas de las obtenidas al 
cortar sucesivamente en dos el área de un cuadrado unitario como se muestra aquí. La 
suma de las áreas de los pequeños rectángulos y cuadrados da el área del cuadrado uni- 
tario que ellos llenan. Al sumar cada vez más términos nos vamos aproximando gradual- 
mente al total. 


1/8 


1/16 


1/2 


1/4 


Otras series infinitas no tienen suma finita, como ésta: 
ї+2+3+4+5-++.... 


La suma se hace cada vez más grande conforme se agregan más y más términos. Al tomar 
suficientes términos, estas sumas se vuelven mayores que cualquier constante preestable- 
cida. 
En el caso de algunas series infinitas como la serie armónica 
1 1,1, 1,1 


ыны лс 


no es obvio si existe una suma finita. Es decir, no sabemos con claridad si al sumar más у 
más términos nos acercamos a algún resultado determinado, o si la suma crece sin cota. 
A medida que desarrollemos la teoría de sucesiones y series infinitas, conoceremos 


una 


método será una poderosa herramienta para nuestro estudio de las funciones. 


ENSAYO HISTÓRICO 


Sucesiones 


Sucesiones y series 
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Una sucesión es una lista de números 
(1,09, (03) +++, Uns». 


en un orden dado. Cada ац, a2, аз etcétera, representa un número. Estos son los términos 
de la sucesión. Por ejemplo, la sucesión 


2, 4, 6, 8, 10, 12,...,2n,... 


tiene como primer término ај = 2, como segundo término az = 4, y como n-ésimo tér- 
mino а, = 2n. El entero n se denomina índice de а„„ e indica en donde aparece a, en la 
ista. Podemos considerar la sucesión 


ТА 


сото una función que a 1 le asigna аг, a 2 le asigna ах, a 3 le asigna a3, у, de manera más 
general, al entero positivo n le asigna el n-ésimo término ал. Esto nos lleva а la definición 
formal de sucesión. 


DEFINICIÓN Sucesión infinita 


Una sucesión infinita de números es una función cuyo dominio es el conjunto de 
enteros positivos. 


La función asociada a la sucesión 
2,4, 6, 8, 10, 12,...,2n,... 


а 1 le asigna а = 2, а 2 le asigna a, = 4, y así sucesivamente. El comportamiento gene- 
ral de esta sucesión se describe por medio de la fórmula 


аһ = 2n. 


Igualmente podemos hacer que el dominio de los enteros sea mayor que un número 
dado по, y también permitimos las sucesiones de este tipo. 
La sucesión 


12, 14, 16, 18, 20, 22... 


se describe por medio de la fórmula a, = 10 + 2n. También puede hacerse mediante la 
fórmula más sencilla b, = 2n, donde el índice n inicia en 6 y aumenta. Para permitir este 
tipo de fórmulas más sencillas, permitimos que el índice de la sucesión sea cualquier en- 
tero. En la sucesión anterior, (ад) inicia con аү, mientras que {b,} inicia con bs.. El orden 
es importante. La sucesión 1, 2, 3, 4... noes la misma que la sucesión 2, 1, 3, 4.... 

Las sucesiones pueden describirse escribiendo las reglas que especifican sus elemen- 
tos, por ejemplo 


аһ = 2 п, 
= п 11 
ba = (-1) И п? 

п— 1 

Сп у, 


4, = а 
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o bien, listando sus términos, 


ЇР К ое С У. 


111 Р 
o) fi, 23 pol Dai = 


fa r= A E eah 


En ocasiones también escribimos 


оо 


(51-51244124 


La figura 11.1 muestra dos maneras de representar de manera gráfica las sucesiones. 
En la primera, los primeros puntos, а\, a2, 43,..., An,... 86 colocan en el eje real. El se- 
gundo método muestra la gráfica de la función que define la sucesión. La función sólo 
está definida para entradas enteras, y la gráfica consiste de algunos puntos en el plano xy, 
ubicados en (1, а1),(2, а2),..., (п, an), .... 


а 
№ Ріуегвепсіаѕ 
3 - 
ар аә азада 
| f 2 43 ы 5 : ob A 
0 1 2 1-0 
a, = Мп Loi L L L> 
011 2 3 4 5 
а Я 
йз üi K Convergencias para 0 
1 e Ф » lp e 
0 1 
1 1 1 1,9% 3», 
а, = ұң 0 1 2 3 4 5 
а В 
A Convergencias para 0 
4 ад а5 аз а| lr. 
e - !- > 
0 1 | 1 | 1 SH 
е 
a, = yl 0 


FIGURA 11.1 Las sucesiones pueden representarse como puntos en la rec- 
ta real o como puntos en el plano, en donde el eje horizontal n es el número 
de índice del término y el eje vertical a, es su valor. 


Convergencia y divergencia 


En ocasiones los números en una sucesión se aproximan a un solo valor conforme el 
índice n crece. Esto ocurre en la sucesión 


¡E м 
= а.а 


cuyos términos se aproximan a O cuando n se hace grande, y en la sucesión 


1234 1 


0 2% & а, ад 
ад 
L+e 
A (з,а)-2-д6--- 

е L-e 

° ° (М, ay) 

° 
° 

L I |I L I |I жи 

0 1.2 3 N n 


FIGURA 11,2 а, —Lsi y = Les una 
asíntota horizontal de la sucesión de pun- 
tos [(n, а,)}. En esta figura, todas las а, 
a partir de ay están a lo más 

a e de L. 
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cuyos términos se aproximan a 1. Por otra parte, sucesiones como 


CEES И, 


tienen términos que se hacen más grandes que cualquier número a medida que n aumenta, 
y las sucesiones como 


{1,—1,1,—1,1,—1,...,(—1)"*!,...} 


que saltan de 1 a —1, y viceversa, nunca convergen еп un solo valor. La definición si- 
guiente refleja el significado de tener una sucesión que converge a un valor límite. Dice 
que si avanzamos en la sucesión tomando el índice n mayor que algún valor N, la diferen- 
cia entre а, y el límite de la sucesión se hace menor que cualquier número preestablecido 
є > 0. 


La sucesión (ад) converge al número L si рага todo número positivo є existe un 
entero N tal que para toda n 


n>N > |а = Ц < e. 


Si no existe tal número L, decimos que (a, | diverge. 
Si {аһ} converge а L, escribimos lím,>00 аһ = L, o simplemente а, > L, y 
llamamos а L el límite de la sucesión (figura 11.2). 


Esta definición es muy similar a la del límite de una función f(x) cuando х tiende a оо 
(lím;=00 f(x) en la sección 2.4). Explotaremos esta conexión para calcular límites de suce- 
siones. 


EJEMPLO 1 Aplicación de la definición 


Demostrar que 


1 


(a) ím у= 0 (b) lím k=k (es cualquier constante k) 
n—>00 n—00 


Solución 


(a) Sea є > O dado. Debemos demostrar que existe un entero N tal que para toda л, 


n>N > 


1 
-0| <e 


Esta implicación se cumple si (1/n) < є о п > 1/e. Si Nes cualquier entero mayor 
que 1/є, la implicación se cumplirá para toda n > N. Esto demuestra que 
lím,>00(1/n) = 0. 


(b) Sea e > O dado. Debemos demostrar que existe un entero N tal que para toda л 
n>N => |k- k| < є. 


Como k — k = 0, podemos utilizar cualquier entero positivo para N y la implicación 
se cumplirá. Esto demuestra que йт, оо k = k para cualquier constante k. ш 
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EJEMPLO 2 (па sucesión divergente 


Demostrar que la sucesión (1, —1, 1, —1, 1, —1,...,( 11:24 ӨР” } diverge. 


Solución Suponga que la sucesión converge a algún número L. Eligiendo є = 1/2 en la 
definición de límite, todos los términos de la sucesión con índice n mayor que alguna N 
debe estar a no más de є = 1/2 de L. Como el número 1 se repite tantas veces como 
cualquier otro término de la secuencia, debemos tener que el número 1 está a menos de 
є = 1/2 de distancia de L. De ello se deduce que |L — 1| < 1/2, o de manera equiva- 
lente, 1/2 < L < 3/2. De la misma forma, el número —1 aparece de manera repetida en 
la sucesión con un índice arbitrariamente grande. En consecuencia, también debemos 
tener que |L — (—1)| < 1/2 о, de manera equivalente, —3/2 < L < —1/2. Pero el 
número L no puede estar en ambos intervalos, (1/2, 3/2) y (3/2, —1/2) , ya que no se 
traslapan. Рог lo tanto, no existe el límite L y, en consecuencia, la sucesión diverge. 
Observe que el mismo argumento funciona para cualquier número positivo e menor 
que 1, no sólo para 1/2. н 


La sucesión (1 n} también diverge, pero por una razón diferente. A medida que n au- 
menta, sus términos se hacen mayores que cualquier número fijo. Describimos el compor- 
tamiento de esta sucesión escribiendo 


lím 2 п = оо. 
п> о0о 


Al escribir infinito сото el límite de una sucesión no queremos decir que la diferencia en- 
tre los términos a, e 00 se haga más pequeña cuando n aumenta; tampoco estamos asegu- 
rando que existe algún número infinito al que se aproxime la sucesión. Sólo estamos em- 
pleando una notación que refleja la idea de que tarde o temprano a, se hace muy grande y 
resulta mayor que cualquier número fijo a medida que n aumenta. 


DEFINICIÓN Divergencia a infinito 


La sucesión {a} diverge a infinito si para todo número М existe un entero N tal 
que para todo n mayor que N, a, > M. Si se cumple esta condición, escribimos 


lím a, = оо о аһ ә ОО, 
De manera similar, "шин 
para todo número m existe un entero N tal que para todo n > N tenemos 
аһ < т, entonces decimos que (ад) diverge a menos infinito, y escribimos 


lím a, = — 0 o а,-»-00, 
пэ оо 


Una sucesión puede divergir sin que sea a infinito о а menos infinito. Esto lo vimos 
en el ejemplo 2; las sucesiones {1, —2, 3, —4, 5, —6, 7, —8,... } y {1, 0, 2,0, 3, 0,...} 
también son ejemplos de tales divergencias. 


Cálculo de límites de sucesiones 


Si siempre tuviéramos que utilizar la definición formal del límite de una sucesión, traba- 
jando con e y №, el cálculo de límites de sucesiones sería una tarea pesada. Por fortuna, 
podemos deducir unos cuantos ejemplos básicos y después utilizarlos para analizar con 
rapidez los límites de muchas otras sucesiones. Para ello será necesario que comprenden- 
damos cómo combinar y comparar sucesiones. Como las sucesiones son funciones con do- 
minio restringido a los enteros positivos, no es demasiado sorprendente que los teoremas 
acerca de límites de funciones dados en el capítulo 2 tengan versiones para sucesiones. 
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TEOREMA 1 


Sean {а„} y {bn} sucesiones de números reales, y sean А y В números reales. 
Las reglas siguientes se cumplen si йт, оо а, = А y йт, о bn = В. 


1. Regla de la suma: lím,>o00(4, + b) = А + В 
2. Regla de la diferencia: lím,>0o0(4y — bp) = A — В 
3. Regla del producto: lím,>o0(a, * by) = А*В 
4. Regla de la multiplicación lím„—>oœ(k' bn) = К.В 

por una constante: (es cualquier número k) 

i Р An A 5 
5. Regla del cociente: lím, >» 7 = р siB #0 
5, B 


La demostración es semejante a la del teorema 1 de la sección 2.2, por lo que la omi- 
tiremos en este capítulo. 


EJEMPLO 3 Aplicación del teorema 1 


Combinando el teorema 1 con los límites del ejemplo 1, tenemos 


4 Ty 4 1 _ эл Regla de multiplicación por una constante 
(a) lím (=7,) =—1* ím = -1:0=0 : 
n—=>00 n—=>00 y el ejemplo la 
a] 1 1 Regla de la 
(b) Иш ( й ) = lím (1 = 1) = líml- lím;,=1-0=1 diferencia y el 
n—00 n=% пг-» ОО пг-» ОО ejemplo la 
с E хаг Me К... С 
(с) lm 5 = 5: lím z’ ím р 5:0:0 = Regla del producto 
n>n п> оо n—00 
— 736 (4/nf) – 7 
(d) lím 4 in = lí / 0 1 = —7. Regla de la suma y del cociente Mi 


по пб 3 по] + (3/л®) FFO 


Sea cuidadoso al aplicar el teorema 1. Por ejemplo, en él no se dice que cada una de 
las sucesiones {an} y {bn} tiene límites si su suma (ан + b„} lo tiene. Por ejemplo, tanto 
{аһ} = {1,2,3,...} como {ba} = {—1,—2,—3,...} divergen, pero su suma, 
{an + ba} = 10, 0, 0,... |, claramente converge a 0. 

Una consecuencia del teorema 1 es que todo múltiplo diferente de cero de una suce- 
sión divergente, {an}, diverge. Suponga lo contrario, es decir, que ( са, | converge para al- 
gún número с % 0. Entonces, tomando k = 1/c en la regla de la multiplicación por una 
constante en el teorema 1, vemos que la sucesión 


(Locas) = {an} 


converge. Por lo tanto, {can} no puede converger, a menos que {a} también lo haga. Si 
{an} no converge, entonces | са, } no converge. 

El siguiente teorema es la versión para sucesiones del teorema del sandwich (llamado 
también del emparedado) que analizamos en la sección 2.2. En el ejercicio 95 se pide que 
demuestre el teorema. 


TEOREMA 2 Е teorema del sandwich para sucesiones 

Sean [a,,), {bn} y {с„} sucesiones de números reales. Si a, = b, = с, se cumple 
para toda n mayor que algún índice N, y йт, an = Шт, оо Cn = L, en- 
tonces también lím„—œ b, = L 
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=. 


>x 


© 
оо ф- 
hi ф- 


FIGURA 11.3 Cuando n — оо, 1/n —> 0 
y 21/" => 20 (ejemplo б). 


Una consecuencia inmediata del teorema 2 es que, si|b,] = с, y с, > 0, entonces b, 
> 0, ya que —c, = Б, = cpn. Utilizaremos este hecho en el ejemplo siguiente. 


EJEMPLO 4 Aplicación del teorema del sandwich 


Como 1/n —> 0, sabemos que 


(a) = СҮН ша 
(b) >o ya que 054:59 
п 1 1 "Эн | 
Сеир уа que ЕСШЕ и 


La aplicación de los teoremas 1 y 2 se amplió para dar lugar а un teorema que esta- 
blece que la aplicación de funciones continuas a una sucesión convergente da por resul- 
tado una sucesión convergente. Enunciaremos el teorema sin realizar la demostración 
correspondiente (ejercicio 96). 


TEOREMA 3 El teorema de la función continua para sucesiones 


Sea {a} una sucesión de números reales. Si а, > L y si f es una función con- 
tinua en L y definida para toda ад, entonces f(a,) > F(L). 


EJEMPLO 5 Aplicación del teorema 3 


Demostrar que 2 (n + 1)/n— 1. 


Solución Sabemos que (п + 1)/n= 1. Tomando f(x) = 1 x y L = 1enel teorema 3, 
se obtiene 1 (n + 1)/n—>11=1. ш 


ЕЈЕМРІО 6  Lasucesión {2/7} 


La sucesión {1/n} converge a o. Tomando а, = 1/n, f(x) = 2*, en el teorema 3, ve- 
mos que Е f(1/n) >f(L) = 20 = 1. La sucesión {2!"ү converge a 1 (figura 11.3). 
и 


Uso de la regla de L'Hópital 


El teorema siguiente nos permite utilizar la regla de L Hôpital para determinar los límites 
de algunas sucesiones. En él se formaliza la relación entre lím„—>o а, у líM:00 f(x). 


TEOREMA 4 
Suponga que f(x) es una función definida para toda х = по y que {an} es una 
sucesión de números reales tal que a, = f(n) paran = ny. Entonces 


Иш f(x) = L > lím a, = L. 
x>00 оо 


n> 


Demostración Suponga que іт, оо f(x) = L. Entonces, para cada número positivo € 
existe un número M tal que para toda x, 


х> М = 0) L| <e. 
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Sea N un entero mayor que М y mayor que o igual по. Entonces 


п> № = аһ = f(n) у la, = Ц = |f(n) — L| < e. п 


EJEMPLO 7 Aplicación de la regla de L'Hópital 


Demostrar que 


Solución Га función (In x)/x está definida para toda х = 1, y coincide con la sucesión 
dada en los enteros positivos. Por lo tanto, de acuerdo con el teorema 5, йт, (Іа n)/n 
será igual a lím,0 (ln x)/x si este último existe. Una sola aplicación de la regla de 
LHópital demuestra que 


- lnx lx _0_ 
а хоо и 1 1 
Concluimos que Иш, ос (1пл)/п = 0. п 


Cuando utilizamos la regla de LHópital para determinar el límite de una sucesión, 
con frecuencia tratamos a п como 81 fuese una variable continua real y derivamos directa- 
mente respecto de п. Esto nos ahorra el trabajo de reescribir la fórmula para а„ como hici- 
mos en el ejemplo 7. 


EJEMPLO 8 Aplicación de la regla de L'Hópital 


Determinar 


Solución Por medio de la regla de LHópital (derivando con respecto a л), 


lím 2-- lim 222 
п—>оо ЭП n—>00 5 
= 00, ш 


EJEMPLO 9 Aplicación de la regla de L'Hópital para determinar convergencia 


¿La sucesión cuyo n-ésimo término es 


converge? De ser así, determinar lím,,00 а„. 


Solución El límite conduce a la forma indeterminada 1%. Podemos aplicar la regla de 
LHópital, si cambiamos primero la forma a 00 - O tomando el logaritmo natural de ад: 


ma = (21) 

п = 1 

Л nl 
п-1/ 
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Entonces, 
p 2-1 n+l 
п+ 1 
i «(л = L) 
—2/(п? — 1) 
= іт 5 
ере ш 1/п Regla de Г.Нбриа! 
E жЕ 
lím 5 2 
п->00 n" — 1 


Como In a, >2 y f(x) = е" es continua, el teorema 4 nos dice que 
2 


an = е“ е 


La sucesión {an} converge ae”. н 


Límites que aparecen con frecuencia 


El teorema siguiente proporciona algunos límites que surgen con frecuencia. 


TEOREMA 5 

Las seis sucesiones siguientes convergen a los límites que se listan: 
‚ шп _ 

1. т 5 = 0 


пэ 00 


2. їш2н-1 


n—>o00 


3 limx"=1  (x>0) 


n—o00 


4 lmx*=0 (х|<1) 
n—>o00 


5. lím ( + 3 = е" (cualquier х) 


| Notación factorial 
La notación л! (“п factorial”) significa n 


el producto 1 +2+3-++n de los enteros 6. lím £ =0 (cualquier x) 
de 1 an. Observe que ии 

(п + 1)! = (n + 1): п!. Por lo tanto, 

4! =1-2:3:4=24y 
51=1:2:3:4:5 = 5-4! = 120. 
Definimos 0! сото 1. Como sugiere la 
tabla, los factoriales crecen aún más 
rápido que las exponenciales. 


En las fórmulas (3) a (6) х permanece fija conforme n — оо. 


Demostración El primer límite se calculó en el ejemplo 7. Los siguientes dos pueden 
demostrarse tomando logaritmos y aplicando el teorema 4 (ejercicios 93 y 94). 
Las demostraciones restantes se dan en el Apéndice 3. ш 


EJEMPLO 10 Aplicación del teorema 5 


п е" (redondeado) п! 
3 1 In (n?) 2 Inn - 
5 148 120 (а) п п »2:0-0 Fórmula 1 
10 22,026 3,628,800 (b) Ž n? = n" = (п!””)—(1))=1  Fórmula2 


8 18 == 
20 AIK 20010 (с) 2 3n = З") 1:1 = 1 Fórmula 3 con х = 3 y Fórmula 2 
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w (- 1) к Fórmula 4 con х = -3 
(е) (" Я 2) = (1 + 52) Ээ сы 
(£) 100" >0 Fórmula 6 con x = 100 ü 


n! 


Definiciones recursivas 


Hasta ahora hemos calculado cada а„ de manera directa a partir del valor de л: pero еп 
ocasiones las sucesiones se definen de manera recursiva, dando 


1. El valor (o valores) del (de los) término(s) inicial(es), y 


2. Una regla, denominada fórmula recursiva, para calcular cualquier término posterior 
a partir de los términos que le preceden. 


EJEMPLO 11 Sucesiones construidas de manera recursiva 


(a) Las afirmaciones ај = 1 y a, = an-ı + 1 definen la sucesión 1,2,3,...,n,... de 
enteros positivos. Con ац = 1, tenemos a = а + 1 = 2, аз = а + 1 = 3, y así 
sucesivamente. 

(b) Las afirmaciones a; = 1 y a, = п* а„—1 definen la sucesión |, 1, 2, 6,24,...,n!,... 


de factoriales. Con ац = 1, tenemos a = 2*а| = 2, аз = 3 :аз = 6, a4 = 4: аз 
= 24, etcétera. 

(с) Las afirmaciones ај = 1, а = 1, y а = An + an-ı definen la sucesión 
1,1,2,3,5,... de números de Fibonacci. Con ај = 1 y az, = 1, tenemos 
аз 1-1 2,а)-241 3,а5 = 3 + 2 = 5, y así sucesivamente. 


(а) Como podemos ver al aplicar el método de Newton, las afirmaciones xy = 1 y 
Xn+1 = Xn — [(вепх„ — х,2)/(соѕ х, — 2х,)] definen una sucesión que converge a 
una solución de la ecuación sen х — x? = 0. ГЫ 


Sucesiones no decrecientes y acotadas 


Los términos de una sucesión general pueden ir de un valor a otro, a veces mayores, a ve- 
ces menores. Una clase importante de sucesión es aquella en que cada término es al menos 
tan grande como su predecesor. 


DEFINICIÓN Sucesiones no decrecientes 


Una sucesión (ад) con la propiedad de que ад = a, +1 para toda n se Пата suce- 
sión no decreciente. 


EJEMPLO 12 Sucesiones no decrecientes 


(a) La sucesión 1,2,3,...,n,... de números naturales 


КЕЗ AOS: n 
(b) La sucesión 55 3> 1...5 7 Fp 


(c) La sucesión constante {3 } н 
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FIGURA 11.4 Silos términos de una su- 
cesión no decreciente tiene una cota supe- 
rior М, entonces tienen un límite L < М. 


Existen dos clases de sucesiones no decrecientes: aquellas cuyos términos aumentan más 
allá de cualquier cota finita, y aquellas cuyos términos no lo hacen. 


DEFINICIONES  Acotada, cota superior, mínima cota superior 


Una sucesión (a,) está acotada por arriba si existe un número М tal que 
а, = М para toda n. El número М es una cota superior para (a, ). Si Mes una 
cota superior para (a, | pero ningún número menor a М es una cota superior para 
{an}, decimos que M es la mínima cota superior para {а„}. 


EJEMPLO 13 Aplicación de la definición para determinar las cotas 


(a) La sucesión 1, 2, 3,...,n,... no tiene cota superior. 


in 1-23 п 
(9) La sucesión 55 5, 1...5 7 ХОГОО 


Ningún número menor que 1 es una cota superior para la sucesión, por lo que 1 es la 
mínima cota superior (ejercicio 113). п 


está acotada por arriba рог М = 1. 


Una sucesión no decreciente que está acotada por arriba siempre tiene una cota supe- 
rior mínima. Ésta es la propiedad de completez de los números reales, que se analiza en el 
Apéndice 4. Probaremos que 51 L es la cota superior mínima, la sucesión converge a L. 

Suponga que trazamos los puntos (1, a1), (2, a2),..., (n, ay), ... en el plano xy. Si М 
es una cota superior de la sucesión, todos estos puntos estarán sobre o por debajo de la 
recta y = M (figura 11.4). La recta y = £ será más baja con esa propiedad. Ninguno de 
los puntos (л, an) estará por arriba de y = L, pero algunos estarán por arriba de cualquier 
recta inferior у = L — є, si e es un número positivo. La sucesión converge а L, ya que 


(a) a, = L para todos los valores de n, y 


(b) dado cualquier є > 0, existe al menos un entero N para el que ay > L — e. 
El hecho de que (ад) sea no decreciente nos indica, además, que 
аһ = ау > Г = є рага todan = N. 


Por lo tanto, todos los números а„ posteriores al N-ésimo número estarán a una distancia 
menor que e de L. Ésta es precisamente la condición para que L sea el límite de la sucesión 
{ал}. 

Las condiciones para sucesiones no decrecientes se resumen en el teorema siguiente. 
Un resultado similar se cumple para sucesiones no crecientes (ejercicio 107). 


TEOREMA 6 Teorema de sucesiones no decrecientes 

Una sucesión de números reales no decreciente converge 51 y sólo si está acotada 
por arriba. Si una sucesión no decreciente converge, lo hace a su mínima cota su- 
perior. 


El teorema 6 implica que una sucesión no decreciente converge cuando está acotada 
por arriba. Si no está acotada por arriba diverge al infinito. 


EJ ERCICIOS 11.1 


11.1 Sucesiones 
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Determinación de los términos de una sucesión 


Cada uno de los ejercicios 1 a 6 propone una fórmula para el n-ésimo 
término a, de una sucesión (a, ) . Determine los valores de ац, a2, аз, 


уал. 


1-1 1 
1. а, 2 2. an = Al 
1 п+1 
3. а, = E y 1 4. a, = 2 + (-1) 
2" 2" Е 1 
5. An = Эл+1 6. а = эл 


Cada uno de los ejercicios 7 a 12 proporciona el primer término o par 
de términos de una sucesión, y una fórmula recursiva para los térmi- 
nos restantes. Escriba los diez primeros términos de la sucesión. 


7. а= l, ал = а, + (1/2") 

8. a = l, аы = а/(п+ 1) 

9. а= 2, аы = (—1)"“!а„/2 

10. а = —2, а = па, (п + 1) 

11. а= a = 1, аә = An+1 + An 
12. аа = 2, оф = -1, аә = An+1/An 


Determinación de una fórmula para la sucesión 


En los ejercicios 13 a 22, halle una fórmula para el n-ésimo término 
de la sucesión. 


13. 
14. 


La sucesión 1, —1,1,—1,1,... Números 1 con signos alternados 


La sucesión —1,1,—1,1,—1,... Números 1 con signos alternados 


Cuadrados de los enteros 


15. La sucesión 1, —4, 9, —16, 25,... ар a 
positivos con signos alternados 
11 1 1 Recíprocos de los cuadrados de 
16. L ión 1, — —, =, = ==, —, ... los enteros positivos, con signos 
a sucesión 1, 49 1625 p 8 


alternados 


Cuadrados de los enteros 
positivos disminuidos en 1 


17. La sucesión 0, 3, 8, 15, 24,... 


18. La sucesión —3, —2, —1, 0, 1,... Enteros a partir de —3 


Uno de cada dos enteros 
positivos impares 


19. La sucesión 1, 5, 9, 13, 17,... 
Uno de cada dos enteros 
positivos pares 


20. La sucesión 2, 6, 10, 14, 18,... 


21. La sucesión 1, 0, 1, 0, 1,... Números 1 y 0 alternados 


Todos los enteros positivos se 
repiten 


22. La sucesión 0, 1, 1, 2, 2, 3, 3, 4,... 


Determinación de límites 


¿Cuáles de las sucesiones {а, } en los ejercicios 23 a 84 convergen, у 
cuáles divergen? Determine el límite de cada sucesión convergente. 


23. 


25. 


27. 


29. 


31. 


33. 


35. 


37. 


39. 


41. 


43. 


45. 


47. 


49. 


51. 


53. 


55. 


57. 


59. 


an = 


п + (= 1)" 
п 
2п + 1 
1= 32 п 
п+ 3 
п? + 5п + 6 


(0.9)" 


пр соѕ (пр) 


Inn 
Іа 2n 


(0.03)!/” 


(п + 4)\/т+® 


lnn — In (n + 1) 


2 321+1 


2 + (0.1)" 24. a, 
1-2 
Г+?л 26. аһ 
1 — 5n* 
28. а, 
n* + 8n? 
п = 2п + 1 30. а, 
п = 1 
1+ (=1)" 32. а, 
п+1 1 
( Е |! 1) 34: 
Ena 
Ой =1 36. а, 
2n 
Ап-1 38. а, 
sen (2 + 5) 40. а, 
senn 
Е 42. а, 
- 44. а, 
ln (n + 1 
ч. 46. а, 
2n 
gue 48. a, 
7 n 
( + 1) 50. Un 
2 10n 52. аһ 
3 1/п 
(3) 54. аһ 
Inn 
пп 56. а, 
2 4'n 58. а, 
! 
Ет (Sugerencia: Compare con 1/n). 
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-4)" ! 
біль. l 61. а == 
n: 10% 
1/(1а л) 
п! 1 
62. a, = 27.37 63. a, = (1) 
ү? 3n+1Y 
64. a, = in + z) 65. an = Е — 3 
ñ n х" 1/п 
б. a = (—"—) 67 = (55) ‚х> 0 
_ 1y 2:396" 
68. An = (1 1) 69 аһ = 27". пі 
70 А 71 h 
„йе == 
a © (оло)у" + (1112) цаас 
72. a, = senh (1 sE 1 
. аһ = senh (In n) ‚а= з = үзепу 
74. a, = nl - cos 1) 75. а, = tan! n 
76. а, = 24 ай їл 77. an = (5) L 
2n : 22" 
EA In п)?% 
78. a, = 2 п + п 79. а, = pes 
In ny = 
80. a, =' ) 81. аа =n- 2 п? – п 
2 п 
82. а, = : 
2п2-1- 2 п +п 
_ 1 п 1 _ п 1 
83. а = п de 84. а = үр 4% р > 1 
1 1 
Teoría y ejemplos 
85. El primer término de una sucesión es ху = 1. Cada término sub- 
siguiente es la suma de todos los que le preceden: 
Xn+1 7 X1 ЗЕ эдийн ды, 
Escriba tantos términos del principio de la sucesión como sean 
necesarios para deducir una fórmula general para х„ que se 
cumpla para n = 2. 
86. Una sucesión de números racionales se describe como sigue: 


Aquí, los numeradores forman una sucesión, los denominadores 
forman una segunda sucesión, y sus cocientes una tercera suce- 
sión. Sean xn у yn respectivamente, el numerador y el denomina- 
dor de la n-ésima fracción г, = ху/уһ. 


a. Verifique que х1? 2y e = —1,x2 2у2? = +1 y, de 
manera más general, que si a? — 2b? = —1 о +1, entonces 
(a+ 2b? — 2(a + bF = +1 o -1, 
respectivamente. 


87. 


88. 


89. 


b. Las fracciones г, = Xn/Yn tienden a un límite a medida que n 
aumenta. ¿Cuál es ese límite? (Sugerencia: Utilice el inciso 
(а) para demostrar que г, — 2 = (1 / Yn)? y que y, no es 
menor que n). 


Método de Newton Las sucesiones siguientes provienen de la 
fórmula recursiva para el método de Newton, 


нэ f(x) 
ҒО)" 


Ха+1 = Ха 


¿Las sucesiones son convergentes? De ser así, ¿a qué valor? Em- 
piece por identificar la función f que genera cada sucesión. 


а =2 Xn 1 
а. xo = 1, Хх =x = | 
^0 > n+1 n 2х, 2 Ху 
tan х, - 1 
b. х= 1, мы = Xp — р 
ѕес х, 
C.xo= 1, ан = Xp 1 


a. Suponga que f(x) es diferenciable para toda х en (0, 1], y que 
F(0) = 0. Defina la sucesión {а„} por medio de la regla a, = 
nf(1/n). Demuestre que lím „>o an = f'(0). 


Utilice el resultado del inciso (a) para determinar los límites de 
las sucesiones { a, | . siguientes. 


4 1 
b. a, = ntan! > с. an = nel" — 1) 


n 


n (1 + 2) 


Ternas pitagóricas Una terna de enteros positivos а, b y с se 
denomina terna pitagórica si a? + b? = c°. Sea a un entero 
positivo impar, y sean 


2 2 
a a 
р = | — с = |= 
el piso entero (máximo entero по mayor) у el techo entero (míni- 
mo entero no menor) de а2/2. 


d. a, = 


a. Demuestre que a? + b? = c°. (Sugerencia: Haga a = 2n 
+ Ту exprese р y с en términos de n). 


b. Por medio de un cálculo directo, o con base en la figura ante- 
rior, determine 


90. La raíz n-ésima de n! 


1/Qn) 


a. Demuestre que іт, оо (2np ) = 1 y, por medio de la 


aproximación de Stirling (vea el ejercicio adicional 50a del 
capítulo 8), que 


п 
2 п ғ т Рага valores grandes de n. 


b. Pruebe la aproximación del inciso (а) рага п = 40, 
п = 40, 50, 60,... , tanto como se lo permita su calculadora. 


91. a. Suponiendo que йт, .оо(1/п) = 0 , si с es cualquier con- 
stante positiva, demuestre que 


si c es cualquier constante positiva. 

b. Pruebe que lím,=0x(1/n%) = 0 si с es cualquier constante 
positiva. (Sugerencia: Si є = 0.001 y с = 0.04, ¿qué tan 
grande debe ser № para asegurar que |1/n* — O| < e si 
п > NON?) 

92. El teorema del zipper Demuestre el “teorema del zipper” 
para sucesiones: 81 [a,) y {bn} convergen a L, la sucesión 
ай, Bis 02 Dos sar Dai. 
converge а L. 
93. Demuestre que іт, >02 п = 1. 
94. Demuestre que lim, >00 х!/" = 1, (х > 0). 


95. Demuestre el teorema 2. 96. Demuestre el teorema 3. 


En los ejercicios 97 a 100, determine si la sucesión es no decreciente y 
si está acotada por arriba. 


Зп +1 Оп + 3)! 

97. а, = Е, 98. а, = (кк 
23 2 1 
99. а = ЕТ 100. = 2 — п әп 


¿Cuáles de las sucesiones que se indican en los ejercicios 101 a 106 
convergen y cuáles divergen? Justifique sus respuestas. 


101. a, = 1-1 102. a, = п – 1 

-ata EET 
103. а, = 2—5 104. a, = 25 
105. a, = (1) 4 D= 3 
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106. El primer término de una sucesión es xı = cos (1). Los si- 
guientes términos son хә = Хү o cos (2), el que sea mayor, у 
хз = хо cos (3), el que sea mayor (aquel que esté más a la 
derecha). En general, 


Xn+1 = máx {х,, cos (n + 1)). 


107. Sucesiones no crecientes Una sucesión de números (ан) en 
la que а, > а, + para toda n se llama sucesión no creciente. 
Una sucesión {an} está acotada por abajo si existe un número 
М соп М = a, para cada п. Tal número М se llama cota infe- 
rior de la sucesión. A partir del teorema 6, deduzca que una 
sucesión no creciente acotada por abajo converge, y que una 
sucesión no creciente y no acotada por abajo diverge. 


(Continuación del ejercicio 107). Usando la conclusión del ejercicio 
107, determine cuáles sucesiones de los ejercicios 108 a 112 conver- 
gen y cuáles divergen. 


108. a, = 22 ige 228 
2n 

2 1 = 4" E 4п+1 JH 3" 
110. Un = qn 111. аһ = 4" 


112. а = 1, an+¡ = 24, — 3 


113. La sucesión (n/(n + 1)) tiene una mínima cota superior 
igual a 1 Demuestre que si M es un número menor que 1, los 
términos de (n/(n + 1)) superarán tarde o temprano a М. Es 
decir, que si M < 1, existe un entero N tal que n/(n + 1) > M, 
siempre que n > N. Puesto que n/(n + 1) < 1 para toda n, 
esto demuestra que 1 es la mínima cota superior de 


{п/(п + 1)}. 


114. Unicidad de la mínima cota superior Demuestre que si М y 
М» son cotas superiores mínimas de la sucesión {а„}, 
М, = Mh. Es decir, demuestre que una sucesión no puede tener 
dos cotas superiores mínimas diferentes. 


115. ¿Es verdad que una sucesión {а„} de números positivos tiene 
que converger si está acotada por arriba? Justifique su respuesta. 


116. Demuestre que si {an} es una sucesión convergente, a cada 
número positivo e le corresponde un entero / tal que para toda 
myn, 

m>N y n>N => |ам—а„| < e. 
117. Unicidad de límites Demuestre que los límites de las suce- 


siones son únicos. Es decir, que si Lı y Lz son números tales que 
An > Li y An > 12, entonces L; = Lz. 


118. Límites y subsucesiones Si los términos de una sucesión 
aparecen en otra sucesión en el ordenque tenían, decimos que la 
primera sucesión es una subsucesión de la segunda. Demuestre 
que si dos subsucesiones de una sucesión {a} tienen límites 


diferentes, Lı # 12, entonces {an} diverge. 


119. Para una sucesión {а„}, los términos con índice par se denotan 
ak, y los términos de índice impar, a2;+1. Demuestre que si 
аз? Ly a7x+1 > L, entonces а, > L. 


120. Demuestre que una sucesión (a, ) converge a 0 si у sólo si la 
sucesión de valores absolutos (| a, |) converge a 0. 
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Exploraciones de límites con una calculadora 


En los ejercicios 121 a 124, experimente con una calculadora para de- 
terminar un valor de N que satisfaga la desigualdad para toda n > N. 
Suponiendo que la desigualdad es la de la definición formal del límite 
de una sucesión, ¿qué sucesión se considera en cada caso y cuál es su 
límite? 

121, 205 — 1| < 10° 122. |Ž n- 1| < 10? 

123. (09)! < 107 124. 2"/п! < 107 


125. Sucesiones generadas por medio del método de Newton El 
método de Newton, aplicado a una función diferenciable Ax), 
principia con un valor inicial хо y, a partir de él, construye una 
sucesión de números (x,) que, en circunstancias favorables, 
converge aun cero o una raíz de f. La fórmula recursiva para la 
sucesión es 


Р) 
Гел 


Xn+1 = Xn 


a. Demuestre que la fórmula recursiva para f(x) = 22 — a, 
a > 0, puede escribirse como х„+1 = (х, + а/х„)/2. 


b. Empezando соп ху = 1 y a = 3, calcule los términos con- 
secutivos de la sucesión hasta que el resultado empiece a 
repetirse en la pantalla. ¿A qué número se está aproximando? 
Explique. 

126. (Continuación del ejercicio 125). Repita el inciso (b) del ejerci- 

cio 125 con a = 2 en lugar de a = 3. 


127. Una definición recursiva de P/2 Si se inicia con хү = 1 y se 
definen los términos subsecuentes de { х, } por medio de la regla 
Xn = Xn-1 + COS X,-1, Se genera una sucesión que rápidamente 
converge a p/2. а. Hágalo. b. Utilice la figura siguiente para ex- 
plicar por qué la convergencia es tan rápida. 


>x 


128. Según un artículo publicado en la primera página del Wall Street 
Journal del 15 de diciembre de 1992, la empresa automotriz 
Ford Motor Company empleó aproximadamente 7 1 horas de tra- 
bajo en la producción de los troquelados para un vehículo 
promedio, disminuyendo de las 15 horas estimadas en 1980 para 
esa misma labor. Los japoneses sólo necesitaban alrededor de 3 } 
horas. 

La mejora de Ford desde 1980 representa una disminución 
de 6% anual. Si esta tasa continúa, al cabo de n años a partir de 
1992 Ford empleará alrededor de 


5, = 7.25(0.94)" 


horas de trabajo para producir los troquelados para un vehículo 
promedio. Suponiendo que los japoneses continúan empleando 


3 } horas por vehículo, ¿cuántos años más tardará Ford en alcan- 
zarlos? Determínelo de dos formas: 


a. Encuentre el primer término de la sucesión (5) que sea 
menor que o igual a 3.5. 


b. Grafique f(x) = 7.25(0.94)' y utilice la función Trace de su 
calculadora graficadora para determinar en qué punto la grá- 
fica cruza la recta y = 3.5. 


EXPLORACIONES CON COMPUTADORA 


Utilice un software matemático para realizar los pasos siguientes en 
las sucesiones de los ejercicios 129 a 140. 


a. Calcule y luego grafique los primeros 25 términos de la sucesión. 
¿La sucesión parece estar acotada por arriba o por abajo? ¿Parece 
que converge o diverge? Si converge, ¿cuál es el límite L? 


b. Si la sucesión converge, determine un entero N tal que 
| = L| = 0.01 paran = N. ¿Qué tan lejos se debe avanzar 
en la sucesión para obtener términos que estén a menos de 0.0001 
de L? 


129. a, = Zn 130. a, = ( + s5) 
131.4 = 1, a = a, + L 
. di > п+1 п 5" 
132. а = 1, акы = an + (—2)" 
133. a, = senn 134. а, = п еп 1 
ѕеп п lnn 
135. а = п 136. а = п 
137. a, = (0.9999)" 138. a, = 123456!/" 
Е 8" Ш им 
139. аһ = п! 140. а = 19" 


141. Interés compuesto, depósitos y retiros Si invierte una canti- 
dad de dinero Ay a una tasa de interés compuesta anual r acumu- 
lable m veces cada año, y si al final de cada periodo de 
acumulación la cantidad constante b se suma a la cuenta (o se 
resta de la misma si 9 < 0), la cantidad que tendrá después 
de n + 1 periodos de acumulación será 


Ani = ( + А, +b. (1) 


а. Si Ay = 1000, r = 0.02015, т = 12, y b = 50, calcule y 
grafique los primeros 100 puntos (n, A„). ¿Cuánto dinero 
habrá en su cuenta al cabo de 5 años? ¿{An} converge? 
¿Tiene cota? 


b. Repita el inciso (а) con Ay = 5000, r = 0.0589, m = 12, y 
b = —50. 

с. Si invierte 5000 dólares en un certificado de depósito (CD) 
que paga 4.5% de interés anual, acumulable trimestralmente, 
y no hace inversiones posteriores en el CD, ¿aproximada- 
mente cuántos años pasarán antes de que tenga 20,000 
dólares? ¿Y si el CD pagara 6.25% de interés? 


а. Es posible demostrar que, para cualquier k 2 0, la sucesión 
definida de manera recursiva por la ecuación (1) satisface la 
relación 


k 
Aj = ( Э (as | нэ! 2-4 (2) 


Para los valores de las constantes Ао, r, m y b del inciso (a), 
compruebe esta afirmación comparando los valores de los 
primeros 50 términos de ambas sucesiones. Luego demuestre 
por sustitución directa que los términos de la ecuación (2) 
satisfacen la fórmula recursiva (1). 


142. Ecuación logística de diferencias Та relación recursiva 
а+1 = га„(1 Е аһ) 


se llama ecuación logística de diferencias; cuando se conoce el 

valor inicial ар esta ecuación define la sucesión logística {an}. 

En todo este ejercicio elegiremos ay en el intervalo 0 < ay < 1, 

por ejemplo, ay = 0.3. 

a. Elija r = 3/4. Calcule y grafique los puntos (л, ад) para los 
primeros 100 términos de la sucesión. ¿Parece que ésta con- 
verge? ¿Cuál cree que sea el límite? ¿Cree que el límite de- 
penda de su elección de ар? 


b. Elija diversos valores de r en el intervalo 1 < r < 3 y repita 
los procedimientos indicados en el inciso (a). Asegúrese de 
elegir algunos puntos cercanos a los extremos del intervalo. 
Describa el comportamiento que observa en las sucesiones a 
partir de las graficas. 


с 


Ahora examine el comportamiento de la sucesión рага val- 
ores de r cercanos a los extremos del intervalo 
3 < r < 3.45. El valor de transición r = 3 se llama valor 
de bifurcación, y el nuevo comportamiento de la sucesión en 
el intervalo se conoce como atractor de 2 ciclos. Explique 
por qué este método describe aceptablemente bien el com- 
portamiento. 
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d. A continuación explore el comportamiento para los valores 


e 


гэ 


Че r cercanos a los extremos de cada uno de los intervalos 
3.45 < r < 3,54 y 3.54 < г < 3.55. Grafique los primeros 
200 términos de las sucesiones. Describa el comportamiento 
de las gráficas en cada intervalo. ¿Entre cuántos valores 
parece oscilar la sucesión en cada intervalo? Los valores 
г = 3.45 уг = 3.54 (redondeados a dos decimales) se lla- 
man también valores de bifurcación, porque el compor- 
tamiento de la sucesión cambia cuando r pasa por ellos. 


La situación se vuelve aún más interesante. En realidad, hay 
una sucesión creciente de valores de bifurcación 3 < 3.45 
<3.54< --. < Cn < съ "tales que para Cn < г < ск+| 
la sucesión logística {а„} oscila eventualmente entre 2" va- 
lores, llamados atractores de 2"-ciclo. Además, la sucesión 
de bifurcación [c,) está acotada por arriba por 3.57 (por lo 
cual converge). Si elige un valor de г < 3.57, observará al- 
gún tipo de 2"-сісІо. Elija r = 3.5695 y grafique 300 puntos. 


Veamos qué pasa cuando r > 3.57. Elija r = 3.65 para 
calcular y trazar los primeros 300 términos de (ад). Observe 
cómo fluctúan los términos en forma caótica e impredecible. 
No se puede predecir el valor de а, +; a partir de los valores 
anteriores de la sucesión. 


. Para г = 3.65, elija dos valores iniciales de ay = 0.3 y 


ay = 0.301. Calcule y trace los primeros 300 primeros va- 
lores de las sucesiones determinadas por cada valor inicial. 
Compare los comportamientos que observe en sus gráficas. 
¿Qué tan lejos hay que ir antes de que los términos corres- 
pondientes de las dos sucesiones parezcan apartarse unos de 
otros? Repita la exploración para r = 3.75. ¿Se da cuenta 
de que las gráficas son diferentes dependiendo de su elec- 
ción de ay? Por eso decimos que la sucesión logística es sen- 
sible a la condición inicial ао. 


Una serie infinita es la suma de una sucesión infinita de números 


ay + а + @йз тер äp Рок 


El objetivo de esta sección es explicar el significado de una suma infinita y desarrollar 
métodos para su cálculo. Como en una serie infinita existe una cantidad infinita de suman- 
dos, no podemos concretarnos a sumar para ver qué resulta. En lugar de eso veremos qué 
obtenemos al sumar los primeros n términos de la sucesión y detenernos. La suma de los 


primeros n términos 


= а +02 + йз +: + а, 
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es una suma finita común y puede calcularse por medio de una suma usual. A tal suma se 
le denomina n-ésima suma parcial. Conforme n se hace grande, esperamos que las sumas 
parciales se acerquen más a un valor límite, en el mismo sentido que los términos de una 
sucesión se aproximan a un límite, como se analizó en la sección 11.1. 

Por ejemplo, para asignar un significado a una expresión como 


1,1,1, 1 
Ыраак ир AN 


sumamos los términos uno a uno desde el inicio, y buscamos un patrón de crecimiento de 
las sumas. 


Expresión 
para la suma 
Suma parcial parcial Valor 
Primera: 8821 2-1 1 
а 1 ae 3 
Segunda: s=1+ > 2 7 > 
| Е 1,1 -1 7 
Tercera: 53 = 1+ > + Д 2 4 4 
koima: Syp Л penp] sal 2-1 
n-ésima: 86-18 2 + 4 + + yi 2 za~ Ta 


Ciertamente existe un patrón. Las sumas parciales forman una sucesión cuyo n-ésimo tér- 
mino es 


21 
2"—1 ý 


Sn = 


Esta sucesión de sumas parciales converge а 2, уа que lím„,—œ(1/2”) = 0. Decimos que 


“la suma de la serie infinita 1 + 1. + l ЕН Ен 1 
2 4 pnl 


Feres 2”, 


¿La suma de cualquier número finito de términos en esta serie es igual a 22 No. ¿Real- 
mente podemos sumar, uno por uno, un número infinito de términos? No. Pero podemos 
definir su suma definiéndola como el límite de la sucesión de sumas parciales cuando 
п > 00, en este caso 2 (figura 11.5). Nuestro conocimiento de sucesiones y límites nos 
permite rebasar las fronteras de las sumas finitas. 


0 1 1/2 1/8 2 


FIGURA 11,5 Conforme las longitudes 1, Y, Ya, Ye, ... se suman una a una, la suma 
se aproxima a 2. 
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DEFINICIONES Series infinitas, mésimo término, suma parcial, 
convergencia, suma 


Dada una sucesión de números {an}, una expresión de la forma 
а + а) + а3+ + а + 


es una serie infinita. El número a, es el n—ésimo término de la serie. La suce- 
sión {5,}, definida como 


$1 = a] 


$ = ау + a, 


n 
Sr = dy + da + ар У а 
k=1 


es la sucesión de sumas parciales de la serie, donde el número s, es la n-ésima 
suma parcial. Si la sucesión de sumas parciales converge a un límite L, decimos 
que la serie converge y que su suma es L. En este caso, escribimos 


со 
а +оо ++ а += Уа, = 1. 
n=1 


Si la sucesión de sumas parciales de la serie no converge, decimos que la serie 
diverge. 


Cuando empezamos a estudiar una serie dada а| + а + *** + а, + сс, tal vez no 
sepamos si converge o diverge. En cualquier caso, es conveniente usar la notación sigma 
(de sumatoria) para escribir la serie como 


оо оо РЭС : ГЭЭ 
Una útil abreviación 
> ап, > ак, 9 > an cuando se entiende 
п=1 К=1 
que la suma es de 
la со 


Series geométricas 


Las series geométricas son series de la forma 


а +ағ+ а? +: + атт + = У ar” 


donde a у r son números reales fijos y а + O. También se puede escribir la serie como 
оо 2 СТЕ 
>, =0 ar”. La razón r puede ser positiva, como en 


n=] 
1 1 1 
та + (3) +e, 


п-1 
1 1 1 


Sir = 1, la n-ésima suma parcial de la serie geométrica es 


о negativa, como en 


Sy => а + а(1) + а(1)? +... + а(1)"! = па, 
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y la serie diverge porque йт, оо Sn = +00, según sea el signo de a. Si г = —1, la serie 
diverge, porque las n-ésimas sumas parciales alternan entre a y 0. Si |r| + 1, podemos 
determinar la convergencia o divergencia de la serie de esta manera: 


868 = а + аг+ аг ++ ar! 


rs, = ar + а? ++ аг" 1 + ar" Multiplicar s, por r. 
Restar rs, de s, . La mayoría 
de los términos del lado 


(1 —= к) = a(l = r") derecho se eliminan. 
1 й Factorizar. 
Ж = “7 - - А (ғ + 1). Podemos despejar s, sir # 1. 


Si|r| < 1, r”— Оа medida que n —> ОО (como en la sección 11.1) y s, > a/(1 — r). Si 
r| > 1,|r"|= оо y la serie diverge. 


51 |r| < 1, la serie geométrica a + ar + ar? +++ + ar”! + --- converge а 


а/(1 = r): 


, | < 1. 


п=1 


Si|r| = 1, la serie diverge. 


Hemos determinado en qué momento una serie geométrica converge o diverge, 
y aqué valor lo hace. Con frecuencia podemos determinar que una serie converge sin 
saber a qué valor lo hace, como veremos en varias de las secciones siguientes. La fórmula 
a/(1 — r) para la suma de una serie geométrica sólo se aplica cuando el índice de la suma 
inicia con п = 1 en la expresión УЗ ч аг"! (o cuando el índice es n = 0, si escribimos 
la serie сото Y, -p ar”). 


EJEMPLO 1 El índice inicia con n = 1 


La serie geométrica con a = 1/9 y r = 1/3 es 


оо 7-1 
ada оту 19 _1 
927 817 540) Г=(13} $ n 
EJEMPLO 2 Е índice inicia con n = 0 
La serie 
SIA e 8.25. 5 
р е аша бы а ш 
es una serie geométrica сопа = 5 уг = —1/4. Converge a 
a 5 


га Тэ р“ ч 


ЕЈЕМРІОЗ Rebote de una pelota 


Se deja caer una pelota desde a metros de altura sobre una superficie plana. Cada vez que 
la pelota toca la superficie, después de caer una distancia Л, rebota hasta una distancia rh, 
donde r es positiva, pero menor que 1. Determine la distancia total que viaja la pelota ha- 
cia arriba y hacia abajo (figura 11.6). 


(а) 
гч 
€ Я 
Р 
ы © 
% 6 Zo 
e ? © К . 
. с УД" 
e Е « 
е ГЭ ta 
o 


(b) 


FIGURA 11.6 (а) El ejemplo 3 muestra 
cómo utilizar una serie geométrica para 
calcular la distancia vertical total recorrida 
por una pelota que rebota, si la altura de 
cada rebote se reduce por un factor r. (b) 
Una fotografía estroboscópica de una 
pelota que rebota. 
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Solución La distancia total es 


з = а + ar + 2ar? + 2а? +: = а + ш шл Ет 
1-1 1 r 
Esta suma es 2ar/(1 — r). 
Por ejemplo, si а = 6 myr = 2/3, la distancia es 
1 + (2/3) 5/3 
A E = 30m. ГЫ 


EJEMPLO 4  Decimales periódicos 
Expresar el decimal periódico 5.232323 ... como la razón de dos enteros. 
Solución 


23 23 23 
+ + + 
100 (100)2 (100)? 


2 22 
Са, 1 le a a жуз | 221 
=з+ + + (те) + ) дал 


5.232323... = 5 + 


1/(1 = 0.01) 
каз {л ү „23 818 
У + тоо (05) 5 + 09 = “99 Е 


Desgraciadamente, las fórmulas сото la suma de una serie geométrica convergente son 
escasas, y con frecuencia tenemos que conformarnos con un valor estimado de las sumas 
de las series (después estudiaremos algo más sobre esto). Sin embargo, el siguiente ejem- 
plo es otro caso en el que podemos hallar el valor exacto de la suma. 


EJEMPLO 5 Una serie no geométrica, pero telescópica 


со 


: : 1 
Determinar la suma de la serie > A 
n=1 п(п + 1) 


Solución Buscamos un patrón en la sucesión de sumas parciales que pueda condu- 
cirnos a una fórmula para ѕџ. La observación clave es la descomposición en fracciones 
parciales 


i 1 
nn+1) 7 n+?’ 


de modo que 


У 1 - у (1 Ч) 
п=1 п(п AP 1) n=1 n п +1 
11 i ЁЛ 11 
sk 0 -G + (3 i)e e) 


Al suprimir los paréntesis y eliminar los términos adyacentes de signos opuestos, la suma 
se reduce a 
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| Precaución 
El teorema 7 no dice que Ха аһ СОП- 


verge si а > 0. Una serie puede diver- 
gir aun cuando а, > 0. 


Ahora vemos que 5; > 1 conforme k — 00, La serie converge y la suma es 1: 


оо 


1 2 
an Е 


п=1 


Serie divergente 


Una razón por la que una serie podría no converger, radica en que sus términos no se ha- 
gan pequeños. 


EJEMPLO 6 Las sumas parciales crecen más que cualquier número 


(a) La serie 


п2-144-4944--02 +: 


Ma 


3 
1 
ын 


diverge, porque las sumas parciales crecen por encima de cualquier número L. Des- 


pués den = 1, la suma parcial s, = 1 + 4 + 9 +--- + n? es mayor que n°. 


(b) La serie 


> O 


з 4 п+ 1 
п 1 2 3 


п=1 


diverge, porque las sumas parciales llegan a crecer por encima de cualquier número 
previamente asignado. Cada término es mayor que 1, por lo cual la suma de n térmi- 
nos tiene que ser mayor que л. ш 


Prueba del гьё5 то término para la divergencia 


Observe que lím,,>00 a, tiene que ser igual а cero si la serie Sri an converge. Para en- 
tender por qué, hagamos que 5 represente la suma de la serie y que 5, = а + аз +++: 
+ a, sea la n-ésima suma parcial. Cuando n es grande, tanto s, como 5д-1 están cerca de 
S, por cual su diferencia, ад, es próxima a cero. En términos más formales, 


Regla de la diferencia 
аһ = Sn" Sni > 8 – 8 = 0. рага ѕисеѕіопеѕ 


Esto prueba el teorema siguiente. 


оо 


51 >, a, converge, entonces a, > 0. 
n=1 


El teorema 7 nos da un criterio para detectar el tipo de divergencia del ejemplo 6. 


Prueba del n-ésimo término para la divergencia 

со 

>, аһ diverge si lím a, no existe o 81 es diferente de cero. 
n=1 n—>00 
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EJEMPLO 7 Aplicación de la prueba del r-ésimo término 


2300 


(a) >, п? diverge porque п 


п=1 


+ ОЛ ntl 
(b) n diverge porque —у 


=>] 


(с) БУ (—1)”*! diverge porque lím,>0ol[—1)"*! no existe 


n=1 
S п : ? ЗГ 2124. 
(4) 2 Эп +5 diverge porque lím,„,—oo бево + 0. 


EJEMPLO 8 аһ 0 pero la serie diverge 


La serie 
1 1 1 1 1 1 1 1 1 
A A шил Цин 
2 términos 4 términos 2" términos 
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diverge, ya que los términos se conjuntan en grupos que suman 1, por lo que las sumas 
parciales aumentan sin cota. Sin embargo, los términos de la serie forman una sucesión 
que converge a cero. El ejemplo 1 de la sección 11.3 muestra que la serie armónica tam- 


bién se comporta de esta manera. 


Combinación de series 


Siempre que tenemos dos series convergentes, podemos sumarlas término a término, res- 
tarlas término a término, o multiplicarlas por constantes para crear nuevas series conver- 


gentes. 


Si Ya, = A y Èb, = В son series convergentes, 


1. Regla de la suma: (4, + ba) = Ха, + ХЬ, = A + В 
2. Regla de la diferencia: SY (An — by) = Ха, — ХЬ, = А – В 


3. Regla del múltiplo constante: ka, = К>а„ = КА 
(es cualquier número k). 


Demostración Las tres reglas para series provienen de las reglas análogas para sucesio- 


nes del teorema 1, sección 11.1. Para demostrar la regla de la suma para series, sean 


Anr =a + ач ас, В, = Бу + b+ + b. 
Entonces, las sumas parciales de У (а, + Б„) son 
Sn = (a; F bı) T (a + Бэ) «кат Ыр (аһ + bn) 
= (а\ кы An) ЭР (bi E a bn) 
= А, + В,. 
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Como A, > A y В, > B, tenemos sı > А + В según la regla de la suma para sucesiones. 
La demostración de la regla de la diferencia es similar. 

Para demostrar la regla del múltiplo constante para sucesiones, observe que las sumas 
parciales de > ka, forman la sucesión 


Sn = ka, + ka, + + ka, = klay + a +++ + an) = KA,, 
que converge a kA de acuerdo con la regla del múltiplo constante para sucesiones. ш 
Como corolarios del teorema 8, tenemos 


1. Todo múltiplo constante distinto de cero de una serie divergente, diverge. 


2. Si Ха, converge у УР, diverge, tanto > (a, + b,) como У (а, — bn) divergen. 
Omitimos las demostraciones. 


PRECAUCIÓN Recuerde que Y (a, + b,) puede converger a pesar de que Ха, у Ўр, 
diverjan. Por ejemplo, Ха,-141414--у Xb, = (1) + (21) + (21) + +++ 
divergen, mientras que У (а, + ba) = 0 +0 + 0 +--+- converge а 0. 


EJEMPLO 9 Hallar las sumas de las siguientes series. 


гн ya 1 ce ( 1 1 ) 
а - 
( ) жа 6771 2 эп-1 6771 
2521 2-1 799 
91-1 >, "2 Regla de la diferencia 
n=1 n=1 
= 1 1 1 ЭГ 
ЕЭ (1/2) = (176) Serie geométrica сопа = 1 y r = 1/2, 1/6 
5.205 
zA 
5 
(b) >, эл = 4У, эл Regla del múltiplo constante 
n=0 n=0 
_ 1 
=4 1- (1/2) Serie geométrica con a = 1,r = 1/2 
= 8 н 


Adición o supresión de términos 


En una serie, siempre podemos agregar o suprimir un número finito de términos sin alte- 

rar su convergencia o divergencia, aunque en el caso de la convergencia esto suele modifi- 
. со оо . 

car la suma. Si >„—1 an converge, У „=k an converge para cualquier k > 1, y 


со со 
У a, = а Taz + dp X a. 
n=1 n=k 


5 со оо A 
Inversamente, si >=; a, converge para toda k > 1, У, а, converge. Así, 


ой йу Л 1 1 
255 #05 + р 25 
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Reindexar términos 


Mientras se preserve el orden de sus términos, podemos reindexar cualquier serie sin alte- 
rar su convergencia. Para elevar en h unidades el valor inicial del índice, se sustituye la n 
en la fórmula de a, porn — h: 


со со 
У а, = > An=h = а t az + аз +. 
n=1 n=1+h 


Para reducir en h unidades el valor inicial del índice, se sustituye la n en la fórmula de a,, 
porn + h: 


оо оо 
У а, = У аһ+һ = ау + ал + аз +. 
n=1 n=1-—h 


Esto funciona igual que un desplazamiento horizontal. Vimos como funciona esto al ini- 
ciar una serie geométrica con el índice п = 0 en lugar del índice п = 1, pero podemos 
usar también cualquier valor del índice inicial. Por lo regular damos preferencia a indexa- 
ciones que llevan a expresiones más sencillas. 


EJEMPLO 10 Reindexar una serie geométrica 


Podemos escribir la serie geométrica 


1 1 1 
22 не ы суы 
сото 
бо dl: 00 1 ЭР 00 1 
>, э? ` p o incluso como ` Jna ! 
п=0 п=5 n=-4 


Las sumas parciales siguen siendo las mismas, sin importar qué indexación elijamos. в 


Determinación de las mésimas sumas parciales 5, l 1 Їл асах 1 


En los ejercicios 1 a 6, determine una fórmula para la n-ésima suma 


ааа) 


parcial de cada serie y úsela para hallar la suma de la serie si ésta con- 6 5 5 5 a 5 beso 
verge. 1:2 2-3 34 п(п + 1) 
| 2 | 2 2 | | 2 | 1 А Н А 1 
1. 24 3927 О Т з: Series con términos geométricos 
9 9 9 9 En los ejercicios 7 a 14, escriba algunos de los primeros términos de 
2. 100 | A z1 | 100° 727 cada serie para mostrar cómo comienza. Después encuentre la suma 
100 100 de la serie. 
1 | 1 Ї П Р! a-i 1 ores 99 (— 1 y 09 1 
3, 1 2 Т 4 8 Т T ( 1) 21-1 T 7, >, Н 8. ` == 
n=0 4 n=2 4 
4 1-2-44-8----(-61у/71211--- 
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10. 2 


12. етт 
5 G 1) 
оо п+1 

14. У (2 ) 


n=0 


со 1 (—1)" 
1з. > E ийг ) 


Series telescópicas 


Utilice fracciones parciales para hallar la suma de cada una de las se- 
ries к se indican en los ejercicios 15 a 22. 


15. y а= 277 yp © > йл» F FD 


n=1 


со 


= 40п 2n + 1 
17. 18. У === 
>, (2п — 1)(2п + 1)? 2 п?(п + 1)? 


1.1 1 |. 1 
>, 2 M 2 n+1 2 21/т 21\/@+1) 


21. 


1 1 ) 
In(n+2) 1п(л+1) 


22. Хаг" (п) - їап !(л + 1)) 
п=1 


Convergencia o divergencia 


En los ejercicios 23 a 40, explique cuáles series convergen y cuáles 
divergen. Justifique sus respuestas. Si una serie converge, calcule su 


suma. 
a EL) 529 

25. Sor 26. Son 
27. > cos np 28. 2 доо 

29. Хєл 30. > Int 

31. > E 32. > 25 [х|>1 
33, 35% ! 34. > ( = 3 
33: > ТОТ 5з 2 

37. > n( r) 38. 2 "(5 т 1) 


39. >, 


=ч 
ке 63 
== 
ь 
= 
¿M8 
TS 
15 


1 


Series geométricas 

En cada una de las series geométricas de los ejercicios 41 a 44, escri- 
ba algunos de los primeros términos para determinar a y r, y calcule 
la suma de la serie. Exprese después la desigualdad |r| < 1 en térmi- 


nos de x y determine los valores de x para los que se satisface esa de- 
sigualdad y la serie converge. 


41. Y (-1yx" 42. 20 Die 
n=0 


оо x-1 n (— 1 п 
-= ХХ 2 ) ш 2 (5 + ѕеп х 


En los ejercicios 45 a 50, halle los valores de х para los que la serie 
geométrica dada converge. También determine la suma de la serie (co- 
mo función de x) para esos valores de x. 


СУА 46. 301 ТЭР” 
п=0 


47. Soya +1) 48. 5 (Л (х — 3)" 
п=0 


ж 


оо 
49. $ sen” x 
n=0 


50. 5 (In x)” 
n=0 


Decimales periódicos 


En los ejercicios 51 a 58, exprese cada uno de los números como la 
razón de dos enteros. 


51. 0.23 = 0.23 23 23... 

52. 0.234 = 0.234 234 234... 

53. 07 = 0.7777... 

54. 0.4 = 0.dddd..., donde d es un dígito 
55. 0.06 = 0.06666... 

56. 1.414 = 1.414414414... 

57. 1.24123 = 1.24 123 123 123... 

58. 3.142857 = 3.142857 142857... 


Teoría y ejemplos 


59. La serie del ejercicio 5 también puede escribirse como 


со оо 

2 еа еа 

¿E (п + 1) (п + 2) ы ¿E (п + 3)(п + 4)" 
Escríbala сото una suma que empieza con (а) п = —2, 


(b)n = 0, (с) и = 5. 
60. La serie del ejercicio 6 también puede escribirse como 


со 


S _ нЕ 
258-1 y a 


Escríbala como una suma que empieza con (a)n = —1, 
(b)n = 3, (c)n = 20. 

61. Construya una serie infinita de términos diferentes de cero cuya 
suma sea 


a. 1 b. —3 с. 0. 

62. (Continuación del ejercicio 61). ¿Puede construir una serie infi- 
nita de términos diferentes de cero que converja a cualquier nú- 
mero que desee? Explique. 

63. Demuestre con un ejemplo que > (a,/b,) puede ser divergente, а 
pesar de que Ха, у Ур, converjan y ninguna b, sea igual a 0. 


64. Encuentre series geométricas convergentes А = Уа, у В = УЬ, 


65. 


66. 


67. 


68. 


69. 


70. 


71. 


72. 


73. 


74. 


75. 


76. 


para ilustrar el hecho de que a,b, puede converger sin ser igual 
aAB. 


Demuestre con un ejemplo que > (a,/b,) puede converger en un 
valor diferente de A/B, a pesar de que A = Xan В = УЬ, # 0, 
y ninguna b, sea igual a 0. 


Si Ya, converge y а, 0 para toda л, ¿qué se puede decir 
acerca de У (1/а,)? ? Justifique su respuesta. 


¿Qué sucede cuando a una serie divergente se le agrega o elimina 
un número finito de términos? Justifique ambas respuestas. 


Si Ха, converge y УЬ, diverge, ¿qué se puede decir acerca de la 
suma de ambas >(a, + b,,), término a término? Justifique su 
respuesta. 


Construya una serie geométrica Хаг”! que converja al número 
581 


а. а= 2 b. а = 13/2. 
Determine el valor de b рага el que 
1 е? + е??+ е? +... = 9, 
¿Para qué valores de г Ја serie infinita 
L+2+ 1042 rd 2р + т°з 


converge? Calcule la suma cuando la serie converge. 


Demuestre que el error (L — sn) resultante al reemplazar una se- 
rie geométrica convergente por una de sus sumas parciales s, es 
ar"/(1 — r). 

Se deja caer una pelota desde 4 m de altura. Cada vez que la pelo- 
ta choca contra el pavimento después de caer de una altura de h 
metros, rebota hasta una altura de 0.75h metros. Calcule la distan- 


cia total que recorre la pelota en su movimiento hacia arriba y 
hacia abajo. 


(Continuación del ejercicio 73.) Determine el número total de se- 
gundos que se mueve la pelota en el ejercicio 73. (Sugerencia: 
Por medio de la fórmula s = 4.91? obtenemos t = 2 5/4.9). 


La figura siguiente muestra los cinco primeros cuadrados de 
una sucesión. El cuadrado exterior tiene 4 m? de área. Cada uno 
de los cuadrados interiores se obtiene al unir los puntos medios de 
todos los lados de los cuadrados anteriores. Calcule la suma de las 
áreas de todos los cuadrados. 


тал 
Y 


La figura siguiente muestra las tres primeras filas y parte de la 
cuarta de una sucesión de filas de semicírculos. Hay 2” semicír- 
culos en la n-ésima fila, cada uno con radio de 1/2”. Calcule la 
suma de las áreas de todos los semicírculos. 
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1/2 


77. Curva copo de nieve de Helga von Koch Esta curva tiene lon- 
gitud infinita y delimita una región con área finita. Para saber por 
qué ocurre esto, supongamos que la curva fue generada a partir de 
un triángulo equilátero cuyos lados tienen longitud 1. 


a. Calcule la longitud /„ de la n-ésima curva C, y demuestre 
que йт, оо Ln = 00. 


b. Determine el área A,, de la región delimitada por С, y calcule 
lím,,>00 A п. 


Curva 1 Curva 2 


Curva 3 Curva 4 


78. La figura siguiente proporciona una demostración informal de 
que Xp; (1/n?) es menor que 2. Explique qué sucede. (Fuente: 
“Convergence with Pictures”, por P. J. Rippon, American Mathe- 
matical Monthly, vol. 93, número 6, 1986, páginas 476 — 478). 


1 
| 
1 EN 
52 72 
: т 
1 il 6? 
1 
1 52 
2 
2 1 
42 
1 1 1 
2 4 
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Criterio de la integral 


Dada una serie > a,, tenemos dos preguntas: 
1. ¿La serie converge? 
2. Si converge, ¿cuál es su suma? 


Gran parte del resto de este capítulo está dedicado a la primera pregunta, y en esta sección 
le daremos respuesta realizando una conexión con la convergencia de la integral impropia 
1 р f(x) dx. Sin embargo, la segunda pregunta también es importante сото tema prácti- 
co, así que nos ocuparemos de ella más adelante. 

En ésta y las dos siguientes secciones estudiaremos series que no tienen términos ne- 
gativos. La razón de tal restricción es que las sumas parciales de estas series forman suce- 
siones no decrecientes, y las sucesiones no decrecientes que están acotadas por arriba 
siempre convergen (teorema 6, sección 11.1). Para demostrar que una serie de términos 
no negativos converge, sólo necesitamos determinar si sus sumas parciales están acotadas 
por arriba. 

A primera vista puede parecer un error que este enfoque establezca el hecho de la 
convergencia sin obtener la suma de la serie en cuestión. Seguramente sería mejor calcu- 
lar las sumas de la serie de forma directa a partir de fórmulas para sus sumas parciales. No 
obstante, en muy pocos casos se dispone de fórmulas, y en su ausencia tenemos que recu- 
rrir a un procedimiento de dos pasos, estableciendo primero la convergencia y aproximan- 
do la suma después. 


Sumas parciales no decrecientes 


Suponga que È „=; a, es una serie infinita con а, = 0 para toda n. En consecuencia, ca- 
da suma parcial es mayor o igual que su precedente, ya que Sn+1 = Sn + ap: 


51 = 5) = 53 = 0-05 5655 фу =... 


Como las sumas parciales forman una sucesión по decreciente, el teorema de la sucesión 
no decreciente (teorema 6, sección 11.1) nos dice que la serie convergerá si y sólo si las 
sumas parciales están acotadas por arriba. 


. оо 2 . . . 2 . 
Una serie > ,-¡ а, de términos по negativos converge si у sólo si sus sumas par- 
ciales están acotadas por arriba. 


EJEMPLO 1 La serie armónica 


La serie 


se denomina serie armónica. Esta serie es divergente, pero no se deduce del teorema del 
n-ésimo término. El n-ésimo término 1/n tiende a cero, pero aún así la serie diverge. La 
razón de que diverja radica en que no hay cota superior para sus sumas parciales. Para ver 
por qué, agrupe los términos de la serie en la manera siguiente: 


Il 
юе 

V 
5% 

Il 
юе 


е: 


a, fa) 
Gráfica de f(x) =L 
Ж 


2, fD) 


E 


32 35) 
РА 


ЇЕ 


N 


n 


2 


0 1 2 3 4... п-1п... 


(n, fn) 


FIGURA 11.7 La suma de las áreas de los 
rectángulos que están debajo de la gráfica 
de f(x) = 1/x? es menor que el área bajo 
la gráfica (ejemplo 2). 


Precaución 
La serie y la integral no necesitan tener 
el mismo valor en el caso de convergen- 
cia. Como se hizo notar en el ejemplo 2, 
У, 1(1/н2) = р2/6 mientras que 

99 2 
Л (1/7) ах = 1. 


11.3 Criterio de la integral 773 


La suma de los primeros dos términos es 1.5. La suma de los siguientes dos términos es 
1/3 + 1/4, que es mayor que 1/4 + 1/4 = 1/2. La suma de los siguientes cuatro térmi- 
nos es 1/5 + 1/6 +1/7 + 1/8, que es mayor que 1/8 + 1/8 + 1/8 + 1/8 = 1/2. La 
suma de los siguientes ocho términos es 1/9 + 1/10 + 1/11 + 1/12 + 1/13 + 1/14 + 
1/15 + 1/16, que es mayor que 8/16 = 1/2. La suma de los siguientes 16 términos es ma- 
yor que 16/32 = 1/2, y así sucesivamente. En general, la suma de 2” términos que finalizan 
con 1/2”*! es mayor que 2"/2"*! = 1/2. La sucesión de sumas parciales no está acotada 
por arriba: sin = 2“, la suma parcial. s, es mayor que k/ 2. La serie armónica diverge. п 


Prueba de la integral 


A continuación hablaremos de la prueba de la integral con una serie que está relacionada 
con la serie armónica, pero cuyo n-ésimo término es 1/ n?, en lugar de 1 /п. 


ЕЈЕМРІО2 ¿La serie siguiente converge? 


Solución Determinamos la convergencia de 51 1/n?) comparándola con SE 1/52) 
dx. Para realizar la comparación, consideramos los términos de la serie como los valores 
de la función f(x) = 1 e e interpretamos estos valores como las áreas de los rectángulos 
que están debajo de la curva y = 1 Jx’. 

Como muestra la figura 11.7, 


Sn Z 


КЮ 4402) + FG) ++ + Ди) 


< f(1) + L dx 
1x 


° | 
< 1+ / 3 dx 
1 X 
Como en el ejemplo 3, de la 


<1+1=2. sección 8.8, / (1/12) dx = 1. 


Así, las sumas parciales de Sil /п2евїйп acotadas por arriba (рог 2) y la serie converge. 
Se sabe que la suma de la serie es p?/6 = 1.64493. (Vea el ejercicio 16 en la sección 
11.11). m 


Sea {а„} una sucesión de términos positivos. Suponga que a, = f(n), donde fes 
una función decreciente, positiva y continua de х para toda х = N (N es un ente- 
ro positivo). Entonces, tanto la serie > ма, como la integral у, ны f(x)dx con- 
vergen, o ambas divergen. 


Demostración Establecemos la prueba para el caso N = 1. La prueba para una N gene- 
ral es similar.. 

Iniciamos con la suposición de que f es una función decreciente con f(n) = a, para 
toda n. Esto nos lleva a observar que los rectángulos de la figura 11.8a, que tienen áreas 
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(b) 


FIGURA 11.8 Sujeta a las condiciones 
de la prueba de la integral, tanto la serie 
ХУЛ 4, como la integral SES) dx 
convergen o divergen. 


41, 42,..., An, encierran, en conjunto, un área más grande que la que está debajo de la cur- 
va y = f(x) dex = lax = п + 1.Éstoes, 


n+1 


Fx) dx S a + a, +: + a. 
1 


En la figura 11.8b los rectángulos se han colocado a la izquierda en lugar de a la derecha. 
Si no consideramos el primer rectángulo (por el momento) de área a,, vemos que 
n 
а + аз +: + an = | Р(х) ах. 
1 
Si incluimos ау, tenemos 


п 
ay +а +: + й„ = а я! Р(х) ах. 
1 


Combinando estos resultados se obtiene 


п+1 


f(x)dx = а +оо + +а, = а -j f(x)dx. 
1 


Estas desigualdades se cumplen para cada n, y se continúan cumpliendo a medida que 
п э ОО, 


$1 1 нд f(x) ах es finita, la desigualdad del lado derecho muestra que Уа, también 
lo es. Si f AS f(x) dx es infinita, la desigualdad del lado izquierdo muestra que Уа, tam- 
bién es infinita. Por lo tanto, ambas, la serie y la integral, son finitas o infinitas. ш 


EJEMPLO 3 La serie p 


Demostrar que la serie p 


S1_1,1,1 1 
Бе ык а ае 


(р es un número real constante) converge, si р > 1, y diverge si р = 1. 


Solución Sip > 1, f(x) = 1/x” es una función positiva decreciente de х. Como 


99 1 оо хр?! b 
= des Paec liim | 
|. х? 1 5 бү E + | 


1 Ь?71-» оо conforme b => оо 


Pi ya que p = 1 > 0. 


de acuerdo con la prueba de Іа integral la serie converge. Enfatizamos que la suma de la 
serie p no es 1/(p — 1). La serie converge, pero no sabemos a qué valor lo hace. 
Ярч1,1-р2»0у 


°] їс > С 
| == lim (0? 1) = оо. 


De acuerdo con la prueba de la integral, la serie diverge. 
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Si p = 1, tenemos la serie armónica (divergente) 


11 1 
шы лы занш чан 
Tenemos convergencia рага р > 1 pero divergencia para cualquier otro valor de р. п 


La serie р, соп р = 1, еѕ la serie armónica (ejemplo 1). La prueba de la serie р 
muestra que la serie armónica es sólo un poco divergente; si, por ejemplo, aumentamos 
p a 1.000000001, ¡la serie es convergente! 

La lentitud con que las sumas parciales de la serie armónica se aproximan a infinito 
es impresionante. Por ejemplo, para que las sumas parciales sean mayores que 20, es ne- 
cesario tomar aproximadamente 178,482,301 términos. A una calculadora le tomaría va- 
rias semanas realizar una suma con tantos términos. (Vea también el ejercicio 33b). 


EJEMPLO 4 (па serie convergente 


De acuerdo con la prueba de la integral, la serie 


со 


1 
1 n + 1 


converge. La función f(x) = 1/(х2 + 1) es positiva, continua y decreciente рага х 2 1, у 


1 b 
ах = lím ¡arctan 
/ ОшТ Т йо [ xhi 


= іт [arctan b — arctan 1] 


b=00 
-P_P_P 
2 4 4 


Aclaramos nuevamente que p/4 no es la suma de la serie. La serie converge, pero по co- 
nocemos el valor de su suma. п 


La convergencia de la serie que se presentó en el ejemplo 4 también puede verificar- 


9 + 2 .. . 
se comparándola con la serie >,1/n”. Las pruebas de comparación se estudian en la sec- 
ción siguiente. 


EJ ERCICIOS 11.3 


r тр . А : 58 В ая 52 a 
Determinación de convergencia о divergencia 10. х Inn 11. 2 12. Ут 5 
¿Cuáles de las series indicadas en los ejercicios 1 a 30 convergen, y n=22 n =13 14 +3 
cuáles divergen? Justifique sus respuestas. (Cuando compruebe una 28 20) оо 1 2 ол 
respuesta, recuerde que existe más de una forma de determinar la 13. 2, п +1 14. 24 2n= 1 15. 2 wti 


convergencia y la divergencia de las series). 


8 
8 


ыр каты] е 6. >, тв Sa (In 2)" 2. 5 a (п F 


п=1 
(1/п) 


= п=2 3 (Inn)2 Inn — 1 ате п(1 + 12 п) 
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23. Ў, п sen 1 24. ` n tant 


п=1 п= 
оо п оо 
е 2, 
25. 26. 
> 1+ e” 2 Lie” 
оо = оо 
8їап їл п 
27. 28. 
1+»? 2 п? +1 
оо оо 
29. >, sec n 30. У ѕес2 п 
n=1 n= 


Teoría y ejemplos 
¿Para qué valores de a, si los hay, convergen las series de los ejerci- 
cios 31 y 32? 


= а 1 Е 1 2а 
(у-у) 2 5 (H-7) 


п=1 


33. а. Haga un dibujo como el de las figuras 11.7 y 11.8, para de- 
mostrar que las sumas parciales de la serie armónica satisfacen 
las desigualdades 


Цин! 
| = 1 | 1 | | 1 
In (n Т 1) | х: 4х =l+ 2 roota 


n 
Ник 
|? 


b. No hay evidencia absolutamente empírica de la divergencia 
de la serie armónica, aunque sabemos que diverge, ya que las 
sumas parciales crecen muy lentamente. Para entender qué 
queremos decir con esto, suponga que el proceso de suma ini- 
сіб еп sı = 1 hace 13 mil millones de años, el día en que se 
creó el universo, y que se suma un nuevo término cada segun- 
do. ¿Qué tan grande sería el valor de la suma parcial s, el día 
de hoy, suponiendo años de 365 días? 


34. ¿Existen valores de х para los que У,“ 1(1/(пх)) converja? Justi- 
fique su respuesta. 


35. ¿Es cierto que si хаа a, es una serie divergente, también es di- 
vergente una serie de números positivos con №, < а, para toda 
п? ¿Existe una serie divergente de números positivos que sea “la 
más pequeña”? Justifique sus respuestas. 


36. (Continuación del ejercicio 35). ¿Existe una serie convergente de 
números positivos que sea “la más grande”? Explique. 


37. La prueba de condensación de Cauchy EIl criterio de conden- 
sación de Cauchy dice: sea (a,) una sucesión no decreciente 
(a, > а,+ para toda п) de términos positivos que converge a 0. 
Entonces, Xa, converge si y sólo si >2”a3 converge. Por ejem- 
plo, *(1/n) diverge, уа que >2”*(1/2") = > 1 diverge. De- 
muestre por qué esta prueba funciona. 

38. Utilice la prueba de condensación de Cauchy, mencionada en el 
ejercicio 37, para demostrar que 


оо 


а. diverge; 


5 пап 


оо 


b. ру > converge si p > 1 y diverge si р = 1. 


n=1 


39. Serie p logarítmica 


a. Demuestre que 


/ а (р es una constante positiva) 
2 х(шх)? 


converge si y sólo si p > 1. 
b. ¿Qué implicaciones tiene el hecho señalado en el inciso (a) 
con respecto a la convergencia de la serie 


00 


1 
n=2 п(1п п)? 1 


Justifique su respuesta. 


40. (Continuación del ejercicio 39.) Utilice el resultado del ejercicio 
39 para determinar cuáles de las series siguientes convergen y 
cuáles divergen. Justifique su respuesta en cada caso. 


оо оо 


1 1 
а. Д — 
E nn п) © n(ln n)! 
3 1 S 1 
с. =s d. 
2, п1п (п?) 2 п(1п п)? 


41. Constante de Euler Las gráficas como las de la figura 11.8 su- 
gieren que cuando n aumenta hay poco cambio en la diferencia 
entre la suma 


y la integral 


Inn = | 1 ах. 


Para explorar esta idea, realice los pasos siguientes. 


a. Tomando f(x) = 1/х еп la demostración del teorema 9, de- 
muestre que 


In (n + 1) < 1 4 +1 + и 
o 
1 1 
0< (и + 1) – Ши=1+5 +6 п 1, 


Por lo tanto, la sucesión 


а=1+у+ + Inn 


está acotada por abajo y por arriba. 


b. Demuestre que 


1 ты | 
< = | 
pao | y dx =ln(n + 1) — Inn, 


y utilice el resultado para comprobar que la sucesión [a,) del 
inciso (a) es decreciente. 


11.4 Pruebas de comparación 177 


Como una sucesión decreciente que está acotada por abajo con- guna otra expresión con una ley de formulación sencilla ha sido 
verge (ejercicio 107 de la sección 11.1), los números а, definidos encontrada para 9. 


en el inciso (a) convergen: 


42. Utilice el criterio de la integral para demostrar que 


Inn—= д. СИР 
хєх 
5 п=0 
El número 9, cuyo valor es 0.5772... , se Пата constante de Eu- 
ler. En contraste con otros números especiales, como p y e, nin- converge. 


E ў E Ч Pruebas de comparación 


BIOGRAFÍA HISTÓRICA 


Albert de Sajonia 
(ca. 1316-1390) 


Hemos visto cómo determinar la convergencia de series geométricas, series p y algunas 
otras. Podemos probar la convergencia de muchas más series comparando sus términos 
con los de una serie cuya convergencia sea conocida. 


TEOREMA 10 Prueba de comparación 

Sea Ха, una serie con términos no negativos. 

(a) Xa, converge si existe una serie convergente Ус, , con а, = с, para toda 
n > N, para algún entero N. 


(b) Ха, diverge si existe una serie divergente de términos no negativos Ул, 
con аһ = 4, para toda п > N, para algún entero N. 


Demostración En la parte (a), las sumas parciales de Ха, están acotadas por abajo por 


Por lo tanto, forman una sucesión no decreciente con un límite L < M. 
En el inciso (Б), las sumas parciales de > a, no están acotadas por arriba. Si lo estu- 
vieran, las sumas parciales para > d, estarían acotadas por 


со 
M=d+d+ o +dy+ Y а, 
n=N+1 


y *d, tendría que converger en lugar de divergir. п 


ЕЈЕМРІО 1 Aplicación de la prueba de comparación 


(a) La serie 
Y > 
¿E 57 1 


diverge, ya que su n-ésimo término 


5 1 1 
5-1 ..1“ л 
5 


п 


es mayor que el n-ésimo término de la serie armónica, que es divergente. 
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(b) La serie 


(с) 


1 1,1 1 
ТАТТИ 


converge, ya que todos sus términos son positivos y menores que o iguales a los co- 
rrespondientes términos de 


| bs dl 
1+ У =1+1+>+ ++. 
2, 272 


La serie geométrica del lado izquierdo converge, y tenemos 


S1 1 
1+ Хэ-14 = 
El hecho de que 3 sea una cota superior para las sumas parciales de ®у—р(1/п!) 


no significa que la serie converja en 3. Como veremos en la sección 11.9, la serie 
converge a e. 


3. 


La serie 


A ыг Бэр A 


3 7 2+21 4+22 8+23 23-02 


converge. Para comprobarlo, ignoramos los primeros tres términos y comparamos el 
resto con los de la serie geométrica convergente X -p(1/2"). El término 1/(2" + 
2 n) de la sucesión truncada es menor que el término correspondiente, 1/2” de la se- 
rie geométrica. Como se puede ver, término a término tenemos la comparación, 


AA A. эээ 
221 44923 8423 8 


De manera que la serie truncada y la serie original convergen por una aplicación de la 
prueba de comparación. п 


Prueba de comparación del límite 


Ahora analizaremos una prueba de comparación particularmente útil en series en las que 
a, es una función racional. 


TEOREMA 11 Prueba de comparación del límite 
Suponga que a, > 0 yb, > 0 para todan = N (N es un entero). 


a : 
1. Si lím = = c > 0, tanto Уа, y Xb, convergen, o ambas divergen. 
n—>00 Vn 


2. Si lím F Оу Хр, convergen, Уа, también lo hace. 
n—> Ор 
3. Si lím fn =00 у Хр, divergen, Ха, también lo hace. 
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Demostración Probaremos la parte 1. Las partes 2 y 3 se dejan como ejercicios 37 
(a) y (b). 


Сото c/2 > 0, existe un entero N tal que para toda n 


La definición de límite con 


а, 
n>N > ы с| < - | є = c/2,L = с, y a, reemplazado 
bn por а„/Б,„ 
En consecuencia, paran > N, 
al < 
С 
2 р, 22 
С аһ Зс 
2 р, 2.7 


Si Ур, converge, >,(3с/2)Б„ y Ха, también lo hacen, de acuerdo con la prueba de com- 
paración directa. Si Ур, diverge, según la prueba de comparación directa У (с/2)Ь, y 
> a, también lo hacen. ш 


EJEMPLO 2 Uso de la prueba de comparación del límite 


¿Cuáles de las series siguientes convergen y cuáles divergen? 


(a) 193303809-Х825-Ха 7: 
(b) +++ te Жз 

(©) сели, 1 зэс 1 A 515 ш 
Solución 


(a) Sea a, = (2n + 1)/(n? + 2n + 1). Como los términos principales dominan para n 
grande, esperamos que а„ se comporte como 2n/ п? = 2/n de manera que b, = 1/n. 


Como 
со о 1 
bn = Y п diverge 
n=1 n=1 
y 
> An 2 202 + п 
lím = іт 5 - 2, 
пг-» ОО Uy n>00 и + 2n + 1 


según la parte 1 de la prueba de comparación del límite, Ха, diverge. También ро- 
dríamos haber utilizado Эд = 2/n, pero 1/n es más sencillo. 
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(b) Sea a, = 1/(2" — 1). Para n grande, esperamos que а, se comporte сото 1/2”, así 
que tomamos р, = 1/2”. Como 
со Ш оо 1 
X bn = >, эп Converge 
п=1 п=1 2 
y 
1 ад lí 2” 
„300 Bn aoo 1 


lím 


1 
TL — (1/2) 


= 1, 


De acuerdo con la parte 1 del criterio de comparación del límite, Уа, converge. 


(с) Sea a, = (1 + ninn)/(n? + 5). Para n grande, esperamos que a, se comporte como 
(n In n)/n? = (In n)/n, que es mayor a 1/n paran > 3,, así que tomamos b, = 1/n. 


Como 


y 
: 1 п + пап 
lím = lím 5 
п-эоо Од n>% ц? + 5 
= 00 4 
por la parte 3 de la prueba de comparación del límite > a, diverge. п 


ЕЕМР103 ; У, пи converge? 
п=1 N 


Soluciones 
tiva c (ejercicio 91, sección 11.1), esperaríamos tener 
Inn _ n! 1 


2 2 
32 7-2 n’ 


рага n suficientemente grande. En realidad, tomando an 


tenemos 
а: O 
їг» ОО bn n—>o00 п!/* 


Ё 1/п 
= ШП 
n>% (1/4)п 3/4 


ЕЕ. — 
Его 


Puesto que In n crece más lentamente que п“ рага cualquier constante posi- 


= (Inn)/n?? y ba = 1/n%, 


Regla de L Hôpital 


Como $b, = X(1/n%*) (una serie p con р > 1) converge. Ya, converge, según la par- 


te 2 de la prueba de comparación del límite. 
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EJ ERCICIOS 11.4 


Determinación de convergencia o divergencia 


¿Cuáles de las series indicadas en los ejercicios 1 a 36 convergen y 


cuáles divergen? Justifique sus respuestas. 


> 1 < 3 X ѕеп2п 
Lanza Ansa 202 
a Y A єў. 
З2 тт Эк? 
10. > e 11. > шал 12. > ш 
оо оо 1 2 оо 
з. Y : m | 14. Y ma 15. Ул -Ч, 8 
ы 2 (1 ny + п=? EA ® 2 (1 Тл, 
E 1 КУ; СЕ 
19. > 2 20. » a 17 21. > Еа 
22. > Еч 23. > = A, > 24 S l 
25. 5 sen 26. У tan 1 


з 
\ 
1 


10n + 1 в. У. 5n? — Зп 


AENA 2 nn 22 + 5) 


Mae 1048 


tan їл S sec n = cotn 
29. ЭР 30. X == З >,» 
n=1 -R п=1 Л n=1 П 
оо оо оо => 
2 
a у а 33. )—— ay 
n=1 Nn n=1 n2 п п=1 ИГ 
2 1 = 1 
35. 2142434- +п шы жтт. 


Teoría y ejemplos 


37. Pruebe (a) la parte 2 y (b) la parte 3 de la prueba de comparación 


del límite. 


38. 


39. 


40. 


$ 00 $ 2 . 

Si Х,а, es una serie convergente de números no negativos, 
¿qué puede decir acerca de У, (а/п)? Explique. 

Suponga que a, > 0 y ba > O paran = N (N es un entero). Si 
Пт, о (а„/Б„) = оо y Ха, converge, ¿qué puede decir respec- 
to de > b,? Justifique su respuesta. 

Demuestre que si > a, es una serie convergente de términos no 
negativos, entonces Хуа, converge. 


EXPLORACIÓN CON COMPUTADORA 


41. 


Aún no se sabe si la serie 


converge o diverge. Utilice un software matemático para explorar 
el comportamiento de la serie, realizando los pasos siguientes. 


п? sen? n 


a. Defina la sucesión de sumas parciales 


E 1 


Sk = oh 
ДЕ n? sen? п 

¿Qué sucede cuando se trata de determinar el límite de sp con- 
forme k— 00 ? ¿Puede su software matemático determinar 
una respuesta en forma cerrada para este límite? 


b. Grafique los primeros 100 puntos (k, sx) para la sucesión de 
sumas parciales. ¿Parece que la serie converge? ¿Cuál cree 
que sea el límite? 


с. Ahora Grafique los primeros 200 puntos (К, sx). Analice el 
comportamiento y explíquelo. 


а. Grafique los primeros 400 puntos (k, sx). ¿Qué sucede cuan- 
do К = 355? Calcule el número 355/113. Con base en sus 
cálculos, explique qué sucedió en k = 355. ¿Para qué valores 
de k pronosticaría que este comportamiento pueda ocurrir 
nuevamente? 

Para conocer un interesante análisis de esta serie, consulte el capí- 

tulo 72 de Mazes for the Mind, de Clifford A. Pickover, St. Маг- 

tin's Press, Inc., Nueva York, 1992. 


Е Ё ны Pruebas de la raíz y de la razón 


La prueba de la raíz mide la tasa de crecimiento (o disminución) de una serie examinando 


la razón 4, +1/4p. 


En el caso de una serie geométrica Хаг” 


, esta razón es una constante 


((ar”*!)/(ar”) = т), y la serie converge si y sólo si su razón, en valor absoluto, es menor 
que 1. La prueba de la razón es una poderosa herramienta para ampliar ese resultado. En la 
siguiente página la probamos por medio de la prueba de comparación. 
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Sea Ха, una serie con términos positivos y suponga que 


Entonces, 


(a) la serie converge si Г < 1, 
(Б) la serie diverge si Г > 1 оГ es infinito, 


(c) el criterio no es concluyente si r = 1. 


Demostración 


(a) 


(b) 


R < 1. Sea г un número entre r y 1. Entonces el número є = r — Г es positivo. Como 


@п+1 
ал 


-2Г, 


аһ+1/аһ debe estar entre e у Г cuando n es suficientemente grande, digamos рага to- 
dan = N. En particular, 


An+1 
An 


<r+e=r, cuando n = №. 


Esto es, 
AN+1 < тау, 


ay+2 < Fayy] < r?an, 


ауү+з < YAN+2 < rĉay, 


m 
AN+m < Тах-т-1 < г ау. 


Estas desigualdades muestran que los términos de nuestras series, a partir del V-ésimo 
término, se aproximan a cero más rápidamente que los términos de una serie geomé- 
trica con razón r < 1. Con mayor precisión, considere la serie *c,, , en donde 
Cn = а, paran = 1, 2,...,М№ y Cy+1 = ғар, CN+2 = Раа н = Fayn 
Ahora а, = с, рага toda n, y 


оо 
Y c, = а + аз ++ + ay-1 + ay + ray + гау + 


п=1 


=a +a ++ ay- + ад(1 ++ г? +). 


La serie geométrica 1 + r + r? + ---converge, ya дие |r| < 1, así que Èc, conver- 
ge. Como an = Cy, Ха, también converge. 


1 < R s оо, A partir de cierto índice M, 


An+1 
n > 


An 1 у ам < Aq+1 < ам+2 «ос. 


Los términos de la serie no se aproximan a cero conforme n se vuelve infinita y, de 
acuerdo con la prueba del n-ésimo término, la serie diverge. 
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(с) К = 1. Las dos series 


muestran que debe utilizarse alguna otra prueba de convergencia cuando r = 1. 


кы 1 @п+1 1/(п 2 1) п 
рага У) 5: aa үл == > |. 


21) Фан Ми+1)? "аг" 
para У, ~z: an 1/1 ЕЕ СЕЧІ са. 


En ambos casos Г = 1, pero la primera serie diverge, mientras que la segunda соп- 

verge. п 

La prueba de la razón suele ser efectiva cuando los términos de una serie contienen 
factoriales de expresiones que incluyen a n, o expresiones elevadas a un exponente que in- 
cluye ал. 


EJEMPLO 1 Aplicación de la prueba de la razón 


Investigue la convergencia de las series siguientes. 


со п оо 2) ! со п 
(a) 255 b) Хн (©) y nin! 


п\п! E (20) 


Solución 


(a) Para la serie Xpo (2 + 5)/3", 


бү _ (О! +5)/3""" a ] h + 527) , 


а (09+ 5)/37 3 245 3 \1+5-.2" 


La serie converge, ya que Г = 2/3 es menor que 1. Eso no significa que 2/3 es la su- 
ma de la serie. De hecho, 


оо 


22355 LA 2503 1 5 21 
>, 3" - Š (0 + tim 


п=0 п 


п)! (2n + 2)! 


>. (2n) Е 
(9) Si a, = "РТ ‚ entonces а„+1 (n + (т + D)! y 


ani п\п!(2п + 2)(2п + 1)(2n)! 
an (п+ 1)!(я + DION)! 


_ Оп + 2)(2п +1) 4-2 


(п + 1)(п + 1) п+ 1 Б 


La serie diverge, уа que Г = 4 es mayor que 1. 


(с) Si а, = 4"п!п!/(2п)!, entonces 


ап+1 4" (п + 1) (41) ‚ (2n)! 
ап (2n + 2)Qn + 1)Qn)! 4"п!п! 


_ 4(а+1)(п+1) 2-1) 
(2п + 2)(2п + 1) 2n +1 
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Puesto que el límite es Г = 1, no podemos decidir 51 la serie converge a partir de la 
prueba de la razón. Cuando observamos que а, +1/4, = (2n + 2)/(2n + 1), conclui- 
mos que а, у Siempre es mayor que ал, ya que (2n + 2)/(2n + 1) siempre es mayor 
que 1. Por lo tanto, todos los términos son mayores que o iguales a ај = 2, y el n-ési- 
mo término no se aproxima а cero conforme n —> оо. La serie diverge. п 


Prueba de la raíz 


Las pruebas de convergencia que tenemos hasta ahora para Ха, funcionan mejor cuando 
la fórmula para a, es relativamente sencilla. Pero considere lo siguiente. 


п/2", п impar 


1/2” мөн 4 Ха, converge? 


ЕЈЕМРІО2 Seaa, = ( 


Solución Escribimos varios términos de la serie: 


= 1,1,3,1, 5,1 7 
„== +-—у dd p pa 

Дауи з 

tabs Ls Е 
MADE ш ш 12017615 


Es evidente que ésta по es una serie geométrica. El n-ésimo término se aproxima a cero 
conforme n —> 00, así que no sabemos si la serie diverge. La prueba de la integral no pa- 
rece prometedora. La prueba de la razón produce 


1 | 
222 n impar 
Яп+1 2 2n 
an п+ 1 4: 
223 4: 


A medida que n —> 00, la razón es grande y pequeña en forma alternada, y no tiene límite. 
Una prueba que responderá la pregunta (si la serie converge), es la prueba de la raíz. 
ш 


TEOREMA 13 Prueba de la raíz 
Sea Ха, una serie con а, > 0 paran > М, y suponga que 
иш Za, = г. 


n—>00 
Entonces 


(a) la serie converge 81 Г < 1, 


(Б) la serie diverge sir> losi r > 1 оГ es infinita, 


(с) la prueba no es concluyente Г = 1. 


Demostración 


(а) R < 1. Elijamos una є > 0 tan pequeña que Г + є < 1. Como 2 a, э Г, los tér- 
minos 2 a, terminan por aproximarse más a e que a r. En otras palabras, existe un 
índice М = N tal que 


Za, <r+e cuando n = M. 


(b) 


(с) 
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Entonces también es cierto que 


an < (Т + e)” paran = M. 


È 00 . o РА 
Ahora bien, У-у (Г + є)", una serie geométrica con razón (Г + є) < 1, conver- 
ge. Por comparación, © „=m a, converge, de lo cual podemos concluir que 


со 


оо 
S an = ар Fet dyg-1 + S an 
n=1 n=M 


converge. 
1 < R = оо, Para todos los índices posteriores a algún entero M, tenemos 2 a, 
>1, de modo que a, > 1 paran > М. Los términos de la serie no convergen a cero. 
De acuerdo con la prueba del n-ésimo término, la serie diverge. 
. оо оо 

А = 1. La series У, (1/п) у Ў, (1/n?) muestran que la prueba no es conclu- 
yente cuando r = 1. La primera serie diverge y la segunda converge, pero en ambos 
casos 2 а, > 1. п 


EJEMPLO 3 Aplicación de la prueba de la raíz 


¿Cuáles de las series siguientes convergen y cuáles divergen? 


"> y» o 3 ( ! у 
п=1 i n=1 n? n=1 1+п 
Solución 
X p? до (128 a 
(а) П converge, ya que "2 = £ = > = < 1. 
2 2 ве, ya q B 2 2 2" 2 2 
ы 2" „ 2” 2 2 
b = diverge, porque = — > = > |, 
O 2 ве, porque y = EN 
(c) 5 шаг Коше porque ” l | Бран >» 0 < 1 и 
æ nl tn ? В \1+п 1+п ` 


EJEMPLO 2 Nueva visita 


Sea a, = e тира 


i >an converge? 
1/2", п раг $ 


Solución Aplicamos la prueba de la raíz, y determinamos que 


= ( 2 п/2, n impar 
2 a, = 
1/2, n par 


Por lo tanto, 


31 


1 
25 


Como 2 n= 1 (sección 11.1, teorema 5), tenemos йт, 002 а, = 1 /2 según el teorema 
del sandwich. El límite es menor que 1, así que, de acuerdo con la prueba de la raíz, la se- 
rie converge. ш 
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EJ ERCICIOS 11.5 


Determinación de convergencia o divergencia 


¿Cuáles de las series indicadas en los ejercicios 1 a 26 convergen y 
cuáles divergen? Justifique sus respuestas. (Cuando compruebe sus 
respuestas, recuerde que existe más de una manera de determinar la 
convergencia o divergencia de las series). 


1. > 23 2. Хэв ý 

3: Sar e 4, у: E 
т e 3 (052) 
> © Жэ 
-30- | la) 
io a 

13. У = 4) 14. > G > 4) 

n21 n n= n 

15. хэл 16. > "пи 

17, урааа 18. Же) 

19. 5 а. 20. > тит 
21. > то 22. 2 mi 
УТ, = те 


¿Cuáles de las series Ne 1 аһ definidas por las fórmulas de los ejerci- 
cios 27 a 38 convergen y cuáles divergen? Justifique sus respuestas. 


1 + senn 
27. а = 2, Айр = р л 

1 + tan! л 
28. а = 1, 2755 Мин п п 

_1 _ Зп = 1 
29. а 3? аһ+1 2n + 54 
п 

30. a = 3, а = тр 


2 
31. а = 2, аһ+1 = 7 An 


32. а = 5; а+1 = 28 
1t 
33. а = 1, An+1 = m n 
21 _ п+1пп 
34. a 2? An+1 п + 10 ад 
1 2 
35. а = 3° а+1 = 2 аһ 
= 1 = Цин! 
36. а = 2” аһ+1 = (a) 
2"п!т! 
7. аһ = 
37. а= олу 
үрээ (30) 
» dn 


n!(n + 1)!(п + 2)! 


¿Cuáles de las series indicadas en los ejercicios 39 a 44 convergen у 
cuáles divergen? Justifique sus respuestas. 


со (п1)" оо (п!)" 
41. а 42. т 
2, 2017 2 2") 
2 1:3---44(20-01) 
ын 2 47271! 
со 1-3-----(Qn— 1) 
is 2 [2-4- <+- + (2п)](3" + 1) 


Teoría y ejemplos 
45. Ni la prueba de la razón ni la de la raíz nos ayudan a definir la 
convergencia o divergencia de las series p. Inténtelo con 


y demuestre que ninguna de las pruebas señaladas proporcionan 
información clara al respecto. 


46. Demuestre que ni la prueba de la razón ni la de la raíz proporcio- 
nan información acerca de la convergencia de 


оо 


1 
= constante). 
my C ) 
n/2", si n es un número primo 
47. Sea T . Р 
1/2”, en caso contrario. 


¿2a, converge? Justifique su respuesta. 
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Series alternantes, convergencia absoluta 
y convergencia condicional 


Las series cuyos términos son positivos y negativos en forma alternativa se denominan 
series alternantes. 
He aquí tres ejemplos de este tipo de series: 


1,1l _ 1,1 (cp 
йс a пел A к= зав (1) 

1,1_1 (—1)"4 
DAA ш чалх за (2) 
П З еа ае АЕ вер) уара (3) 
La serie (1), llamada serie armónica alternante, converge, сото veremos un poco 
más adelante. La serie (2), una serie geométrica con razón г = —1/2, converge а 
—2/[1 + (1/2)] = -4/3. La serie (3) diverge, ya que el n-ésimo término no se aproxima 

a cero. 


Para probar la convergencia de la serie armónica alternante, emplearemos una aplica- 
ción de la prueba de la serie alternante. 


TEOREMA 14 Prueba de la serie alternante (teorema de Leibniz) 
La serie 


оо 


(Da, = ц — ш + из — Ua +... 


n=1 
converge si se satisfacen las tres condiciones siguientes: 
1. Todas las u,'s son positivas. 


2. и, > Un+¡ para todan = №, para algún entero N. 


3. и, 0. 


Demostración Si л es un entero par, digamos п = 2m, la suma de los primeros n tér- 
minos es 


52т T (ш ин u2) + (из юэ u4) P oa (иэт-1 т Uzm) 


= Ці (u2 из) (ид us) а (u2m-2 ын Идрт-1) T Ит. 


La primera igualdad muestra que s,,, es la suma de т términos no negativos, ya que cada 
término entre paréntesis es positivo o cero. En consecuencia, S2m+2 = S2m, y la sucesión 
[s2m) es no decreciente. La segunda igualdad muestra que S2m = u1. Como {S2m} es no 
decreciente y está acotada por arriba, tiene un límite, digamos 
lím 52т 7 L; (4) 
тг-» ОО 
Si n es un entero impar, digamos n = 2m + 1, la suma de los primeros п términos es 
S2m+1 = S2m + U2m+1- Ya que un > 0, 
lím U?m+1 7 0 
m—>00 


y, conforme т —> ОО, 
S2m+1 77 52т + U2m+1 >L+0=L. (5) 


Combinando los resultados de las ecuaciones (4) y (5) se obtiene lím s, = L (sección 
n—>Ħ0 


11.1, ejercicio 119). ш 
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t. >x 
0 52 5 L 53 $1 


FIGURA 11.9 Las sumas parciales de una 
serie alternante que satisface las hipótesis del 
teorema 14 рага № = 1, oscilan alrededor 
del límite desde el principio. 


EJEMPLO 1 La serie armónica alternante 


со 


п+1 1 1 1 1 ПЕ 
2 о Б а 
satisface los tres requisitos del teorema 14 conN = 1; por lo tanto, converge. п 


Una interpretación gráfica de las sumas parciales (figura 11.9) muestra cómo una se- 
rie alternante converge a su límite /, cuando se satisfacen las tres condiciones del teorema 
14 con N = 1. (En el ejercicio 63 se pide dibujar el caso N > 1). A partir del origen del 
eje х, establecemos la distancia sı = ш. Para determinar el punto correspondiente 
52 = ці — из, regresamos una distancia igual a из. Ya que и = u1, no regresamos más 
allá del origen. Continuamos de esta manera el vaivén, regresando y avanzando conforme 
los signos de la serie lo demanden. Pero para n = N, cada paso de avance o retroceso es 
más pequeño (o cuando mucho del mismo tamaño) que el anterior, ya que ил+1 = Un. Y 
como el n-ésimo término se aproxima a cero a medida que n aumenta, el tamaño del paso 
en cualquier sentido se hace cada vez más pequeño. Oscilamos cruzando el límite L, y la 
amplitud de la oscilación tiende a cero. El límite L está entre cualesquiera dos sumas su- 
cesivas Sn y Sn+1 y, por lo tanto, difiere de s, en una cantidad menor que ил+1. 

Ya que 


|L = sy] < ил paran > N, 


podemos hacer estimaciones adecuadas de las sumas de series alternantes convergentes. 


TEOREMA 15 Теогета de estimación para series alternantes 
Si la serie alternante 2 (-1)"*ly, satisface las tres condiciones del teorema 
14, paran = N, 


Sn Z Ц И2 et e (Da, 


se aproxima a la suma /, de la serie con un error cuyo valor absoluto es menor 
que u,+1, el valor numérico del primer término que no se utiliza. Además, el re- 
siduo, L — s,, tiene el mismo signo que el primer término que no se utiliza. 


La verificación del signo del residuo se verá en el ejercicio 53. 


EJEMPLO 2 А continuación pondremos a prueba el teorema 15 en una serie cuya su- 
ma conocemos: 


1 
256 


л, ү 1 111,1 1 1 1 
20172-1-2547-87167 a'a 128 


|+ 


El teorema dice que si truncamos la serie después del octavo término, prescindimos de un 
total que es positivo y menor que 1/256. La suma de los primeros ocho términos es 
0.6640625. La suma de la serie es 


1 _—1_2 
1 = (=1/2) 3/2 3 


La diferencia, (2/3) — 0.6640625 = 0.0026041666... , es positiva y menor que (1/256) 
= 0.00390625. н 
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Convergencia absoluta y convergencia condicional 


DEFINICIÓN — (Convergencia absoluta 


Una serie >a, converge absolutamente (es absolutamente convergente) si la 
serie correspondiente de valores absolutos, >| а, |, converge. 


La serie geométrica 


converge absolutamente, ya que la serie correspondiente de valores absolutos 


1, 1,1 
15533 93509300 
2 4 8 
converge. La serie armónica alternante no converge absolutamente. La serie correspon- 


diente de valores absolutos es la serie armónica (divergente). 


DEFINICIÓN Convergencia condicional 
Una serie que converge, pero no lo hace de manera absoluta, converge condicio- 
nalmente. 


La serie armónica alternante converge condicionalmente. 

La convergencia absoluta es importante por dos razones. En primer lugar, tenemos 
buenas pruebas para la convergencia de series de términos positivos. Además, 81 una serie 
converge absolutamente, sabemos de inmediato que converge. Esto respalda la validez del 
teorema siguiente. 


оо 


оо 
51 5 |an | converge, Жа, también lo hace. 


n=1 n=1 


Demostración Para cada n, 


-|ал| = an S | ад > así, 0 = аһ + |а, | = 2|а,|. 
Si Хус: |а, | converge, Y ,,=1 2а, | también lo hace у, de acuerdo con la prueba de compa- 
ración directa, lo mismo sucede con la serie no negativa ее п=1 (аһ + |а, |). Ahora la igual- 
dad а, = (a, + |а,|) — |a, | nos permite expresar ЫР п=1 ад Como la diferencia de dos se- 


ries convergentes: 


оо оо оо 
а= У (an + |а| — |an]) ш У (an + |ar|) — Y janl 


n=1 n=1 n=1 n=1 


00 
Por lo tanto, > ,=1 4, converge. ш 
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PRECAUCIÓN Podemos reformular el teorema 16 diciendo que toda serie absolutamente 
convergente converge. Sin embargo, el recíproco es falso. Muchas series convergentes no 
son absolutamente convergentes (como la serie armónica alternante del ejemplo 1). 


EJEMPLO 3 Aplicación de la prueba de convergencia absoluta 


- п+1 1 1 1 1 Da 1 
(a) En el caso de > ( 1) 52 1 4 + 9716 + +++, la serie de valores absolu- 


tos correspondiente es la serie convergente 


n=1 


Т 1.1. 
2 ае те 


La serie original converge, ya que es absolutamente convergente. 


со 
1 2 | 
(b) En el caso de У, зеп = 21 + a + ха? + +++, la serie de valores absolutos 
n=1 M 
correspondiente es 
рота [sen 1 | |sen 2 | 
y | = +, 
п=1| M 1 4 


que, según la prueba de comparación соп у-ү (1/n?) , converge, уа que|senn| = 1 
para toda n. La serie original converge absolutamente; por lo tanto, converge. п 
EJEMPLO 4 бепе palternante 


Si р es una constante positiva, la sucesión (1/n”) es una sucesión decreciente con límite 
cero. Por lo tanto, la serie p alternante 


- 


оо -1 
2017 1,1 _ 1 
2 п? орди ДР, PO 
n= 
converge. 
Si р > 1, la serie converge absolutamente. 510 < р = 1, la serie converge condi- 


cionalmente. 


Convergencia condicional: 1 = +} = ке 


Conversión absoluta: 1 237 + 33/2 PR de scans o 


Reordenamiento de la serie 


TEOREMA 17 El teorema de reordenamiento para una serie 
absolutamente convergente 

51 Бо | a, converge absolutamente, y si b1, b>,..., Db,,...es cualquier reordena- 

miento de la sucesión {а}, Ур, converge absolutamente у 


оо оо 
рэ = S ал. 
п=1 п=1 


(Vea el ejercicio 60 para conocer un bosquejo de la demostración). 
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EJEMPLO 5 Aplicación del teorema de reordenamiento 


Como vimos en el ejemplo 3, la serie 


1,1 1 1 
1-1450716 67277060 
converge absolutamente. Un posible reordenamiento de los términos de la serie podría 
iniciar con un término positivo, luego dos términos negativos, después tres términos posi- 
tivos, luego cuatro términos negativos, y así sucesivamente. Después de k términos de un 
signo, tomamos k + 1 términos del signo opuesto. Los primeros términos de tales series se 
ven como esto: 


+... 
п? 


Lo l 1l л 1 11 1 
1<771679 725740 38 6 10 mm 


El teorema de reordenamiento dice que ambas series convergen al mismo valor. En este 
ejemplo, probablemente hubiéramos cambiado con gusto la primera serie por la segunda 
de saber que eso era posible. Podemos hacer algo aún mejor, ya que la suma de cualquie- 
ra de las series es igual a 


n=1 (2n ян 1)? n=1 (2ny? ! 
(Vea el ejercicio 61). | 


Si reacomodamos una infinidad de términos de una serie condicionalmente conver- 
gente, podemos obtener resultados que están muy lejos de la suma de la serie original. He 
aquí un ejemplo. 

EJEMPLO 6 Reordenamiento de la serie armónica alternante 


La serie armónica alternante 


puede reacomodarse para que sea divergente, o bien para alcanzar cualquier suma pre- 
asignada. 


(a) Reordenamiento de >ул—\(—1)"*!/п para que diverja. La serie de términos 
> [1/(Qn = 1)] diverge a +оо y la serie de términos >(—1/2n) lo hace a — оо. No 
importa en dónde inicie la serie de términos impares, siempre podemos sumar sufi- 
cientes términos positivos para obtener una suma arbitrariamente grande. En cuanto a 
los términos negativos sucede algo similar: sin importar en dónde iniciemos, podemos 
sumar suficientes términos pares consecutivos para obtener una suma negativa arbi- 
trariamente grande en valor absoluto. Si quisiéramos, podríamos iniciar sumando los 
términos impares hasta tener una suma mayor a, digamos, +3, y luego suficientes tér- 
minos negativos consecutivos para tener un total menor que —4. Después podríamos 
sumar suficientes términos positivos para hacer el total mayor que +5 y seguir con 
términos negativos no utilizados para hacer un nuevo total menor que —6, y así suce- 
sivamente. De esta manera podríamos hacer las oscilaciones arbitrariamente grandes 
en cualquier dirección. 


(b) Reordenamiento de Уу» (= 1)" !/п para que converja а 1. Otra posibilidad es cen- 
trarse en un límite particular. Suponga que tratamos de obtener sumas que converjan a 
1. Iniciamos con el primer término, 1/1, y restamos 1/2. A continuación sumamos 
1/3 y 1/5, lo cual regresa el total a 1 o más. Luego sumamos términos negativos con- 
secutivos hasta que el total sea menor que 1. Continuamos de esta manera y, cuando la 
suma sea menor que 1, sumamos términos positivos hasta que el total sea 1 o más; 
luego restamos términos (sumamos términos negativos) hasta que el total sea nueva- 
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mente menor que 1. Este proceso puede seguir indefinidamente. Ya que tanto los tér- 
minos pares como los impares de la serie original se aproximan a cero conforme 
n > ОО, la cantidad por la que nuestras sumas parciales exceden o son menores que 
1, se aproxima a cero. En consecuencia, la nueva serie converge a 1. El reordenamien- 


to de la serie inicia así: 


L 11l 1 1 1 ТО 1 1 1 1 1 1l 
Т 273735 а 7 9 6'01 B 8 I5 17 10 
Lal 1 КЕ ПИ КЧ l 
tita 12723 2514727 167. 


El comportamiento ilustrado por la serie del ejemplo 6 es común para cualquier serie 
condicionalmente convergente. Por lo tanto, siempre debemos sumar los términos de una 


serie condicionalmente convergente en el orden que se da. 


Una vez explicadas diversas pruebas para decidir si una serie es convergente o diver- 


gente, he aquí un resumen de lo analizado: 


Фоны г 


cida mediante la prueba de la comparación. 


absoluta implica convergencia. 


prueba de la serie alternante. 


Prueba del n-ésimo término: A menos que а, — 0, la serie diverge. 
Serie geométrica: Хаг” converge si|r| < 1; de lo contrario, diverge. 
Serie р: >,1/n” converge si р > 1; de lo contrario, diverge. 


Serie con términos no negativos: Intente determinar la convergencia o di- 
vergencia de la serie con la prueba de la integral, la prueba de la razón o la 
prueba de la raíz. También puede hacerlo comparándola con una serie cono- 


5. Serie con algunos términos negativos: ¿La serie > | a, | converge? Si la 
respuesta es positiva, >a,, también es convergente, уа que la convergencia 


6. Serie alternante: Уа, converge si la serie satisface las condiciones de la 


EJ ERCICIOS 11.6 


Determinación de convergencia o divergencia | Хаутцолу 


11 12 
¿Cuáles de las series alternantes indicadas en los ejercicios 1 a 10 =1 
их y cuáles divergen? J ció sus respuestas. 13. 5 iy 3 : dd 
сүү, 1 п+1 і п=1 п 
н 2 1) n? 4 Жс!) ч п 
2 : г 15. Se DH Epi 16. 
3. Sp (5) 4. Sora т | 
183 pa 17. Ny 18. 
< 1 a lnn п=1 п +3 
5. (207 + 6. SN (-1)+1—- 
Inn = п 3+n 
с 19. ey" Sin 20. 
7. S- 1)"+ ал 8. (1 $ 1) | 
яг 25 E я 21. 3 pp uE 22. 
+ + Я 
9. Хэл 2 10. У(—1) аш 1 
n=1 п +1 п= 2п+1 2 
23. су» (2/3) 24. 
Convergencia absoluta a 
” шил ln 
¿Cuáles de las series señaladas en los ejercicios 11 a 44 convergen 25. 2 e суз и + 1 26. 


absolutamente, cuáles convergen у cuáles divergen? Justifique sus 
respuestas. 


Вэ сай АР 
В 201) +1 5 

оо (=1)" 

2 1-2 п 

> Сб п+1 n! 

201772 

2 рут Senn 

х п? 

оо А 1 

2 5 In (п?) 

со (-2у7! 

Ents 

>с" 2 10) 

> сүүлт 1 

2i 1) ninn 


11.6 Series alternantes, convergencia absoluta y convergencia condicional 


27. S- y Уе 


п= n=1 


100)" 99 
29. 2 30. $ (5) 

п=1 n: п=1 

S ED” y (m2) 
31. -c 32. 2 

2, = 24 2n +1 Жс! шп 
33. 5 cos np 34. 5 согар 

n=l n2 n n= 

оо Dn 4 1)” со (= 1)" (n)? 
ii 2 (2л)" 30: 2 (2л)! 

ш „ (2n)! E „ (т!)?з" 
sd 20 2°п\п ыг al 1) (2n + 1)! 
39. C1 (2n+1- 2n). X1 (2 п +n- n) 

n=1 n= 


41. Ni (28413 n+ 1n- 2 n) 


42 E ш 43 
п12п+ 2 п+1 п= 


44. ` (-1) сѕсһ n 


Estimación del error 


En los ejercicios 45 a 48, estime la magnitud del error en que se incu- 
rre al utilizar la suma de los primeros cuatro términos para aproximar 


la suma de toda la serie. 


45. iy 
n=1 


Puede demostrarse que la suma es Ір 2. 


= 1 
46. (—1)"*! а 
20717710 


(0. мл 


Como verá en la sección 11.7, la 
suma es 1п (1.01). 


47. $c py AA 


48. — = Y (-1)'", 0<t<1 


1-1 24 


Aproxime las sumas de los ejercicios 49 y 50 con un error de magni- 


tud menor que 5 Х 1079, 


49. $c 1)” a 


Como verá en la sección 11.9, la 


suma es cos 1, el coseno de 1 radián. 


> "үүл 1 Como verá en la sección 11.9, 
só 2 ña n! la suma ese. 
Teoría y ejemplos 


51. a. La serie 


р Е ТРЕ _ l, A 81, 
3 2 9 4 27 8 3" pr 


no cumple una de las condiciones del teorema 14. ¿Cuál? 


b. Determine la suma de la serie indicada en el inciso (a). 


52. 


53. 


54. 


55. 


56. 


57. 


58. 


59, 
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El límite L de una serie alternante que satisface las condiciones 
del teorema 14 se encuentra entre los valores de cualesquiera dos 
sumas parciales consecutivas. Esto sugiere utilizar el promedio 


Sn T 501 1 
: 2 : = Sn | 20 ТЇ аа 


para estimar L. Calcule 


1.1 
cn 


como una aproximación a la suma de la serie armónica alternante. 
La suma exacta es In2 = 0.6931.... 


El signo del residuo de una serie alternante que satisface las 
condiciones del teorema 14. Pruebe la afirmación del teorema 
15, en el sentido de que siempre que una serie alternante satisface 
las condiciones del teorema 14 y se aproxima mediante una de 
sus sumas parciales, el residuo (la suma de los términos sin utili- 
zar) tiene el mismo signo que el primer término no utilizado. (Su- 
gerencia: Agrupe los términos del residuo en pares consecutivos.) 


Demuestre que la suma de los primeros 2n términos de la serie 


=й AA A 
22 3 3 414 515 6' 


¿Estas series convergen? ¿Cuál es la suma de los primeros 
2n + 1 términos de la primera serie? Si la serie converge, ¿cuál 
es su suma? 

4 оо 6 оо E 
Demuestre que si У,у а, diverge, У, |а| también lo 
hace. 


. со 
Demuestre que si >,=¡ a, converge absolutamente, 


оо оо 
Уа, = Уа. 
п=1 п=1 


. . оо оо 
Demuestre que si las dos series У, а, у Х „1 bn convergen 
absolutamente, lo mismo sucede con 


a. Хо. ян bn) b. Хо, нэ bn) 


оо 


с. > kan (cualquier número k) 


aci 
Por medio de un ejemplo, demuestre que Бе, а,Ь puede diver- 
gir incluso si Xoc] a, y Хү, convergen. 

Tomando como base el ejemplo 6, suponga que el objetivo es rea- 
comodar los términos para obtener una serie que converja en 
—1/2. Inicie el nuevo reordenamiento con el primer término ne- 
gativo, que es —1/2. Siempre que obtenga una suma menor que 
o igual a —1/2, inicie la introducción de términos positivos, to- 
mados en orden, hasta que la nueva suma sea mayor que —1/2, 
Después sume términos negativos hasta que, de nuevo, el total sea 
menor que o igual a —1/2, Continúe con este proceso hasta que 
sus sumas parciales hayan resultado estar por arriba del valor ob- 
jetivo al menos tres veces, y termine en o debajo de dicho valor. 
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Si 5, es la suma de los primeros n términos de su nueva serie, 
grafique los puntos (п, Sn) para ilustrar el comportamiento de las 
sumas. 
60. Bosquejo de la demostración del teorema del reordenamiento 
(teorema 17) 
Ра AO со 
a. Sea e un número real positivo; sea L = У, ад, y sea 
2- yk с Ыз a 
Sk = У, аһ. Demuestre que para algún índice № y para 
algún índice № 2 №, 


оо 
є є 
115 y 1 - Ц <5 


Сото todos los términos а], 42, ---, ау, aparecen en algún 
lugar de la sucesión (9, |, existe un índice N3 = N; tal que si 
п > №, entonces (52-1 bi) — Sy, es, cuando mucho, una 
suma de términos ар соп т = №. Por lo tanto, sin > №, 


n n 
Уһ ин 2 ын Уһ — SN, F КУА ын Ц 
k=1 k=1 


lA 


со 
SY [а + |5m — El < e. 
¡EM 


b. El argumento del inciso (a) muestra que si У, а, converge 
со оо 
absolutamente, У „1 bn converge у Ў „1 bn = Yy=1 а. 
оо оо 
Demuestre ahora que сото $ „=; |a, | converge, Ў „1 | bnl] 
оо 
converge У „1 |а|. 
61. Descompresión de series absolutamente convergentes 


. со 
a. Demuestre que si У | a, | converge y 


sia, 2 0 


si а, < 0, 


оо 
> n=1 bn converge. 


b. Utilice los resultados del inciso (a) para demostrar, en la mis- 
. со 
ma forma, que si >,=1 |а| converge у 


sia, 2 0 


sia, < 0, 


оо 
> n=1 Cn converge. 


En otras palabras, si una serie converge absolutamente, 
sus términos positivos forman una serie convergente, y lo mis- 
mo ocurre con sus términos negativos. Además, 


со со оо 
Sa, ЕЕ >», F SY ca 
n=1 n=1 n=1 

ya que b, = (a, + [а,|)/2у Cn = (а, = |а„|)/2. 


62. ¿Cuál es el error en el siguiente argumento? 


Multiplique ambos lados de la serie armónica alternante 


por 2 para obtener 


25-2-1- 
оо 2 
см» PT э 77 
с 1,2_ 1, оре ш.а 1,% 
3 2 5 377 4 9 5 11 6“ 
sn 


Agrupe los términos con el mismo denominador, como indican 
las flechas, para llegar a 


25 = 1 7 * | гаг, 


La serie del lado derecho de esta ecuación es la serie con la 
que iniciamos. Por lo tanto, 25 = 5, y dividiendo entre 5 se obtie- 
ne 2 = 1. (Fuente: “Riemann's Rearrangement Theorem”, рог 
Stewart Galanor, Mathematics Teacher, volumen 80, número 8, 
1987, páginas 675-681.) 


63. Haga un dibujo similar al de la figura 11.9 para ilustrar la conver- 
gencia de la serie del teorema 14 cuando N > 1. 


Ahora que sabemos cómo probar la convergencia de series infinitas, podemos estudiar 
los polinomios infinitos que mencionamos al principio de este capítulo. Estos polino- 
mios se llaman series de potencias porque están definidos como series infinitas de 
potencias de alguna variable, en nuestro caso, x. Como los polinomios, las series de po- 
tencias pueden sumarse, restarse, multiplicarse, derivarse e integrarse para producir nue- 


vas series de potencias. 


11.7 Series de potencias 795 


Series de potencias y convergencia 


Comenzaremos con la definición formal. 


DEFINICIONES Series de potencias, centro, coeficientes 
Una serie de potencias alrededor de х = 0 es una serie de la forma 


оо 
Уе" = су + сүх + eax? +++ сух" +. (1) 
п=0 


Una serie de potencias alrededor de х = a es una serie de la forma 


оо 

У — а)" = co + с(х — а) + о(х = а)? + + с (х = а)" +: (2) 
п=0 

еп la cual el centro a y los coeficientes со, Сү, Со, ..., Cn, - .. SON Constantes. 


La ecuación (1) es el caso particular de la ecuación (2) que se obtiene al hacer a = 0. 


EJEMPLO 1 Una serie geométrica 


Al hacer que todos los coeficientes sean 1 en la ecuación (1), resulta la serie geométrica de 
potencias 


со 

Ух" =1+х+х?+ 9+ хл" +. 

п=0 
Ésta es la serie geométrica, соп su primer término 1 y razón х. La serie converge a 
1/(1 — х) рага |х| < 1. Expresamos este hecho escribiendo 


hH ltr totats, =1<x<l. (3) 
ы 


Hasta aquí hemos usado la ecuación (3) como una fórmula para la suma de la serie de la 
derecha. Ahora cambiaremos de enfoque: pensaremos en las sumas parciales de la serie 
del lado derecho como polinomios Р(х) que se aproximan a la función de la izquierda. En 
el caso de valores de x cercanos a cero, sólo necesitamos tomar unos cuantos términos de 
la serie para obtener una buena aproximación. Al avanzar hacia х = 1,0 —1, se requieren 
más términos. La figura 11.10 muestra las gráficas de f(x) = 1/(1 — x), y los polino- 
mios que la aproximan y, = P,(x) con n = 0, 1,2 y 8. La función f(x) = 1/(1 — x) no 
es continua en los intervalos que contengan ax = 1, еп donde ftiene una asíntota vertical. 
Las aproximaciones no aplican cuando x = 1. 


EJEMPLO 2 па serie geométrica 


La serie de potencias 


1 1 2 эв... 
1 20 2) + qa 2 + c+ ( 1) (х = 2)" + (4) 
concuerda con la ecuación (2), сопа = 2, со = 1, с = 1/2, c2 = 1/4, ..., Cn = (= 12"). 
Ésta es una serie geométrica cuyo primer término es 1 у la razón es г = — 2 La serie 


2 
converge para 
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>= 


FIGURA 11.11 Las gráficas de 
f(x) = 2/x y sus primeras tres 
aproximaciones polinomiales (ejemplo 2). 


-1 0 1 


FIGURA 11.10 Las gráficas de f(x) = 1/(1 — х) y de cua- 
tro aproximaciones polinomiales (ejemplo 1). 


| <100<x<4.Lasumaes 
l _ 1 _ 272 
l-r x=2 Xx” 
1+ 5 
así, 
2 (х — 2) (х — 2)? 1 Ч п 
2-1 хоё. e+ oz] ETD + es 0«х«а4, 


La serie (4) genera aproximaciones polinomiales útiles de f(x) = 2/x para valores de x 
próximos a 2: 


Р(х) = 1 
_ 1 _ ES 
Pix) = 1 > (х= 2) = 2 7 
= 1 1 2 3x х2 
Р(х) = 1 7 (х= 2) + 1 (x — 2) 3 7 + T 
y así sucesivamente (figura 11.11). п 


EJEMPLO 3 Prueba de convergencia usando el criterio de la razón 
¿Para qué valores de x convergen las siguientes series de potencias? 


x? 


29 п 2 
РЕ X X 
(а) XOD r=- +3 


di 
х?" 1 3 Э 


< п 1 X 
O 20177:6-15-5-375 


225320 2 3 
Хэг х р 
(с) Эртте ее 
(4) Xank” = 1 +x 2x? H 3153 + 


1 
о 
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Solución Aplique el criterio de la razón a la serie >| ил 
de la serie en cuestión. 


, donde и, es el n-ésimo término 


Un+1 
Un 


_ n 
>|), 


La serie converge absolutamente рага |х| < 1, y diverge si |х| > 1 porque el n-ésimo 
término no converge a cero. En x = 1, obtenemos la serie armónica alternante 
1 — 1/2 + 1/3 — 1/4 + ---, que es convergente. En х = —1 tenemos —1 — 1/2 
= 1/3 — 1/4— --+, la negativa de la serie armónica, que es divergente. La serie (a) 
converge рага —1 < x = 1 y diverge para cualquier otro valor. 


=1 0 1 


Un+1 
Un 


= 2" = 1,2 
2n + 1 


> > 


La serie converge absolutamente para х2 < 1. Diverge рага x? > 1, porque el n-ésimo 
término no converge a cero. En х = 1, la serie es 1 — 1/3 + 1/5 — 1/7 + ---, que 
converge, por el teorema de la serie alternante. También converge en х = —1, porque 
vuelve a ser una serie alternante que satisface las condiciones de la convergencia. El va- 
lor de la serie en х = —1 es el negativo del valor en х = —1. La serie (b) converge para 
—1 = х = 1 y diverge para cualquier otro valor. 


-1 0 1 


Ип+1| _ х n! _ |х| 
(с) Un (п +1)! x п +1 > 0 para toda х. 
La serie converge absolutamente para toda x. 
—— Ll > 
0 
u п + 1)!х"*! 
(4) тн Е | = (п + 1)|x|— оо excepto cuando х = 0. 


La serie diverge para todos los valores de х, excepto para х = 0. 


L >x E 
0 


El ejemplo 3 ilustra cómo suele analizarse la convergencia de una serie de potencias y 
sus posibles resultados. 


TEOREMA 18 Teorema de convergencia para series de potencias 


со 

Si la serie de potencias Уа," = ap + ах + ах? + +++ сопуеге para 
п=0 

х = c%0,entonces converge absolutamente para toda х соп |х| < |c]. Si la serie 


diverge para х = d, entonces diverge para toda х con |х| > |d]. 
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ГУА . со п » п 
Demostración Supongamos que la serie У „=ọ ac” converge. Entonces, lím,->00 4y 
= 0. Por lo tanto, existe un entero N tal que |a,c”| < 1 para todan = N. Es decir, 


la, | < ln paran > М. (5) 


Tomemos ahora cualquier х tal que |х| < |с 


, y consideremos 


Jao] + |а1Х| + + ах-ах"-1 + |аух®| + lay | + ++ 


Hay sólo un número finito de términos antes de |ayx" 
N | , los términos son menores que 


, y su suma es finita. A partir de 
| ayx 


хэжэ (6) 


por la desigualdad (5). Pero la serie (6) es una serie geométrica con razón г = |x/c|, que 
es menor a 1 porque|x| < |c|. En consecuencia, la serie (6) converge y, por lo tanto, la se- 
rie original converge absolutamente. Esto demuestra la primera mitad del teorema. 

La segunda mitad del teorema se deduce de la primera. Si la serie diverge en x = d y 
converge en un valor хо con |хо| > |4|, podemos tomar с = хо en la primera mitad del 
teorema y concluir que la serie converge absolutamente en d. Pero la serie no puede con- 
verger absolutamente y divergir al mismo tiempo en x = d. En consecuencia, si diverge en 
d entonces diverge para toda х соп|х| > |d]. ш 


Para simplificar la notación, el teorema 18 se ocupa de la convergencia de series de la 
forma >a,x”. En el caso de series de la forma >a,(x — а)" podemos sustituir х — a por 
х” y aplicar los resultados a la serie Xa,(x')". 


El teorema que acabamos de demostrar y los ejemplos que hemos examinado nos llevan a 
concluir que una serie de potencias >c,(x — a)” se comporta de alguna de las tres formas 
siguientes. Puede converger sólo en x = a, converger en todo punto o bien converger en al- 
gún intervalo de radio R con centro en x = a. Demostraremos esto como un corolario del 
teorema 18. 


COROLARIO DEL TEOREMA 
La convergencia de la serie Ус„(х — a)” se describe por medio de una de las si- 


guientes tres posibilidades: 


1. Existe un número positivo R tal que la serie diverge рага х, соп |х — a] >R 
pero converge absolutamente рага х con |х — a| < А. La serie puede con- 
verger о no en cualquiera de los extremos х = a – Кух = а + R. 


2. La serie converge absolutamente para toda х (А = 00). 


3. La serie converge en х = a y diverge para cualquier otro valor (А = 0). 


11.7 Series de potencias 799 


Demostración Primero suponemos que a = 0, por lo que la serie de potencias está cen- 
trada en O. Si la serie converge en todas partes, tenemos el caso 2. Si converge sólo en 
х = 0 tenemos el caso 3. Si no se da alguno de los dos casos anteriores entonces existe un 
número distinto de cero d, tal que Хус," diverge. El conjunto 5 de valores de х para los 
que la serie X cx” converge es no vacío, ya que contiene a O y también а un número posi- 
tivo р. De acuerdo соп el teorema 18, la serie diverge para toda х con |x| > |d], por lo que 
|x| = |4| para toda хє S, luego S es un conjunto acotado. Por la propiedad de completez 
de los números reales (vea el apéndice 4) un conjunto acotado y no vacío tiene una mínima 
cota superior R. (La mínima cota superior es el número más pequeño con la propiedad de 
que los elementos хє S satisfacen х = R.) Si|x| > R = р, entonces хє 5 por lo que la 
serie >c,x” diverge. Si|x| < R, entonces |х| по es una cota superior рага 5 (ya que es me- 
nor que la mínima cota superior), luego existe un número рє 5 tal que b > |x|. Como 
bes, la serie >c,b” converge y, por lo tanto, la serie Ус, |х|" también lo hace, por el 
teorema 18. Esto demuestra el corolario para series de potencias centradas en a = 0. 

En el caso de una serie de potencias centrada en a 4 0, hacemos x' = (х — a) y re- 
petimos el argumento con х”. Como х’ = O cuando х = a, un intervalo de convergencia 
de radio А para >c,(x')” centrado en х” = 0 es el mismo que un intervalo de convergen- 
cia de radio R рага Ус,(х — а)" centrado en х = a. Esto establece el corolario рага el 
caso general. п 


Se dice que R es el radio de convergencia de la serie de potencias y al intervalo de ra- 
dio R con centro en x = a se le llama intervalo de convergencia. El intervalo de conver- 
gencia puede ser abierto, cerrado o semiabierto, dependiendo de la serie en particular. En 
puntos х con |x — a| < А, la serie converge absolutamente. Si la serie converge para to- 
dos los valores de x, diremos que su radio de convergencia es infinito. Si converge sólo en 
x = a, diremos que su radio de convergencia es cero. 


1. Utilice el criterio de la razón (o el criterio de la raíz n-ésima) para determi- 
nar el intervalo en donde la serie converge absolutamente. Usualmente es 
un intervalo abierto. 


|х-а| <R o а- В <х<а+ Кк. 

2. Si el intervalo de convergencia absoluta es finito, pruebe la convergencia o 
divergencia en cada punto extremo, como en los ejemplos 3a y b. Utilice la 
prueba de comparación, la prueba de la integral, o la prueba de la serie alter- 
nante. 


3. Si el intervalo de convergencia absoluta es a — R < x < a + R, la serie 
diverge para |х — a| > R (ni siquiera converge condicionalmente), ya que 
el n-ésimo término no se aproxima a cero para esos valores de x. 


Diferenciación término a término 


Un teorema del cálculo avanzado dice que una serie de potencias se puede derivar, término 
a término, en cada punto interior de su intervalo de convergencia. 
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Si Хсү (х — а)" converge paraa — R < х < a + R para alguna R > 0, enton- 
ces define una función f: 


00 
fœ) = X crx — a}, а- КВ <х<а + К. 
п=0 


Esa función f бепе derivadas de todos los órdenes dentro del intervalo de сопуег- 
gencia. Podemos obtener las derivadas diferenciando la serie original término a 
término: 


f(x) = 277 aa 
n=1 


f(x) = Хип = Wet = ara, 


n=2 
y así sucesivamente. Cada una de estas series derivadas converge en todos los 
puntos interiores del intervalo de convergencia de la serie original. 


EJEMPLO 4 Aplicación de la diferenciación término a término 


Hallar la serie рага f'(x) y f”(x) si 


еу Бал зол + РАВНЫЕ H 
= Ух", stera 1] 
п=0 
Solución 
POSET EAH HA Ht a +... 
= Şax" l, Peón 
n=1 
Pa) тор A 12? + t nfn ИЛ Жэн 
im eai : 
п=2 


PRECAUCIÓN Derivar término a término no siempre funciona con series de otro tipo. Por 
ejemplo, la serie trigonométrica 


5 sen (n!x) 
2 
n=1 n 
converge para toda x. Pero si diferenciamos término a término, obtenemos la serie 


2, п!соѕ (n!x) 
2 > 
n=1 п 
que diverge para toda х. Esta no es una serie de potencias, ya que no es una suma de poten- 
cias enteras de x. 
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Integración término a término 


Otro teorema de cálculo avanzado establece que una serie de potencias puede ser integrada 
término a término en todo su intervalo de convergencia. 


TEOREMA 20 Teorema de integración término a término 
Suponga que 


fx) = ЗО — а)" 


converge paraa — R < x < a + R (R > 0). Entonces 
оо (х йн ay 
>с п+ 1 
п=0 

converge paraa — К < х <а + Ry 


= а)"*! 


Гоа = Уо +C 


paraa- К <х<а+ К. 


EJEMPLO 5 Una serie рага tanx —1 = х= 1 


Identificar la función 


Р(х) = х 3 +35 2 -15х51, 


Solución Diferenciamos término a término la serie original, y obtenemos 
fl)=1-x+x=x+... =1<x=<l. 
Ésta es una serie geométrica cuyo primer término es 1 y su razón es —x?, por lo que, 


ги 
(-х2) 1-х2) 


Р) = 


Ahora podemos integrar f'(x) = 1/(1 + х2) para obtener 


fro]. ч 5 = ап х + С. 
Х 


La serie para f(x) es cero cuando х = 0, así que С = 0. Por lo tanto, 


Рх) = х с q ta =1<x<l. (7) 


1 


En la sección 11.10 veremos que la serie converge también atan х еп x = +1. п 
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Observe que la serie original del ejemplo 5 converge en ambos extremos del intervalo 
de convergencia, pero el teorema 20 sólo puede garantizar la convergencia de la serie deri- 
vada dentro del intervalo. 


EJEMPLO 6 Una serie para In (1 + X, -1 < x= 1 


La serie 


1 


= 1 — УЖИН: ЖР 
е її г + 


converge en el intervalo abierto —1 < t < 1. Por lo tanto, 


In (1 +x) = Ї ! dt =t г ын 3 5 цан j Teorema 20 
o 1++t 2 3 4 0 
2 3 4 
==: X X X ... — 
х 7 + 3 ДЛТ q 1<х< 1. 


Puede demostrarse también que en х = 1 la serie converge al número ln 2, aunque eso по 
lo garantizaba el teorema. ш 


APLICACIÓN TECNOLÓGICA Estudio de series 


Las series son análogas a las integrales en muchos aspectos. Así como el número de fun- 
ciones que tienen antiderivadas explícitas en términos de funciones integrables, el núme- 
ro de series de potencias en x que concuerdan con funciones elementales explícitas en in- 
tervalos de x es pequeño en comparación con el número de series de potencias que 
convergen en algún intervalo de x. Algún software que permita graficar (o una calcula- 
dora gráfica) puede ser útil en el estudio de esas series, de hecho en forma muy parecida 
a la que la integración numérica ayuda en el estudio de las integrales definidas. La capa- 
cidad de estudiar series de potencias en valores particulares de x ha sido incorporada a la 
casi todos los paquetes de software matemático. 

Si una serie converge con suficiente rapidez, la exploración con un software mate- 
mático nos puede dar una idea aproximada del valor de la suma. Por ejemplo, al calcular 
las primeras sumas parciales de la serie Жо 11/(2571) (ejemplo 2b de la sección 11.4), 
Maple da por resultado 5, = 1.6066 95152 para 31 = п = 200. Esto sugiere que la su- 
ma de la serie es 1.606695152 hasta 10 dígitos. En efecto, 


1 1 —60 
= < —— ==. < 1.25 x 10%, 
Эл 25-1 Le 22 — (1/217!) Эл к qe 


El residuo es insignificante después de 200 términos. 

Sin embargo, las exploraciones con software matemático y con calculadoras pueden 
no ser útiles si la serie converge o diverge muy lentamente, de hecho, los resultados obte- 
nidos por esas vías pueden ser incluso engañosos. Por ejemplo, trate de calcular las su- 
mas parciales de la serie Sii [1/(10'%)]. Los términos son diminutos en comparación 
con los números que manejamos habitualmente, y las sumas parciales resultan minúscu- 
las aunque usemos cientos de términos. En consecuencia, es fácil confundirse y llegar a 
creer que la serie converge. En realidad diverge, como podemos ver 81 la escribimos co- 
mo (1/ 10525) (1/k), una constante multiplicada por la serie armónica. 

Sabremos mejor cómo interpretar los resultados numéricos después de estudiar las 
estimaciones de errores en la sección 11.9. 
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Multiplicación de series de potencias 


Otro de los teoremas de cálculo avanzado dice que las series de potencias absolutamente 
convergentes pueden multiplicarse igual que los polinomios. Aquí se omitirá la demostra- 
ción 


TEOREMA 21 Teorema de la multiplicación de series para series de 
potencias 


Si A(x) = 590 алх" y B(x) = pco bax” convergen absolutamente para |x| 
<R, y 
n 
Cn = а0бд, + ајр, + azbn—2 + + On-1b1 + anbo = аб, 


епїопсе$ Sk сүх" converge absolutamente a А(х)В(х) рага |х| < А: 


оо о оо 
(Хө) . (Хөг) = Хаа 
п=0 п=0 п=0 


EJEMPLO 7 Multiplicar la serie geométrica 


Ул =1+х+ 2+ ++ 


> рага |х| < 1, 
п=0 1-х | | 


por sí misma para obtener una serie de potencias рага 1/(1 — x)?, рага|х| < 1. 


Solución Sean 


А(х) = Хад" = 1+х+х2 +ii+..= 1/0 = х) 
п=0 

В(х) = X bax" = l+xrtx ++ + = 1/(1 = х) 
п=0 


Cn = аоб, + а1б,-1 Жэ акбл—к юкер ando 


п + 1 términos 


=1+1+++1=n+l. 


п + 1 unos 
Entonces, por el teorema de la multiplicación de series, 


со оо 
X cnx” = S (n + 1)x" 
n=0 


n=0 


A(x) + B(x) 


=1 + 2х + 3х2 + 4х3 ++ (п + Da” + 


es la serie para 1/(1 — x)?. La serie converge absolutamente para |х| < 1. 
Observe que en el ejemplo 4 se obtiene la misma respuesta, porque 


A 1 )- 1 
ах11-х (1-10)? ” 
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EJ ERCICIOS 11.7 


Intervalos de convergencia 


En los ejercicios 1 a 32, (a) halle el radio y el intervalo de convergen- 
cia de la serie. ¿Para qué valores de x converge la serie (b) absoluta- 33 
mente, (с) condicionalmente? 


Capítulo 11: Sucesiones y series infinitas 


En los ejercicios 33 a 38, determine el intervalo de convergencia de 
las series y, dentro de éste, la suma de las series como una función de x. 


оо (х — 1)” оо (х + зав 


А 2 ялын 34. хөлс 


оо оо БЭР 
оо п оо 
1. х" 2. х + 5)" 2 х , 
2 Же +5) 35. Y, (2 - 1) 36. У пх)" 
оо <= .Q1=2)" о / 2 
з. X (71) (4x + 1)" 4, 5-р хо х= т\' 
2, 2 п 37. >, a 2 lA 
n=0 n=0 
оо оо 
(х= 2)" : : : 
2 6. È (2) Teoría y ejemplos 
n=0 0 n=0 
e т 39. Determine para qué valores de х converge la serie 
n РЕЕ; п п 
7 5 nx 8 Ca + 2) 
` пто п +2 ` п=1 > 1 1 1 п 
Їнэ еэ рт (аах Оен 
00 у" © (х = 1)" 2 4 2 
9. У —= 10. Y) == 
п=1п2 n3” п=1 2n ¿Cuál es su suma? ¿Qué serie se obtiene al diferenciar término а 
э (-1уул Оо gnyn término la serie dada? ¿Para qué valores de х converge la nueva 
11. = 12. ` ї serie? ¿Cuál es su suma? 
n=0 п. п=0 Т 
40. Si la serie del ejercicio 39 se integra término a término, ¿qué nue- 
œ 2041 о (2x + 3)?"*! : O 2 а . 
13. 14. > : va serie se obtiene? ¿Para qué valores de x converge la nueva serie 
An п=0 п: y qué otro nombre recibe su suma? 
оо п о (руту 41. La serie 
15. У —= 16. > б жй 
n02 п2 + 3 л-02 п2 +3 з 5 мл ә їй 
ѕепх = х + шү | 
S n(x + 3) a пх" 31 51 п 9 11 
17. 5 18. Е 723 
2, 5 > 4” (n? i 1) 
Е converge а sen х para toda х. 
19. У 2 ү 20. Ў 2 п(2х + 5)" a. Halle los seis primeros términos de una serie para cos x. ¿Para 
0 3 n=l qué valores de x debería ser convergente la serie? 
99 Гү 09 b. Determine, sustituyendo х рог 2х en la serie para sen х, una 
21. У (1+7) х” 22. У (І п)х" 
И nos Эг К serie que converja а sen 2x para toda х. 
58 © с. Usando el resultado de (а) y la multiplicación de series, 
23. Ў; пх" 24. >, п\(х = 4)" calcule los seis primeros términos de una serie рага 2sen х 
Та п=0 cos х. Compare su respuesta con la respuesta que dio en el 
оо 1+1 п оо inciso (Б). 
CI" + 2) ? 
25, 2, яв иж 26. 2 e 1H = 1) "ЭЭ 
2 3 4 5 
оо Е Obtenga el ејегсісо 39 de la sección e=1>+x3+ X П x П 2 H 25 H 
х AAN : 2) 7317 417 5! 
27: > 1 11.3 la información que necesite 
л-2 п(їпп) acerca de 2 1/(п(1п ny?) | 
converge a е* para toda х. 
2 o yn Obtenga en el ejercicio 38 de la a. Halle una serie para (d/dx)e*. ¿Obtuvo la serie para e*? Jus- 
28. ` sección 11.3 la información que e 
nlnn tifique su respuesta. 


31. У 


n=1 п3? 


5 (х + ру 


п=1 2 п 


оо 4х = 5 2п+1 
29. SA" 


necesite acerca de БЭ 1/(n lnn) 


(3x 46 уг! 
30. х An 2n + 2 
00 (х ыг 2 зүй 
32, X —n 
n=0 2 


b. Halle una serie para J e* dx. ¿Obtuvo la serie para е*? Justi- 
fique su respuesta. 


с. Sustituya х por —x en la serie рага e* y determine una serie 


que converja e * para toda х. Multiplique después las series pa- 
ra e* y e *, y halle los seis primeros términos de la serie para 


е ех. 
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43. La serie с. Compruebe su resultado del inciso (b) multiplicando la serie 


ara sec x por la serie para tan x del ejercicio 43. 
ох у 2? IA 62, Р k Р и 


tanx = х + 3 15 t 315 9885 0U 45. Unicidad de las series de potencias convergentes 


a. Demuestre que si dos series de potencias Хө An Xx" y 
converge a tan х para —p/2 < х < p/2. > ;,-0 bax” son convergentes e iguales para todos los valores 
de х en un intervalo abierto (—c, с), entonces а, = РЬ, para 
toda n. (Sugerencia: Sea f(x) = So yar = Dnj bat 


b. Halle los cinco primeros términos de la serie para sec? x. (Ра Denye ermino ater шаа para demostrar quetanifo d, com 
Н р р 6 b, son iguales a }/(0)/(п!).) 


ra qué valores de x debe converger esta serie? 


a. Halle los cinco primeros términos de la serie рага In|sec x| . 
¿Para qué valores de x debe converger la serie? 


. оо . 
b. Demuestre que si Уо anx” = 0 рага toda х en un intervalo 


с. Compruebe su resultado del inciso (b) elevando al cuadrado abierto (—c, с), entonces а, = 0 para toda n. 


la serie para sec x del ejercicio 44. E : 
46. La suma de la serie У,,-0(1:/27) Para determinar la suma de 


44. La serie esta serie, exprese 1/(1 — х) сото una serie geométrica, derive 
тз x2 5 4, 6l 6e, 277 g. ambos lados de la ecuación resultante con respecto a x, multipli- 
цан "2124" 7720" 780645 (7 que ambos lados del resultado por х, derive una vez más, vuelva a 


multiplicar por x y haga x igual a 1/2. ¿Qué obtiene? (Fuente: 
converge a sec х para -р/2 < х < p/2. Carta de David E. Dobbs al editor, Ilinois Mathematics Teacher, 


: ` 20 : volumen 33, número 4, 1982, pág. 27. 
a. Encuentre los cinco primeros términos de una serie de poten- pag ) 


cias para la función In|sec х + tan x| . ¿Para qué valores de х 47. Convergencia en los puntos extremos Ilustre por medio de 
debe converger la serie? ejemplos que la convergencia de una serie de potencias en un ex- 
: ЭМ : tremo de su intervalo de convergencia puede ser condicional o ab- 
b. Halle los cuatro primeros términos de una serie para sec x Тї 
soluta. 


tan x. ¿Para qué valores de x debe converger la serie? 


48. Construya una serie de potencias cuyo intervalo de convergencia 
sea 
a. (-3,3) b. (-2, 0) с. (1, 5). 


En esta sección veremos cómo ciertas funciones infinitamente diferenciables generan las 
series de potencias conocidas como series de Taylor. En muchos casos, estas series pueden 
brindar útiles aproximaciones polinomiales de las funciones que las generaron. 


Representaciones de series 


Por el teorema 19, sabemos que la suma de una serie de potencias es una función continua 
con derivadas de todos los órdenes dentro de su intervalo de convergencia. Pero, ¿qué pue- 
de decirse del recíproco? Si una función f(x) tiene derivadas de todos los órdenes en un in- 
tervalo 7, ¿se podrá expresar como una serie de potencias en /? Si esto es posible, ¿cuáles 
serán sus coeficientes? 

Podemos responder fácilmente la última pregunta si suponemos que f(x) es la suma de 
una serie de potencias. 


оо 
Ў, а(х = a)" 
n=0 


= ау + а(х — a) + a(x = a} +- + а(х = а)" + 


f(x) 


con un radio de convergencia positivo. Al derivar repetidamente, término a término, dentro 
del intervalo de convergencia /, obtenemos 


f'(x) = а + 20(х — a) + Заз(х — ay + + па (х = ар! ИР 
(х) = 1: 2а + 2: Заз(х — a) + 3:4а4(х — а)? +: 
f(x) = 1:2:3аз + 2:3: 4а4(х — a) + 3:4: 5а5(х — а)? +, 
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siendo la n-ésima derivada, para toda n, 
у(х) = n!a, + una suma de términos соп (х — a) como factor. 
Puesto que todas estas ecuaciones son válidas cundo x = a, tenemos 

f'(a) = а, 
f"(a)= 1:22, 
Ў" (а) = 1-2: 3аз, 

у, en general, 

(а) = п!а,. 


Estas fórmulas revelan un patrón en los coeficientes de cualquier serie de potencias 
Nm а„(х — a)" que converge a los valores de f en / (decimos “que representa a f sobre 
Г?). Si esa serie existe (aún no lo sabemos) entonces sólo hay una de tales series y su n-ési- 
mo coeficiente es 


Pla) 


n! 


an = 


Si f tiene representación como serie de potencias, ésta debe ser 


До) = На) + (доа) + 9 сар 


O 


++ 


(х= а)" +++. (1) 


Pero si empezamos соп una función arbitraria f, infinitamente diferenciable en un interva- 
lo Z centrado en х = a, y la usamos para generar la serie de la ecuación (1), ¿convergerá la 
serie a f(x) en cada х del interior de 7? La respuesta es: quizá; para algunas funciones sí, 
pero para otras no será así, como veremos más adelante. 


Series de Taylor y de Maclaurin 


DEFINICIONES Serie de Taylor, serie de Maclaurin 


Sea /ипа función con derivadas de todos los órdenes en algún intervalo que con- 
tenga a como un punto interior. Entonces la serie de Taylor generada por f en 


x=aes 
и (х = a) = fía) + fala — a) + pa al 
ПИЕ а) асау + 
La serie de Maclaurin generada рог f es 
57 pro Ya ЁС ) 2 ЭМ ro ? | 


К-0 


que es la serie de Taylor generada por fen х = 0. 


La serie de Maclaurin generada por f suele denominarse simplemente serie de Taylor de f. 
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EJEMPLO 1 Determinación de una serie de Taylor 


Hallar la serie de Taylor generada por f(x) = 1/x en a = 2.. ¿Converge la serie a 1/x? 
¿Dónde? 


Solución Necesitamos determinar f(2), f'(2), 77(2),.... Al derivar, obtenemos 
fa) = х", 10) =2' = 5, 
о) = =, РО) == 
а, f - m 2% = 2 
170) = 30, 01, 


FO) Cd Di 


(х) 2 (—1)"п\х“*®, 


n! gal? 
La serie de Taylor es 
f”(2) 702) Р 
F2) + FO- 2) +r a2 H —(х-2у + 

1_@-2) (6-2) „к—2)" 

2 22 ш 23 “=+ (=1) энэ е 
Ésta es una serie geométrica соп 1/2 como primer término y razón r = —(х — 2)/2. 
Converge absolutamente рага |х — 2| < 2 y su suma es 

1/2 1 1 


1+(х—2))2 2+(x-2) *' 


En este ejemplo, la serie de Taylor generada por f(x) = 1/x en a = 2 converge a 1/x pa- 
ralx=2| <200<x<4. н 


Polinomios de Taylor 


La linealización de una función diferenciable f en un punto a, es el polinomio de grado 
uno dado por 


Р(х) = fla) + Р(а)(х — a). 


En la sección 3.8 usamos esta linealización para aproximar f(x) en valores de x cercanos a 
a. Si f tiene derivadas de orden mayor en a, también tiene aproximaciones polinomiales de 
orden mayor, una para cada derivada disponible. Estos polinomios se llaman polinomios 
de Taylor de f. 
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y = e) y = P30) 


y = Р(х) 


у= Р(х) 


-0.5 0 


>x 


0.5 1.0 


FIGURA 11,12 La gráfica de f(x) = e* 
y sus polinomios de Taylor 


Р((х) =1+x 
Рх(х) - 1 х 
Р(х) = 1 Xx 


(12/21) 
(2/21) + (19/31). 


Note el gran parecido en la vecindad del 


centro x = 0 (ejemplo 2). 


DEFINICIÓN Polinomio de Taylor de orden п 

Sea f una función con derivadas de orden k рага k = 1,2,..., N en algún inter- 
valo que contenga a como un punto interior. Entonces, para cualquier entero n, 
de 0 a N, el polinomio de Taylor de orden п generado por fen х = a es el poli- 


nomio 
Р(х) = Fla) + }'(а)(х — a) + __ ass 
Ра) fa) : 
шин (х= а) + + a (х = а) 


Decimos que un polinomio de Taylor es de orden п y по de grado п porque f(a) 
puede ser cero. Por ejemplo, los dos primeros polinomios de Taylor de f(x) = cos x, en 
х = 0, son Р(х) = 1 y Р(х) = 1. El polinomio de primer orden tiene grado cero, no 
uno. 

Del mismo modo que la linealización de f en х = a ofrece la mejor aproximación li- 
neal de f еп la vecindad de а, los polinomios de Taylor de orden mayor brindan las mejores 
aproximaciones polinomiales de sus respectivos grados. (Vea el ejercicio 32.) 


EJEMPLO 2 Determinación de los polinomios de Taylor рага ех 


Hallar la serie de Taylor y los polinomios de Taylor generados por f(x) = е*епх = 0. 


Solución Dado que 
Fa) = e, Р(х) = е, 2453 ГО) = е*, "ЭЭ 
tenemos 
10)-20-1, FOS, м JOSA 


La serie de Taylor generada рог fen x = 0 es 


” (п) 
f(0) + F'(O)x + шин, ++ шэн Жэн 


Por definición, ésta es también la serie de Maclaurin para e*. En la sección 11.9 veremos 
que la serie converge a е* para cualquier x. 
El polinomio de Taylor de orden nen x = 0 es 


х? х" 


Рх) =1+х+ ++. 


Vea la figura 11.12. и 


EJEMPLO 3 Determinación de los polinomios de Taylor рага cos х 


Hallar la serie de Taylor y los polinomios de Taylor generados por f(x) = cosx en x = 0. 
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Solución El coseno y sus derivadas son 


f(x) = COS Х, Тор =беп х, 
f(x) = -008 x, ТОД) = sen х, 
fa) = (-1) cosx, ГЭРЧ = (ue sen х. 


En х = 0, los cosenos son 1 у los senos son 0, por lo cual 
(о) = (=1)", фен 0) = 0. 
La serie de Taylor generada por /еп 0 es 


” m (n) 
rO POs, PO, 


FO) + }'(0)х + a + al Жэн 
= 1+0+х ыйы A + (-1) ы 
2! 4! (2л)! 
_ оо ( 1р7 
E (20)! 


Esta también es Іа serie de Maclaurin para cos х. En la sección 11.9 veremos que la serie 
converge а соѕ х para toda х. 


Сото #2" )(0) = 0, los polinomios de Taylor de orden 2л у 2n + 1 son idénticos: 


х 2п 


(2л)! ` 


2 4 
Р(х) = Pon+1(x) = 1 z + T шшш: (—1)" 


La figura 11.13 muestra cómo estos polinomios aproximan a f(x) = соѕ х cerca de 
x = 0. Sólo se ilustra el lado derecho de las gráficas, ya que éstas son simétricas con res- 
pecto del eje y. п 


FIGURA 11.13 Los polinomios 


n (=D? 
Р(х) = Y =23— 

{ E (2k)! 
convergen а cos х cuando п —> оо. Podemos deducir el compor- 
tamiento de cos x, a una distancia arbitrariamente grande, cono- 
ciendo solamente los valores del coseno y sus derivadas en 
x = 0 (ejemplo 3). 
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EJEMPLO 4 Una función f cuya serie de Taylor converge en toda х, pero 
converge a f(x) sólo en x= 0 


Puede demostrarse (aunque no es fácil) que 


0, x=0 
ТО) = | х = 0 


(figura 11.14) tiene derivadas de todos los órdenes en х = 0, y que (0) = 0 para toda 
n. Esto significa que la serie de Taylor generada por fen х = 0 es 


"(0 (п) 0 
f0) + f'(0)x + Do ++ Та) +... 
=0 + 0x + 0004 Oe H 
=0 +04: +0++0.. 
La serie converge para toda x (su suma es 0), pero converge a f(x) sólo en х = 0. п 
у 
A 0, х= 
у 2 
1 г x*0 
1 1 1 1 1 1 1 | »х 
4 3 2 1 0 1 2 3 


FIGURA 11,14 La gráfica de la extensión continua de 
у= е1 es tan plana en el origen que todas sus derivadas allí 
son cero (ejemplo 4). 


Aún quedan pendientes dos preguntas. 


1. ¿Para qué valores de x puede esperarse que una serie de Taylor converja a la función 
que la genera? 


2. ¿Con qué precisión aproximan los polinomios de Taylor a la función en un intervalo 
dado? 


Las respuestas son el contenido del Teorema de Taylor en la siguiente sección. 


EJ ERCICIOS 11.8 


Determinación de polinomios de Taylor Determinación de series de Taylor en x= 0 
En los ejercicios 1 a 8, determine los polinomios de Taylor de órdenes ( Series de Maclauri n) 
0, 1, 2 y 3 generados por fen a. Determine las series de Maclaurin para las funciones de los ejercicios 
1. f(x) = ах, а-1 2. (х) = (1+0), а= 0 9 a 20. 
3. f(x) = ух, a=2 4. (5) -1/(х 52), а-0 9, e™ 10. e? 
5. f(x) = ѕепх, а = р/4 6. f(x) = cosx, а= р/4 11, 210 12. ka 
7. Кх) = 25, а-4 8. Кх) = 2+4, а= 0 1+ х 1-х 
13. sen 3x 14. sen Ž 


2 


15. 7 cos (—x) 16. 5 cos рх 

17. coshx = emer 18. senh x = ксы 
2 2 

19. х®— 2x? — 5x + 4 20. (х + 1)? 


11.9 Convergencia de series de Taylor; estimación de errores 


811 


32. De todos los polinomios de grado = n, el polinomio de Taylor 
de orden n es el que da la mejor aproximación Suponga 
que f(x) es diferenciable en un intervalo con centro en x = a, 
y que g(x) = bọ + bi(x— a) +++ + Б„(х — а)" es un polino- 
mio de grado n con coeficientes constantes by, ..., ba. Sea E(x) = 


Determinación de series de Taylor 


En los ejercicios 21 a 28, determine la serie de Taylor generada por f 
en x= а. 


21. f(x) = x? — 2x +4, 
22. f(x) = 2x? + x? + Зх — 8, 
23. (х) = хі +x? +1, a= -2 

24. (х) = Зх? — xt + 2x? +x? -— 2, а= –1 
25. f(x) = 1/52, a=1 


26. f(x) = (1-х), а= 0 
27. f(x) = е, а= 2 
28. р(х) = 2, а= 1 


Teoría y ejemplos 

29. Utilice la serie de Taylor generada por e* en x = a para demostrar 
que 

| (х E а)? 1 


ё-г 11-1(х-а)4 7| | 


30. (Continuación del ejercicio 29.) Determine la serie de Taylor ge- 
nerada por ееп х = 1. Compare su respuesta con la fórmula del 
ejercicio 29. 


31. Suponga que f(x) tiene derivadas hasta de orden n en x = a. De- 
muestre que el polinomio de Taylor de orden n y sus primeras n 
derivadas tienen los mismos valores que f y sus primeras n deriva- 
das en х = а. 


Р(х) — g(x). Demuestre que si imponemos a g las condiciones 


a. Ela) = 0 


E 
b. E =0, 


x>a (х ны a)” 


entonces 


g(x) = fla) + }'(а)(х 


El error de la aproximación es cero en 
х=а. 

El error es despreciable si se 

compara con (x — a)”. 


fa) 


el 


(x= а)". 


En consecuencia, el polinomio de Taylor Р„(х) es el único polino- 
mio de grado menor o igual que n cuyo error es cero en x = a y 
además resulta despreciable cuando se compara con (x — a)”. 


Aproximaciones cuadráticas 


El polinomio de Taylor de orden 2 generado por una función f(x), dos 
veces diferenciable en x = a, se denomina aproximación cuadrática 
de fen x = a. En los ejercicios 33 a 38, determine (a) la linealización 
(polinomio de Taylor de orden 1), y (b) la aproximación cuadrática de 
fenx=0. 


33. f(x) = In (cos x) 34. f(x) = е? 


35. f(x) = 1/2 1 - х2 36. f(x) = cosh х 


37. f(x) = senx 38. f(x) = tanx 


К Ё Lg Convergencia de series de Taylor; estimación de errores 


En esta sección nos ocuparemos de las dos preguntas que quedaron sin respuesta en la sec- 


ción 11.8: 


1. ¿Cuándo converge una serie de Taylor a la función que la genera? 


2. ¿Con qué precisión los polinomios de Taylor de una función aproximan a la función 


en un intervalo dado? 


Teorema de Taylor 


Responderemos estas preguntas con el siguiente teorema. 
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Si fy sus primeras п derivadas f’, f”,..., f™ son continuas en el intervalo cerra- 
do entre a y b y si f™ es diferenciable en el intervalo abierto entre a y b, enton- 
ces existe un número c, entre a y b, tal que 


f"(a) 


І) = На) + FAL — a) + ¡(ba +--- 
pa) ү PO m 
+ (b = а)" + E pre ay, 


El Teorema de Taylor es una generalización del Teorema del Valor Medio (ejercicio 39). Al 


final de esta sección se ofrece una demostración del Teorema de Taylor. 


Cuando aplicamos el teorema de Taylor, generalmente queremos mantener fija a a y 
usar a b como variable independiente. La fórmula de Taylor es más fácil de utilizar en esas 


circunstancias si cambiamos Р por х. Esta es la versión del teorema con este cambio. 


Fórmula de Taylor 
Si f tiene derivadas de todos los órdenes en un intervalo abierto / que contiene a a 
entonces para cada entero positivo п y para cada x en /, 
; Ў"(а) 
ТО) = f(a) + f'(a а) + GA а Жэн 
Da 
+ O ау + вд), ш 
donde 
га Dc) И 
R,(x) = MEDI! (х = а)" para alguna c entre a y x. (2) 


Cuando lo expresamos de esta forma, el teorema de Taylor dice que, para cada x € Г, 


f(x) = Р„(х) + R,(x). 


La función R,(x) está determinada por el valor de la (n + 1) -ésima derivada, "+! 


en el 


punto c, el cual depende tanto de a como de x y se encuentra entre ellos. Para cualquier va- 
lor de n que elijamos, la ecuación nos da una aproximación polinomial de f de ese orden у 
también una fórmula para el error cometido al usar esa aproximación sobre el intervalo /. 
La ecuación (1) se conoce como fórmula de Taylor. La función R,(x) se llama resi- 
duo de orden п o término de error рага la aproximación de f por de Р,(х) sobre Z. Si 
Р(х) > 0 cuando п —> œ para toda x e /, decimos que la serie de Taylor generada por f 


en x = a converge a fen /, y escribimos 


о a) | 
f(x) = k! (x а)“. 


Con frecuencia es posible estimar R, sin conocer el valor de с, como se ilustra еп el ejem- 


plo siguiente. 
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EJEMPLO 1 Revisión de la serie de Taylor para ех 


Demostrar que la serie de Taylor generada por f(x) = е* еп х = 0 converge a f(x) para to- 
do valor real x. 


Solución La función tiene derivadas de todos los órdenes en todo el intervalo / = 
(— со, оо). Las ecuaciones (1) y (2) соп f(x) = e* y a = 0 dan 


х? х" El polinomio del ejemplo 
er=1+x+ 7754: + + Rx) 2, de la sección 11.8 
2! n! ý 
y 
e п+1 
R,(x) = mri para alguna c entre 0 y х. 
n : 


Como е“ es una función creciente de х, e“ está entre e? = 1 y е“. Cuando х es negativa, 
с también lo es y e” < 1. Cuando х es сего, е = 1 y R,(x) = 0. Cuando х es positiva, с 
también lo es y e” < е". Por lo tanto, 


[a 
| Ё„(х)| 25 (п +1)! cuando х = 0, 
y 
хал! 
|К„(х)| < e m+ cuando x > 0. 
Por último, dado que 
+1 
lím (017 -0 para toda х, Sección 11.1 
n>% (Й ! 
lím R,(x) = 0, y la serie converge a е* para toda х. Así, 
n—>00 
е 32 k 
T 15359728 E (3) 


Estimación del residuo 


A menudo es posible estimar Ё„(х) como lo hicimos en el ejemplo 1. Este método de esti- 
mación es tan conveniente que lo enunciaremos como un teorema para referencias futuras. 


TEOREMA 23 Teorema de estimación del residuo 


Si existe una constante positiva M tal que | pude) | = М para toda t entre x y a 
inclusive, el residuo R,(x) del teorema de Taylor satisface la desigualdad 
| 22 | n+l 
К„(х)| = M3 
Si esta condición se cumple para toda п y f satisface todas las demás condiciones 
del teorema de Taylor, entonces la serie converge a f(x). 
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Ahora ya podemos analizar algunos ejemplos de cómo se usan juntos el Teorema de 
Estimación del Residuo y el Teorema de Taylor para responder cuestiones de convergen- 
cia. Como verá, también pueden usarse para determinar la precisión con la cual una fun- 
ción es aproximada por sus polinomios de Taylor. 


EJEMPLO 2 [а serie de Taylor para sen xen х = 0 


Demostrar que la serie de Taylor para sen х еп х = O converge para toda x. 


Solución La función y sus derivadas son 
f(x) = sen Х, f'(x) = COS х, 


= 7 sen х, Fx) = — COS Х, 


Pactes лах 


O а оаа 
La serie sólo tiene términos con potencia impar у, paran = 2k + 1, el teorema de Taylor 
nos da 
Хэ 5 (- 1 e uds 
está le 
31 5! (2k + 1)! 


+ Rag+1(x). 


Todas las derivadas de sen x tienen valor absoluto menor que o igual a 1, así que podemos 
aplicar el teorema de estimación del residuo con M = 1 para obtener 


|х[ 


|А4+1(х)| = 1 Ок FDE 


Сото ii (2 + 2)1) >0 cuando k— œ, cualquiera que sea el valor de х, 
Rox+1(x) > 0, y la serie de Maclaurin para sen х converge a sen х para toda х. Por lo 
tanto, 


оо (= 1) 28+! 3 5 7 
„= элш шам (4 


ЕЈЕМРІОЗ Revisión de Іа serie de Taylor para cos x en х = 0 


Demostrar que la serie de Taylor para cos х еп х = O converge en cos x para todos los va- 
lores de x. 


Solución  Sumamos el término residual al polinomio de Taylor para cos х (ejemplo 3, 
sección 11.8) para obtener la fórmula de Taylor para cos х, con п = 2k: 


2 4 2k 
х 2 sen q a 
cosx = 1 21 + т + (-1) (20) + (х). 
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Puesto que las derivadas del coseno tienen valor absoluto menor o igual que 1, el teorema 
de estimación del residuo con M = 1 da 


||" 


| Кэ 0) | = 15 06461017 


Para todo valor de х, Ак —> 0 cuando k —> ОО. Por lo tanto, la serie converge a cos х para 
todo valor de x. Luego, 


= (—1)*х*^ x? ж xÉ 
co È pp lata жен, (5) 


EJEMPLO 4 Determinación de una serie de Taylor por sustitución 


Determinar la serie de Taylor para cos 2x en x = 0. 


Solución Podemos determinar la serie de Taylor para cos 2x sustituyendo 2x por x en la 
serie de Taylor correspondiente a cos x: 


S EDO? (2х)2 (294 _ (20° 
cos 2х = 2 (20)! = 2| + 4! 6! ЧЕ Ecuación (5) 
= соп 2х рага х 
_ TE. DE 
МА 67 
_ Ус гу 228, 2К 
Е (2k)! 


La ecuación (5) se cumple рага —00 < х < оо, esto implica que también es válida para 
—00 < 2х < 00, por consiguiente, la serie recién creada converge para toda х. El ejerci- 
cio 45 explica por qué esta serie es efectivamente la serie de Taylor de cos 2x. п 


EJEMPLO 5 Determinación de una serie de Taylor por multiplicación 
Determinar la serie de Taylor para х sen xenx=0. 


Solución Podemos determinar la serie de Taylor para х sen х multiplicando la serie de 
Taylor correspondiente a sen x (ecuación 4) por x: 


La nueva serie converge para toda x, porque la serie correspondiente a sen x lo hace. El 
ejercicio 45 explica por qué esta serie es la serie de Taylor de x sen x. п 


Error de truncamiento 


La serie de Taylor para e* en x = O converge a e* para toda x. Pero todavía tenemos que 
decidir cuántos términos usaremos para aproximar e* con un grado de precisión dado. La 
información necesaria se obtiene del teorema de estimación del residuo. 
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EJEMPLO 6 Calcule e con un error menor que 1079. 


Solución Podemos usar el resultado del ejemplo 1, con х = 1, para escribir 


_ 1 1 
estilo ++ PRD, 


con 


В,(1) = “ту para alguna с entre 0 y 1. 
n : 


Para los fines de este ejemplo, vamos a considerar que sabemos que e < 3. Por lo tanto, 
tenemos que 


S 
(n+ 1)! 


3 


< R,(1) < 00-10 


уа дав 1 < е < Зрага0 < с < 1. 

En forma experimental encontramos que 1/9! > 1079, mientras que 3/10! < 107%. 
Por consiguiente, deberíamos tomar (n + 1) al menos como 10, o bien, dar а n un valor 
de al menos 9. Con un error menor que 1079, 


- lgd A 
таат 22118882. н 


EJEMPLO 7 {Рага qué valores de х podemos sustituir sen х por х — (x3/3!) con un 
error de magnitud no mayor que 3 X 10772 


Solución Aquí podemos aprovechar el hecho de que la serie de Taylor para sen x es una 
serie alternante para todo valor de x diferente de cero. Según el teorema de estimación 
de series alternantes (sección 11.6), el error al truncar 


З! 

X І 
ѕепх = х + 
! 


3! 


5! 
después de (х?/3!) по es mayor que 


5 


| _ Ed 
5! 


1207 


Por lo tanto, el error será menor que o igual a 3 х 1077 si 


Redondeado hacia 
| 5 abajo para estar 


X 
125—3 0104 а hs 2 360 х 107% ~ 0.514. seguros 


El teorema de estimación de series alternantes nos dice algo que el teorema de estima- 
ción del residuo no dice: que la estimación x — (х? /31) para sen х es una estimación por 
abajo cuando х es positiva, porque entonces х? /120 es positiva. 

La figura 11.15 muestra la gráfica de sen x, junto con la de algunos de sus polinomios 
de aproximación de Taylor. La gráfica de Рз(х) = х — (x?/3!) es casi indistinguible de la 
curva del seno cuando —1 = х = 1. 
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y = sen x 


FIGURA 11.15 Los polinomios 


n (— 1 y +1 
Р. п = AL A ANA 

2n+1(x) 2 Ok + 1)! 
convergen a sen х cuando п —> 00, Observe cómo Рз(х) aproxi- 
ma muy bien a la curva del seno para x < 1 (ejemplo 7). 


Tal vez se pregunte cómo se compara la aproximación dada por el teorema de estima- 
ción del residuo con la que acabamos de obtener con el teorema de estimación de series al- 
ternantes. Si escribimos 


el teorema de estimación del residuo nos da 


Биш» 
= ll. == 
|R| = 1 аг = 947 
que no es tan buena. Pero si reconocemos que х — (х?/31) = 0 + х + 0х2 — (4/3!) 
+ Oxfes el polinomio de Taylor de orden 4, y asimismo el de orden 3, entonces 


х5 


= 3r tO + К, 


senx = х 


y el teorema de estimación del residuo соп М = 1 nos аа 


5 5 
ee КЁ eË 
A" 511207 
Este es el mismo resultado que obtuvimos соп el teorema de estimación de series alter- 
nantes. ш 


Series de Taylor combinadas 


En la intersección de sus intervalos de convergencia, las series de Taylor pueden sumarse, 
restarse y multiplicarse por constantes; el resultado en cualquier caso es de nuevo una se- 
rie de Taylor. La serie de Taylor de f(x) + g(x) es la suma de las series de Taylor de Ax) y 
g(x), porque la n-ésima derivada de f + ges f 0) g”, y así sucesivamente. En conse- 
cuencia, obtenemos la serie de Taylor de (1 + cos 2x)/2 sumando 1 a la serie de Taylor de 
cos 2x y dividiendo el resultado entre 2, mientras que la serie de Taylor de sen x + cos x es 
la suma término a término de las series de Taylor de sen x y cos x. 
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Identidad de Euler 


Como recordará, un número complejo es un número de la forma a + bi, donde a y b son 
números reales, ет = 2 —1. Si sustituimos х = iu (Ues real) en la serie de Taylor para е“ 
y aplicamos las relaciones 


2=-1, і? = ii = i, 4 = 1212 = 1, 


y así sucesivamente para simplificar el resultado, obtenemos 


å 27 43) 44 .5 -6 
il 1U ГАР ГАГ Put ГАР іб 
а атал 21 ын 31 + 21 ын 5! ян 6! Pori 


-( шин Lo) ци мээн 5) cos U + ¡sen U. 


Esto no demuestra que e'" = cos U + isen U ya que aún no hemos definido lo que 
significa elevar e a una potencia imaginaria. Más bien indica cómo definir е'“ para ser 
consistentes con otros hechos que conocemos. 


DEFINICIÓN 


Para cualquier número real ц e™ = cos U + isen U. (6) 


La ecuación (6), denominada identidad de Euler, nos permite definir er toi сото 


e“ e” para cualquier número complejo a + bi. Una consecuencia de la identidad es la 
ecuación 


e? =-1, 


Cuando se escribe en la forma ё? + 1 = 0, esta ecuación combina cinco de las constan- 
tes más importantes en matemáticas. 


Una demostración del teorema de Taylor 


Demostraremos el teorema de Taylor suponiendo que a < b. La demostración para 
a > bes casi la misma. 
El polinomio de Taylor 


Р(х) = fla) + f'(aNMx — a) + Жэ CA ёо 


(а) Р 
Е (х = a) 

у sus primeras п derivadas coinciden con la función f у sus primeras n derivadas еп 

х = a. No alteramos esa coincidencia si sumamos otro término de la forma K(x — а)"+!, 

donde K es cualquier constante, ya que ese término y sus primeras n derivadas son todas 

iguales a cero en x = a. La nueva función 


f a(x) = Pala) + КО — ау! 


y sus primeras n derivadas coinciden con f y sus primeras n derivadas en x = a. 
Ahora elegimos el valor particular de К que hace que la curva y = f ,(x) coincida 
con la curva original y = f(x) en x = b. En símbolos, 


k= f(b) = P,(b) 


(b ЮМ ш 5 (7) 


f(b) = РЬ) + К(Ь — ay", 


EJ ERCICIOS 11.9 


Serie de Taylor por sustitución 
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Con K definida por la ecuación (7), la función 
Е(х) = f(x) = f nx) 


mide la diferencia entre la función original fy la aproximación a f, f ,, para cada х en [a, b]. 
Ahora utilizamos el Teorema de Rolle (sección 4.2). En primer lugar, como 
F(a) = F(b) = 0 y tanto F como Р” son continuas en [a, b], sabemos que 


F(ci)=0 para alguna сү en (а, Б). 


Ahora, como F'(a) = F'(c¡) = 0 y tanto F' como F”son continuas en [a, с1|, sabemos 
que 


Е"(с2) = 0 para alguna сә еп (а, с). 


El teorema de Rolle, aplicado de manera sucesiva а Р”, F”,...,F (8-1) implica la existen- 
cia de 

сз en (а, со) tal que F”(c3) = 0, 

с4 en (a, сз) tal que FW (ca) = 0, 


Cn en (a, Cn-1) tal que FW(c,) = 0. 


Por último, сото F (0 es continua еп [а, cn] y diferenciable еп (а, с,), у 
Еа) = FW(c,) = 0, el teorema de Rolle implica que existe un número c„+1 еп (a, си) 
tal que 


ГЕ) = 0. (8) 


Si diferenciamos F(x) = f(x) — Р(х) — K(x — а)" ! un total de п + 1 veces, obtene- 
mos 


Ех) = р) — 0 — (n + 1)!К. (9) 
Juntas, las ecuaciones (8) y (9) producen 
= ша. para algún número с = с, + en (a, b). (10) 
Las ecuaciones (7) y (10) dan 
f(b) = Р,(Б) + o ар", 
Esto concluye la demostración. п 


Más series de Taylor 


Utilice sustitución (como en el ejemplo 4) para determinar la serie de Determine la serie de Taylor en x = 0 para las funciones en los ejer- 
Taylor en x = 0 de las funciones en los ejercicios 1 a 6. cicios 7 a 18. 
1. е7 2. е? 3. 5 sen (—х) y? 
7. xe” 8. х^зепх 9. 77 1 + cosx 
4. ѕеп (®=) 5.с082х-1 6. cos (x? 2 2) Ёс 
10. senx=x+% 11. хсов рх 12. х? со (х2) 


3! 
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13. cos? х (Sugerencia: cos?x = (1 + cos 2х)/2) 


14. sen? х 15. 16. xln (1 + 2х) 


1 2 


17. 1 —х? 18. (11-39 


Estimación del error 


19. ¿Para aproximadamente qué valores de x puede reemplazar 
sen х por х — (x%/6) con un error de magnitud no mayor que 
5 10752 Justifique su respuesta. 

20. Si cos х se sustituye por 1 — (х2/2) y |x] < 0.5, ¿qué estimación 
puede hacerse del error? ¿1 — (х2/2) tiende a ser demasiado 
grande o demasiado pequeño? Justifique su respuesta. 


21. ¿Qué tan cercana es la aproximación ѕепх = х cuando |x| 
«10777 ¿Para cuáles de estos valores de xes х < sen x? 


22. La estimación 2 1 + х = 1 + (x/2) se usa cuando х es peque- 
ña. Estime el error cuando |x| < 0.01. 


23. La aproximación еї = 1 + х + (х2/2) se usa cuando х es peque- 
ña. Aplique el teorema de estimación del residuo para estimar el 
error cuando |x| < 0.1. 


24. (Continuación del ejercicio 23). Cuando x < 0, la serie para е* 
es una serie alternante. Utilice el teorema de estimación de series 
alternantes para estimar el error que resulta al sustituir e* por 
1 + x + (x?/2) cuando —0.1 < х < 0. Compare esta estima- 
ción con la que obtuvo en el ejercicio 23. 


25. Estime el error en la aproximación senhx = х + (х3/ 3!) cuando 
|x| < 0.5. (Sugerencia: Utilice R4 en lugar de R3). 
26. Demuestre que е", cuando 0 = h = 0.01, puede ser sustituida 


por 1 + h, con un error de magnitud no mayor que el 0.6% de h. 
Utilice е0! = 1.01. 


27. ¿Para qué valores positivos de h se puede sustituir In (1 + х) por 
x, con un error de magnitud no mayor que el 1% del valor de x? 


28. Se desea estimar p/4 evaluando la serie de Maclaurin para 
tan”! x en x = 1. Utilice el teorema de estimación de series al- 
ternantes para determinar cuántos términos de la serie tendría 
que sumar para asegurarse que la estimación sea correcta hasta 
dos decimales. 


29. a. Utilice la serie de Taylor para sen x y el teorema de estimación 
de series alternantes para demostrar que 


b. Grafique f(x) = (sen x)/x junto con las funciones 
y = 1 — (х2/6) y y = 1 para —5 = х = 5. Comente las re- 
laciones que hay entre las gráficas. 
30. a. Utilice la serie de Taylor para cos x y el teorema de estimación 
de series alternantes para demostrar que 
1 1? 1 — cosx 1 


7 24 7 12 <> х = 0. 


(Ésta es la desigualdad del ejercicio 52, sección 2.2). 

р. Grafique f(x) = (1 — cos x)/x? junto con 
y = (1/2) — (12/24) y y = 1/2 para —9 = х = 9. Co- 
mente las relaciones que hay entre las gráficas. 


Determinación e identificación 
de series de Maclaurin 


Recuerde que “serie de Maclaurin” sólo es otro nombre para las series 
de Taylor en х = 0. Cada una de las series indicadas en los ejercicios 
31 a 34 es el valor de la serie de Maclaurin de una función f(x) en al- 
gún punto. ¿De qué función y de qué punto se trata? ¿Cuál es la suma 
de la serie? 


(0.1) (0.1) ¿A 


эь 1983 31 7-3! 2272-0141) 
2, 4 —1)* 2k 

32. 1 P P з Шр) ho... 
42.21 44.41 4%. (2k!) 

3 5 -1у 2k+1 
и гоё 
З. gpeg 3%5 ЗК (2К + 1) 

р р” фур EE 
34. р Э) Т 3 Т ( 1) Ё Т 


35. Multiplique las series de Maclaurin para е* y sen х, y halle los 
cinco primeros términos diferentes de cero de la serie de Maclau- 
rin para е* sen x. 


36. Multiplique las series de Maclaurin para e* y cos x, y halle los 
cinco primeros términos diferentes de cero de la serie de Maclau- 
rin para e* cos x. 


37. Utilice la identidad sen? х = (1 — cos2x)/2 para obtener la se- 
rie de Maclaurin para sen? x. A continuación, diferencie esta serie 
y determine la serie de Maclaurin para 2 sen x cos x. Compruebe 
que esta última es la serie correspondiente a sen 2x. 


38. (Continuación del ejercicio 37). Aplique la identidad cos? х = 


cos 2х + sen? х para obtener una serie de potencias para cos? х. 


Teoría y ejemplos 

39. El teorema de Taylor y el teorema del valor medio Explique 
por qué el teorema del valor medio (teorema 4, sección 4.2) es un 
caso especial del teorema de Taylor. 


40. Linealizaciones en puntos de inflexión Demuestre que si la 
gráfica de una función dos veces diferenciable f(x) tiene un punto 
de inflexión еп х = a, entonces la linealización de f en х = a es 
también la aproximación cuadrática de fen x = a. Esto explica 
por qué se ajustan tan bien las rectas tangentes en los puntos de 
inflexión. 

41. El (segundo) criterio de la segunda derivada Utilice la ecua- 
ción 

Ў"(о) 
10) = fla) + Р (а) = a) + == (1 — аў 


para establecer el siguiente criterio. 
Suponga que ftiene primera y segunda derivadas continuas y 
que f'(a) = 0. Entonces 


a. ftiene un máximo local en a si f” = 0 en todo un intervalo, 
cuyo interior contiene a a; 


b. ftiene un mínimo local en a 81 f” = 0 en todo un intervalo, 
cuyo interior contiene a a. 


42. 


43. 


44. 


45 


46. 


47. 


Una aproximación cúbica Utilice la fórmula de Taylor con 
а = 0 у п = 3 para determinar la aproximación cúbica estándar 
de f(x) = 1/(1 — x) en x = 0. Dé una cota superior para la mag- 
nitud del error en la aproximación cuando |x| = 0.1. 


a. Use la fórmula de Taylor con n = 2 para determinar la apro- 
ximación cuadrática de f(x) = (1 + х)‘ en х = 0 (k es una 
constante). 

b. Sik = 3, ¿aproximadamente para qué valores de х, en el in- 
tervalo (0, 1], el error de la aproximación cuadrática será me- 
nor que 1/100? 


Mejores aproximaciones de P 


a. Sea P una aproximación de p con precisión de n decimales. 
Demuestre que P + sen P produce una aproximación correc- 
ta hasta Зл decimales. (Sugerencia: Sea Р = р + х). 


b. Inténtelo con una calculadora. 


. оо оо 
La serie de Taylor generada por f(x) = >,=p4yx" es У „0 
., . . . оо 

anx” Una función definida por una serie de potencias > „0 ах" 
con radio de convergencia с > 0, tiene una serie de Taylor que con- 
verge a la función en todos los puntos de (—c, c). Compruebe que 
es así demostrando que la serie de Taylor generada por 

со п . . со п 
f(x) = Жл—=о anx” es la misma serie X p=0 ay Xx”. 

Una consecuencia inmediata de esto es que series como 


_ 2 хо А хб xÈ Бао: 
хѕепх = х 31 + 51 71 і 
У 
4 5 
20:58 252 34 X х 
x*“e ХООЛ ЖЧ 21 Ї 31 ааа” 


obtenidas al multiplicar la serie de Taylor por potencias de х, así 
como las series obtenidas por integración y diferenciación de se- 
ries de potencias convergentes son, en sí mismas, las series de 
Taylor generadas por las funciones que ellas representan. 


Series de Taylor para funciones pares y funciones impares 
(Continuación del ejercicio 45, sección 11.7). Suponga que 
Р) = zo ax” converge para toda x en un intervalo abierto 
(=c, с). Demuestre que 


a. Sifes par, ац 0, es decir, la serie de 
Taylor de fen х = 0 contiene solamente potencias pares de x. 


аз ds 


b. Sifes impar, do 0, es decir, la serie de 
Taylor de fen х = 0 sólo contiene potencias impares de х. 


da ал 


Polinomios de Taylor de funciones periódicas 


a. Demuestre que toda función periódica continua / (х), 
—00 < x < 00, está acotada en magnitud, probando que 
existe una constante positiva М tal que | /(5)| = М para 
toda x. 


b. Muestre que la gráfica de todo polinomio de Taylor de grado 
positivo, generado por f(x) = cos x debe alejarse eventual- 
mente de la gráfica de cos х cuando | х| crece. Puede ver esto 
en la figura 11.13. Los polinomios de Taylor de sen x se com- 
portan en forma similar (figura 11.15). 


11.9 Convergencia de series de Taylor; estimación de errores 


48. 
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а. Grafique de las curvas y = (1/3) — (х2)/5 y 
y = (х — tan”! x)/x* junto con la recta y = 1/3. 


b. Utilice una serie de Taylor para explicar lo que observe. ¿Cuál 
es el 


Identidad de Euler 


49. 


50. 


51. 


52. 


53. 


54. 


55. 


56. 


Utilice la ecuación (6) para escribir las siguientes potencias de e 
en la forma a + bi. 


а. е Р b. eP/ с. e PR 
Use la ecuación (6) para demostrar que 
iu 4 e su іч __ егч 
cos Ч = sen U = : 
2 y 2i 


Establezca las ecuaciones del ejercicio 50 combinado las series 
formales de Taylor para ey e™"", 


Demuestre que 


a. cosh iU = cos U, b. senh iU = isen U. 


Multiplicando las series de Taylor para e* y sen x, determine los 
términos hasta х? de la serie de Taylor рага е sen x. Esta serie es 
la parte imaginaria de la serie para 

ех. еї ЭР elt, 
Use este hecho para comprobar su respuesta. ¿Para qué valores de 


x debe ser convergente la serie para e* sen х ? 


(a+ ib)x 


Cuando a y b son reales, definimos e con la ecuación 


еба) = gar, ойх = e™(cos bx + ¡sen bx). 


Diferencie el lado derecho de esta ecuación para demostrar que 


4 (a+ib)x y (a+ ib) 
—e x= (а + ір)е х. 
ах ( ib) 


En consecuencia, la conocida regla (d/dx)e kx = е es válida 


tanto para k complejo como para k real. 


Use la definición de е'Ч para demostrar que, para cualesquiera nú- 
meros reales ц U, y W, 


a eeit = eitu) b. e -1/е", 


Dos números complejos а + ib y с + id son iguales si sólo si 
a = cy b = а. Use este hecho para evaluar 


Je cosbxdx y fe sen bx dx 


[= dx = Е ГА ¿(a+ ib)x FC, 
а? + Б 


а partir de 


donde С = С, + ІС es una constante de integración compleja. 
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EXPLORACIONES CON COMPUTADORA 


Aproximaciones lineales, cuadráticas y cúbicas 


La fórmula de Taylor con п = 1 y a = 0 proporciona la linealización 
de una función en x = 0. Con n = 2 y n = 3 obtenemos las aproxi- 
maciones cuadráticas y cúbicas estándar. En los ejercicios siguientes 
exploraremos los errores asociados con estas aproximaciones, tratan- 
do de responder dos preguntas: 


a. 


¿Para qué valores de x la función puede ser sustituida por cada 
> эё -2 
aproximación, соп un error menor que 10 *? 


¿Cuál es el máximo error que podemos esperar si sustituimos la 
función por cada aproximación en el intervalo dado? 


Utilice un software matemático para realizar los pasos siguientes, 


que le ayudarán a responder las preguntas (a) y (b) para las funciones 
e intervalos de los ejercicios 57 a 62. 


Paso 1: Grafique la función sobre el intervalo dado. 


Paso 2: Halle los polinomios de Taylor Р(х), Pa(x), y Рз(х) en 
x=0. 

Paso 3: Calcule la (п + 1) —ésima derivada, "+ (с) asociada 
con el término residual para cada polinomio de Taylor. Trace la 
gráfica de la derivada como una función de c sobre el intervalo 
dado y estime su máximo valor absoluto, M. 


57. 


58. 


59. 


60. 
61. 
62. 


Paso 4: Calcule el residuo R,(x) para cada polinomio. Use la es- 
timación М del paso 3 en lugar de £"+*(c), grafique R,(x) sobre 
el intervalo dado. Estime después los valores de x que responden 
la pregunta (a). 

Paso 5: Compare su error estimado con el error real 

Enlx) = | f(x) — Pa(x)| trazando la gráfica de Е„(х) en el inter- 
valo dado. Esto le ayudará a responder la pregunta (b). 

Paso 6: Grafique juntas la función y sus tres aproximaciones de 
Taylor. Analice las gráficas en relación con la información obte- 
nida en los pasos 4 y 5. 


Fa) = === 


10) = 1+0), сше 


х 


10) = 2 
f(x) = (cos х)(ѕеп 2х), |х| = 2 
f(x) = е *соѕ 2х, |х| = 1 


Р(х) = eP ѕеп2х, |х| = 2 


y ЇХ| 22 


Ё 5 Ё o Aplicaciones de las series de potencias 


En esta sección hablaremos de la serie binomial para la estimación de potencias y raíces, 
y mostraremos cómo, en ocasiones, se utilizan las series para aproximar la solución de un 
problema con valor inicial, para evaluar integrales no elementales y tambien para evaluar 
límites que conducen a formas indeterminadas. Proporcionaremos una deducción alterna- 
tiva de la serie de Taylor para tan”! х y concluiremos con una tabla de referencia de series 
utilizadas con frecuencia. 


La serie binomial para potencias y raíces 
La serie de Taylor generada рог f(x) = (1 + х)", cuando т es constante, es 


(т = 1) т(т = 1)(т — 2) 
+ 3! х 


т 
l + тх + 


y mn — Dm 2) mkt) k., 


k! (1) 


Esta serie, llamada serie binomial, converge absolutamente рага |х| < 1. Para deducir la 
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serie, primero listamos la función y sus derivadas: 
о) = (L+ a)” 
Р(х) = т(1 + ху”! 
Ў") = т(т = 1)(1 + ху"? 


Р(х) = т(т 1) (т 2)(1 + х)"-3 


fx) = т(т 1)(т 2)---(т -k+ 1)(1 + х)", 


Luego las evaluamos еп х = 0 y las sustituimos en la fórmula de la serie de Taylor рага 
obtener la serie (1). 

Si m es un entero mayor que o igual a cero, la serie finaliza después de (m + 1) tér- 
minos, ya que los coeficientes a partir de k = m + 1 son iguales a cero. 

Si т no es un entero positivo o cero, la serie es infinita y converge para |х| < 1. Pa- 
ra ver рог qué, sea ик el término que tiene a х“. Luego aplique el criterio de la razón para 
convergencia absoluta para ver que 


Ик+1 
Uk 


Ж та К. 
К+ 1 


> |x| сото k > 00, 


Nuestra deducción de la serie binomial sólo muestra que es generada por (1 + x)” y 
converge para |x| < 1.La deducción no muestra que la serie converge a (1 + х)". Sí lo 
hace, pero omitimos la demostración. 


Serie binomial 
Para-1<x=<l, 


(1+"=1+ >, нэ 
ёл 


en donde definimos 


цн нийн рага k = 3. 


К! 


EJEMPLO 1 о de la serie binomial 


Sim =-—1, 


1 (MS) dal =. + 1) k! | 
(2): k! = v (8) = 1). 
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Con estos valores para los coeficientes y con x reemplazada por —x, la fórmula de la serie 
binomial produce la conocida serie geométrica 


(1(+х) 1 =1+ SG = lito EDO. ош 
сл 


EJEMPLO 2 о de la serie binomial 


Sabemos por el ejemplo 1, sección 3.8, que 2 1 + х = 1 + (2/2) рага |х| pequeña. Con 
т = 1/2, la serie binomial da aproximaciones cuadráticas y de orden superior, junto con 
una estimación del error dada por el teorema de estimación para series alternantes: 


E. MOE), 


((+х)!?=1+2+ 


2 2! * 3! 
308: 2-1 5 
IAS 
41 ын 
2 3 4 
Х xX х ЭХ 
ит эн иг ын 


Al sustituir la х se obtienen otras aproximaciones, por ejemplo, 


2 4 
Е = г, para | х2| pequeña 
1 1_ 1 1 1 1 5 В 
А o 2х 82 para |, | pequeña, esto es, |х| grande. н 


Soluciones por series de potencias de ecuaciones diferenciales y 
de problemas con valor inicial 


Cuando no podemos hallar una expresión relativamente sencilla para la solución de un 
problema con valor inicial o de una ecuación diferencial, buscamos otros caminos para 
tratar de obtener información sobre la solución. Uno de ellos consiste en hallar una repre- 
sentación de la solución mediante una serie de potencias. Si la encontramos, tenemos de 
inmediato una fuente de aproximaciones polinomiales de la solución, y eso puede ser todo 
lo que realmente necesitamos. El primer ejemplo (ejemplo 3) se refiere a una ecuación di- 
ferencial lineal de primer orden que puede resolverse con los métodos señalados en la sec- 
ción 9.2. El ejemplo muestra cómo, sin la información de la sección 9.2, podemos resolver 
la ecuación usando series de potencias. El segundo ejemplo (ejemplo 4) trata con una 
ecuación que no puede resolverse analíticamente con los métodos que se han estudiado. 


EJEMPLO 3 Solución usando series de un problema con valor inicial 


Resolver el problema con valor inicial 


уб\-у=х, у(0)=1. 


Solución Supongamos que existe una solución de la forma 


у = а + ajx + ох? +: + ах"! + apx” +. (2) 
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Nuestro objetivo es determinar valores рага los coeficientes az con los cuales la serie y su 
primera derivada 


у' = а + 2a2x + Зазх? + + парх" +- (3) 


satisfacen la ecuación diferencial y la condición inicial dadas. La serie y” — y es la dife- 
rencia de las series de las ecuaciones (2) y (3): 


у= y = (а — а) + (2a — ау)х + (Заз — asa? + 
+ (пад ны аһ-1)х" С! я (4) 


Рага que y satisfaga la ecuación у’ — у = х, la serie de la ecuación (4) debe ser igual a х. 
Puesto que las representaciones en series de potencias son únicas (ejercicio 45 de la sec- 
ción 11.7), los coeficientes de la ecuación (4) deben satisfacer las ecuaciones 


a-=a=0 Términos constantes 


2a=a=1 Coeficiente de x 


Заз — а = 0 Coeficiente de 1? 


Coeficiente de х"! 


De la ecuación (2), podemos ver también que у = ар cuando х = 0, así que ао = 1 (ésta 
es la condición inicial). Resolvemos para obtener, 


l+4_1+1_2 


a = 1, а = а) = 1, 0 = у= у = 5, 
<n 2 _ 2 _ @-1_ 2 
з =з 342 озго Mon Сор 


Sustituyendo estos valores de los coeficientes en la ecuación para y (ecuación (2)) resulta 


2 3 n 


Xx Xx х 
у= 1+х +2 t 2z too 2р 
2 З 1 
E х х X 
-1ta (Gr +) 


Taam 
serie de Taylor para e*—1—x 


=1+x+ 2Qe* -1-x)=2%*=-1-=x. 


La solución de nuestro problema con valor inicial es y = 2e* — 1 — х. 
Como comprobación, vemos que 


у(0) =2e-1-0=2-1=1 


EJEMPLO 4 Resolución de una ecuación diferencial 
Determinar una solución mediante serie de potencias para 


у” + х?у = 0. (5) 
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Solución Supongamos que existe una solución de la forma 
у = а + ах + ax? ++ арх" +, (6) 
y hallamos cuáles tienen que ser los coeficientes a, para que la serie y su segunda derivada 
у” = 2а› + 3:2а3х +: + n(n = 1ayx"?+--- (7) 


satisfagan la ecuación (5). La serie para x?y y es x? veces el lado derecho de la ecuación 


(6): 
xy = аух? + ajx? + axt +++ aa +. (8) 
La serie para y” + x?y es la suma de las series de las ecuaciones (7) у (8): 
у” + х2у = 2a, + базх + (12a4 + ао)х? + (20а5 + aj)a? 
+- + (n(n = 1)a, + AyzaJx” ? +. (9) 


Observe que el coeficiente de х"? en la ecuación (8) es а„—4. Para que y y su segunda de- 
rivada, y”, satisfagan la ecuación (5), todos los coeficientes de las potencias individuales 
de x en el lado derecho de la ecuación (9) deben ser cero: 


2a = 0, баз = 0, 12а4 + ay = 0, 20a5 + а = 0, (10) 
y para toda n > 4, 
n(n = l)a, + аһ—4 = 0. (11) 
De la ecuación (6), podemos ver que 
a = у(0), а = у'(0). 


En otras palabras, los dos primeros coeficientes de la serie son los valores de y y de y' en 
x = 0. Las ecuaciones (10) y la fórmula recursiva (11) nos permiten evaluar todos los de- 
más coeficientes en términos de ар y a1. 

De las dos primeras ecuaciones (10) se obtiene 


da = 0, аз = 0. 
La ecuación (11) muestra que si а, 4 = 0, entonces а, = 0; por eso concluimos que 
ав = 0, ат = 0, ajo = 0, ап = 0, 


y siempre que n = 4k + 2 о АК + 3, a, es сего. Para los demás coeficientes tenemos 


721-4 
цан п(п = 1) 
de modo que 
_ —ао —а4 ад 
“gy 78.7 347:8 


—ag 


—ao 


4127-11-12. 3:4:7-8-11-12 


me 
5-4 


—а 


ds = 


— ds а 
9-8 4-5.8-9 


—а| 


а9 


91312413 4-5-8:8-12-13” 
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La respuesta se expresa mejor como la suma de dos series separadas: una multiplicada 
por ао, y la otra por ац: 


4 xê х!? 


— Х ... 
у ao (1 3:47 3:4-7-8 34-78-1112. * ) 


х? х? ЖЭ 
+a (x Т O TL TOTO E С 


Ambas series convergen absolutamente para toda x, como se ve fácilmente con el criterio 
de la razón. ш 


Evaluación de integrales по elementales 


Las series de Taylor pueden usarse para expresar integrales no elementales en términos de 
series. Integrales como / sen х” dx surgen en el estudio de la difracción de la luz. 


EJEMPLO 5 Exprese f sen х2 dx como una serie de potencias. 


Solución De la serie para sen x obtenemos 


ә 6 Х 
зеп” =P- зү + ск ур + Чу 


Por lo tanto, 


3 7 11 15 10 
2 Ж х х х X А 
| sena ASA ШЕ хы сщ. 5 


EJEMPLO 6 Estimación de una integral definida 


: 1 1 
Estime Jo sen x° dx con un error de magnitud menor que 0.001. 


Solución De la integral indefinida del ejemplo 5, 


1 
2221 1 1 І : 
| sen х“ dx 3 7-31 + 11-51 15.7! к 19.9! 


La serie es alternante, y experimentado hallamos que 


1 


115441 = 0.00076 


es el primer término numéricamente menor que 0.001. La suma de los dos términos prece- 
dentes da 


КИ 1 1 
| sen х dx 5 3 — gz ~% 0.310. 


Con dos términos más, podríamos estimar 


1 
/ sen х2 dx ~ 0.310268 
0 


con un error menor que 107%. Con sólo un término más, tenemos 


1 
2, n 1 1 1 1 1 А, 
И sen х“ ах = 372 + 1320 7 75600 + 6894720 ~% 0.310268303, 
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con un error de aproximadamente 1.08 х 107°. Para garantizar esta precisión con la 
fórmula de error para la regla del trapecio, se requeriría usar unos 8000 subintervalos. ш 


Arco tangente 


En el ejemplo 5 de la sección 11.7, encontramos una serie para tan”! х primero derivando 
para obtener 
1 1 


Aisa 2 a os 
dx 1+ х2 


y luego integrando para llegar а 


1 X х xX ЭЭ 
tan x xX 3+5 7 + 


Sin embargo, no demostramos el teorema de integración término a término еп el cual se 
basa esta conclusión. Ahora deduciremos de nuevo la serie, integrando ambos lados de la 
fórmula finita 


1 (pupa 


1+? 


-1-0401-0194-|4(-1уй + А (12) 


1+? 


еп la cual el último término se obtiene sumando los términos restantes como una serie 

geométrica con primer término a = (-1)"*112+2 y razón r = —1?. Integrando ambos la- 

dos de la ecuación (12), de t = Oat = х, resulta 
Х х х 


ап х= х 3+5 т (105 == 


donde 


Х(-1 n+1,2n+2 
Ra (x) -| ED dt. 
0 


1+ 


El denominador del integrando es mayor que o igual a 1, por lo cual, 
| х шан 


|x] 
2n+2 Эн 
жо = f t dt = +3: 


Si|x| = 1, el lado derecho de esta desigualdad se aproxima a cero cuando n — оо. Por lo 
tanto, бт, оо Ё„(х) = Osilx] = 1 y 


! со (= 1)"%2"+! 


ап x = 2 maT |x| = 1. 
(13) 
zj 5 Р її? e + =] 
tan x=x-3 5 7 ЯМ 


Tomamos este camino en lugar de determinar de manera directa la serie de Taylor, ya que 
las fórmulas para las derivadas de orden superior de tan”? х son inmanejables. Cuando ha- 
cemos x = 1 en la ecuación (13), obtenemos la fórmula de Leibniz: 


a a 


Bojola toba (—1)" 

4 
Como esta serie converge muy lentamente, no es útil para aproximar а р con muchos de- 
cimales. La serie para tan ! х converge más rápidamente cuando х es cercana a cero. Por 
esa razón, quienes utilizan la serie de tan”! х para calcular р, utilizan varias identidades 
trigonométricas. 
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Por ejemplo, si 


ЕИ Е 1 
а= (ап 2 у b = tan 3” 
entonces 
tana + tan b 1+3 р 
ап (а + 0) = т апааа 1 974 
у 


р. Бе -11 
4 a + b= tan z + tan 37 


Ahora la ecuación (13) podría usarse соп х = 1/2 para evaluar tan”! (1/2) y con х = 1/3 
para obtener tan? (1/3). La suma de estos resultados, multiplicados por 4, da р. 


Evaluación de formas indeterminadas 


A veces podemos evaluar formas indeterminadas expresando las funciones involucradas 
como series de Taylor. 


EJEMPLO 7 Límites por medio de series de potencias 


Evaluar 


Solución Representamos Іп х como una serie de Taylor en potencias de х — 1. Esto se 
consigue calculando la serie de Taylor generada por ln х en х = 1, ya sea directamente о 
sustituyendo x por x — 1 en la serie que vimos para In (1 + x), en el ejemplo 6 de la sec- 
ción 11.7. De cualquier forma, obtenemos 


1 


Inx = (х — 1) z 1)2 +... 
a partir de lo cual encontramos que 
m PX = 7 = шаг 
и 22 1m (1 2 (х 1) + ) 1; и 


EJEMPLO 8 Límites por medio de series de potencias 


Evaluar 


„беп = tanx 
lím A 
x>0 Ж 
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Solución Las series de Taylor para sen х y tan х, hasta los términos en х”, son 


3 5 3 5 
X x Е х Ф 2х р... 
ѕепх = х 3 E 3 Д tanx =x + + су + я 
Por lo tanto, 
sen х tanx = х х өөр l х саба 
2 8 2 8 
y 
lím SEnx = tanx _ im Та a 
x>0 e х-»0 2 8 


Si usamos series para calcular lím,-0 ((1/senx) — (1/x)), no sólo determinamos dicho lí- 
mite, sino también descubrimos una fórmula para aproximar csc x. 


EJEMPLO 9 Fórmula para aproximar сѕс х 


| 1 1 
Determinar lím | саа = = |. 
50 Es 1) 


Solución 
3 
X X 
X Xx + 
1 1 х = ѕепх ( 3! 5! ) 
senx x xsenx 3 
4 эү Жү 230 
4 (+ 3175! ) 
3 e 22 1 х? 
: Ё г? ЕТЩ ы 
= = х 
2 2 
х х 
e(1- +) l1= 5 + 
Por tanto, 
РЕ Т 
lím ( - 1) = іт ya 5! =0 
o SEN xX Ш 2 
х-»0 х-»0 р: 


1 х 
а х: = о сзсх т е; 


831 


11.10 Aplicaciones de las series de potencias 


TABLA 11.1 Series de Taylor utilizadas con frecuencia 


Serie binomial 


> х? mim — m = x? 
т(т = 1)? mm- DD 


Hitara ++" + Do lx] < 1 
ГЕут ххэ ээж CI | | < 1 

ХЭ х х" 
Parier л аот, |x| < оо 
ыи шы к (6551) ar е 
cosx = 1 а + ( re. |x| < оо 
ш(1+х)=х Хай + ( Таржа 1<хж=1 
ш = 2ш !х 2x4 ++ ЛҮҮ) ео тг | | < 1 
бич = Хэр + ( re. SA |x| < 1 


= 1)(т = 2)::: (т = М 
„тт 1)( 2)-44( k +1) ч 


(1 + х)" = 1+ тх + 2| 


=1+ У (ma lx] < 1, 
Ek 


31 


en donde 
т(т = 1) 


К! 


т(т = 1)---(m=k +1) 


2! 


()-» > 00 


el caso en que х = 0) que suele excluirse), con lo cual (1 + x)” 


en x” y el resultado converge para toda x. 


гт рага k = 3. 


Nota: Para escribir en forma compacta la serie binomial, se acostumbra definir (") como 1 y considerar x? = 1 (incluso еп 


оо т : гд : 2 
Ха ES Si т es un entero positivo, la serie termina 


EJ ERCICIOS 11.10 


Series binomiales 


Determine los cuatro primeros términos de la serie binomial para las 
funciones de los ejercicios 1 a 10. 


1. (1 + х), 2. (1+ х)! 3. (1 = х)? 
р хү? хү? 

— 1 E GS E 

4. (1 2х) 5. ( + Э 6. ( x) 


пау" 8. (та) 
¡Y 2\ 1⁄3 
9. (1 +2) 10. (1-2 


Determine la serie binomial para las funciones de los ejercicios 
11 a14. 


11. (1 + x} 12, (1 + х2)3 
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x 4 
u (1-3) 


Problemas con valor inicial 


Utilice series para determinar soluciones para los problemas con valor 
inicial de los ejercicios 15 a 32. 


13. (1 — 2х)? 


15. y +y=0, у(0)=1 16. У-2у-0, y(0)= 1 
17. y -у-1, у(0) = 0 18. y +у= 1, у(0) = 2 


19. у - у= х, у(0) = 0 20. у +у = 2х, у(0) = -1 
21. уху = 0, у(0) = 1 22. у – ху = 0, у(0) = 1 
23. (1 — х)у - у= 0, у(0) = 2 
24. (1 + х2)у + 25у = 0, у(0) = 3 
25. у –- у= 0, у'(0) = 1уу(0) = 
у'(0) = 0уу(0) = 1 
27. у +у= х, у (0) = 1уу(0) = 2 
( 


о 


26. у" +у = 0, 


28. у" – у= х, У(0) = 2уу(0) = —1 
29. y = у= =x, (2) = -2уу(2) = 0 
30. y" – х?у = 0, y'(0) = Буу (0) = а 
31. у" + ху = х, У(0)-Буу(0) = а 
32. у" – 2у +у= 0, У(0) = 1уу(0) = 0 


Aproximaciones е integrales no elementales 


En los ejercicios 33 a 36, estime por medio de series los valores de las 


integrales, con un error de magnitud menor que 107°. (La sección de 
respuestas da los valores de las integrales redondeados a 5 decimales). 


0.2 
33. | sen x? dx 
0 


0.1 1 0.25 
35. 1 — dx 36. Ž1 +x dx 
0 21+x 0 


Por medio de series, aproxime los valores de las integrales de los ejer- 


cicios 37 a 40, con un error de magnitud menor que 1075. 


Ma 01 
37. | х Ox 38. | е dx 
0 0 


0.1 Va 
». | 21+x*dx в. a 
0 0 X 
t8 


4 
А 1 Р ї 
41. Estime el error si cost? se aproxima рог 1 — = + = en la 


й 2 4! 
integral 
- t 2 3 
42. Estime el error si cos 2 186 aproxima por 1 — > + 276 еп 


la integral de cos 2 tdt. 


En los ejercicios 43 a 46, encuentre un polinomio que aproxime a F(x) 
en todo el intervalo dado, con un error de magnitud menor que 107°. 


43. F(x) = | "еп й, 10.1 
0 


44. Р(х) = | Pe” di [0,1] 
0 


45. F(x) = Pura, (a) [0, 0.5] (b) [0,1] 
0 


“In (1 +1) 
46. F(x) -| ~~; dt, (а) [0, 0.5] (b) [0,1] 
0 


Formas indeterminadas 


En los ejercicios 47 a 56, evalúe los límites por medio de series. 


e=(l+x х _ 7х 
47. lím EA 48. lím С 
х-»0 X х-»0 
1 = cost — (2/2) senu — u + (0/6) 
49. ím ————— . lím 
1>0 Ї u>0 Р 
— tan” {ап Ту — sen 
51. lím RA й 2 52. lím и 2 
y<>0 y y<>0 y” cos у 
53. lim eV” — 1) 54. im а ван 
хоо’ x—>00 3 x+l 
№ (1+ 22 2 _ 
da а Ес 


х-0 1 — cosx x>2 In (x = 1) 
Teoría y ejemplos 
57. Sustituya x por —x en la serie de Taylor de In (1 + x) para obte- 


ner una serie para In (1 — х). Reste ésta serie de la serie de Tay- 
lor de In (1 + х) para demostrar que para |x| < 1, 


JEX A 
Mi a(x 3 T 5 T ) 


58. ¿Cuántos términos de la serie de Taylor para In (1 + x) es nece- 
sario sumar para tener la seguridad de calcular ln (1.1) con un 
error de magnitud menor que 10752 Justifique su respuesta. 


59. De acuerdo con el teorema de estimación de series alternantes, 
¿cuántos términos de la serie de Taylor para tan”! 1 es necesario 
sumar para tener la seguridad de calcular p/4 con un error de 
magnitud menor que 1073? Justifique su respuesta. 


60. Demuestre que la serie de Taylor para f(x) = tan”! х diverge para 
|х| > 1. 


61. Estimación de pi ¿Aproximadamente cuántos términos de la 


serie de Taylor para tan”! x tendría que usar para evaluar cada tér- 
mino del lado derecho de la ecuación 


= 1 1 ad =al 
p = 48 tan 18 + 221801 57 20 їап 239 


con un error de magnitud menor que 107927 En contraste, la con- 
. оо 2 2 . . . 
vergencia de >„—1(1/п^) арг/б es tan lenta que ni siquiera con 
50 términos se obtiene una precisión de dos decimales. 
62. Integre los tres primeros términos distintos de cero de la serie de 


Taylor para tan г, de O ах, para obtener los tres primeros términos 
distintos de cero de la serie de Taylor para In sec х. 


63. 


64. 


68. 


. Estimación de pi 


a. Utilice la serie binomial y el hecho de que 


4 2-1, -үүрс сүл? 
qe nx (=x) 


para generar los cuatro primeros términos distintos de cero de 
la serie de Taylor para sen”! x. ¿Cuál es el radio de conver- 
gencia? 


b. Serie para соѕ ! х Utilice el resultado del inciso (a) para 


determinar los cinco primeros términos distintos de cero de la 


serie de Taylor para cos! x. 


a. Serie para ѕепһ ! х Determine los cuatro primeros términos 
distintos de cero de la serie de Taylor para 


Ж 
sentra | ша 
0 21+ 


b. Use los tres primeros términos de la serie en el inciso (a) para 
estimar senh”! 0.25. Proporcione una cota superior para la 
magnitud del error en la estimación. 


. Obtenga la serie de Taylor para 1/(1 + х)? a partir de la serie pa- 


ra =1/(1 + х). 


. Use la serie de Taylor рага 1/(1 — x?) para obtener una serie para 


2x/(1 = х2)2. 
El matemático inglés Wallis descubrió la 
fórmula 


р  2-4-4-6-6-8--- 
E o E єє? 


Aplicando esta fórmula, calcule p hasta la segunda cifra decimal. 


Construya una tabla de logaritmos naturales ln n para n = 1,2, 
3,..., 10 usando la fórmula del ejercicio 57, pero aprovechando 
las relaciones ш4 = 21а 2, 06 = In2 + In3, In8 = 31n2, 
In9 = 213, y ш10 = 2 + 5 para reducir la tarea al 
cálculo de relativamente pocos logaritmos por series. Inicie usan- 
do los siguientes valores de x en el ejercicio 57: 


69. 


70. 


71. 
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Serie para sen 'x Integre la serie binomial para (1 — x?) 17 


y demuestre que para |x| < 1, 
00 1:3:5:4--44(20- 1) хэлэ 
-f нг П 
к; х+ > 2-4-6:---*(2n) 20-17 


1 


Serie para tan х соп Deduzca las series 


ц р 1 1 1 
| ке, x> 
tan х 2 xX 30 543 > Ж 1 
a р 1 1 1 
tan? x TA Ъз , X 1, 
integrando la serie, 
1 11 1 1 1 1 1 


+e Ê 1+ (102) 2 é p $ 


en el primer caso de x a 00 y en el segundo de —00 a x. 
El valor de 3-1 tan *(2/n?) 


a. Utilice la fórmula para la tangente de la diferencia de dos án- 
gulos para demostrar que 


2 


tan (tan! (п + 1) — tan" (n — 1)) = 5 
п 


b. Demuestre que 


N 2 р 
У заа! = tan! (N + 1) + tan! N *. 
n=1 иг 4 


: -12 
с. Determine el valor de У, tan м, 
п 


Hemos visto cómo la serie de Taylor puede usarse para aproximar una función /рог medio 


BIOGRAFÍA HISTÓRICA 
Jean-Baptiste Joseph Fourier 


(1766-1830) 


de polinomios. Los polinomios de Taylor proporcionan un buen ajuste a f cerca de un pun- 
to particular x = a, pero el error en la aproximación puede ser grande en puntos que están 
alejados de a. Existe otro método que suele proporcionar buenas aproximaciones en inter- 
valos grandes y a menudo se puede usar para funciones discontinuas, para las cuales los 


polinomios de Taylor fallan. Este método de aproximación de funciones, creado por 
Joseph Fourier, utiliza sumas de funciones seno y coseno. Se ajusta muy bien para analizar 
funciones periódicas, tales como las señales de radio y corrientes alternas, para resolver 
problemas de transferencia de calor y para muchos otros problemas en ciencias e inge- 


niería. 
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Suponga que deseamos aproximar una función f en el intervalo (0, 2p] por una suma 
de funciones seno y coseno, 
Р(х) = ay + (а cosx + b¡senx) + (аз соѕ 2х + Ро ѕеп 2х) + 
+ (а, cos nx + b, ѕепих) 


o, en notación sigma, 
n 
falx) = ay + S (az cos kx + b sen kx). (1) 
1253 


Nos gustaría elegir los valores para las constantes ар, 41, 42,---45 у bi, b>,..., Б, que ha- 
gan de f,(x) la “mejor aproximación posible” a f(x). El concepto “mejor aproximación 
posible” se define como sigue: 


1. fulx) y f(x) dan el mismo valor cuando se integran de 0а 2р. 


2. f(x) cos kx y f(x) cos kx dan el mismo valor cuando se integran de 
2р (К = 1,..., п). 


3. f(x) sen kx y f(x) sen kx dan el mismo valor cuando se integran de 
2р (К = 1,..., n). 
En suma, imponemos 2n + 1 condiciones а fp: 


2р 2р 
| М(х) dx = / f(x) ах, 
0 0 


2p 2p 
/ Р(х) cos kx dx = / f(x) cos kx ах, К = 1,...,п, 
0 0 


2р 2р 
| Р(х) sen kx ах = | f(x) sen kx dx, К = 1,...,п. 
0 0 


Es posible seleccionar ay, а1, 42,---4лУ b1, Ро,..., bn de modo que se satisfagan todas es- 
tas condiciones, procediendo como se indica a continuación. Integrando ambos lados de la 
ecuación (1) de 0 а 2р, se obtiene 


2p 
f 7509) ах = 2pas 
0 


ya que la integral sobre (0, 2р] de cos kx es igual a cero cuando k > 1, lo mismo que la 
integral de sen kx. Sólo el término constante ay contribuye а la integral de f,, en (0, 2р]. 
Un cálculo semejante se aplica a cada uno de los otros términos. Si multiplicamos ambos 
lados de la ecuación (1) por cos x e integramos de 0 а 2р obtenemos 


2p 
f(x) cos x dx = ра). 
0 


Esto es resultado del hecho de que 


2p 
/ cos px cos px dx = р 
0 


2р 2р 2р 
f cos px cos qx dx = | cos px sen mx dx = sen px sen qx dx = 0 
0 0 0 
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siempre que p, q y m sean enteros y p no sea iguala a q (ejercicios 9 a 13). Si multiplica- 
mos la ecuación (1) por sen х e integramos de 0 a 2р, obtenemos 


2p 
Р(х) sen хах = рь. 


Procediendo de manera similar соп 


cos 2х, sen 2x,..., COS nX, Sen nx 


cada vez, obtenemos sólo un término distinto de cero, el término con un seno al cuadrado 
o un coseno al cuadrado. Para resumir, 


2p 
Pal) dx = 2pay 


2p 
/ Р(х) cos kx dx = paz, k=1,...,n 
0 


2p 
f(x) sen kx dx = рь, К=з ый 


Elegimos /,, de modo que las integrales de la izquierda permanezcan iguales cuando ў, se 
reemplace por f, por lo que podemos utilizar estas ecuaciones para determinar ag, 41, 42, 
.. -An у b1,b2,..., bn a partir de f: 


1 [? 
а = 2р |, f(x) ах (2) 
2p 
a=p/ f(x) cos kx ах, k=1,...,n (3) 
2p 
„= f(x) sen kx dx, k=1,...,n (4) 


La única condición necesaria para poder determinar estos coeficientes, es que las integra- 
les anteriores existan. Si hacemos п — ОО y utilizamos estas reglas para obtener los coefi- 
cientes de una serie infinita, la suma resultante se denomina serie de Fourier para f(x), 


со 


ау + У (ак соз kx + Бұ sen kx). (5) 
1233 


EJEMPLO 1 Determinación de un desarrollo en serie de Fourier 


La serie de Fourier puede utilizarse para representar algunas funciones que no pueden re- 
presentarse por medio de series de Taylor; por ejemplo, la función escalón f que se muestra 
en la figura 11.16a. 


$1 80 =х=р 
м = [2 sip <х = 2р. 
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y y 
A A 
2 =D 
е 9 е е е е 
1 1 
1 | > x | 1 1 1 1 1 SÍ 
0 т 27 Lr -T 0 т 2т Зп 4т 


(а) (5) 


FIGURA 11.16 (a) La función escalonada 


_ Jl 0=<x=p 
ә = (y р<х=2р 


(b) La gráfica de la serie de Fourier para /ев periódica y tiene valor 3/2 en cada punto de disconti- 
nuidad (ejemplo 1). 


Los coeficientes de la serie de Fourier de f se calculan por medio de las ecuaciones (2), 


(3) у (4). 
у 
o= zp), f(x)dx 
25774 ae 
(fra / 2) =3 
Р 
ак = | f(x) cos kx ах 
тү [Р " 
= р | заа | 2 соѕ kx ах 
0 р 
_ 1 (|sen kx |P 2 sen kx |? 2 
a шы 
1 [? 
281) f(x) sen kx ах 
0 
fe Е 
= р | ахх + f 2 sen kx dx 
0 p 
1 cos kx |Р P 2 cos kx |P 
р k Jo k lo 
_ coskp -1 _ (—1)#—1 
kp kp 
Por lo que 
шаа a = а = =0, 
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La serie de Fourier es 


мо 


= 5 (sen + send + жм + 4) 


Observe que en х = р, donde la función f(x) salta de 1 a 2, todos los términos con seno 
se anulan, dejando 3/2 como el valor de la serie. Éste no es el valor de f en р, ya que 
F(p) = 1. Además, la serie de Fourier da 3/2 en х = 0 y en x = 2р. De hecho, todos los 
términos de la serie de Fourier son periódicos, de periodo 2р, y el valor de la serie en 
x + 2p es el mismo que su valor en x. La serie que obtuvimos representa la función perió- 
dica que se grafica en la figura 11.16b, con dominio igual a toda la recta real y un patrón 
que se repite en todos los intervalos de ancho 2р. La función tiene una discontinuidad de 


salto en х = пр, п = 0, +1, +2,... y en estos puntos tiene un valor de 3/2, el valor pro- 
medio de los límites laterales. La convergencia de la serie de Fourier de f se muestra en la 
figura en la figura 11.17. | 
у y у 
A A 
2- / 2 Ј 2 Ј 
1.5 Л 1:5 ГА 1.5 Б 
1 1 1 
1 55 | І | -»х 1 І жу 
0 т 27 т 2т 0 т 2т 
(а) (5) (с) 
y y 
А А 
2} f 2 f 
1.5 h 1.5 fis 
1 1 
| lL >y | 1 1-»х 
0 т 27 0 т 2т 


(4) (е) 


1, O0=x=p 


del ejemplo 1. 
2 p<x=<2p 


FIGURA 11.17 Тав aproximaciones de Fourier f1, f3, fs, fo, y fıs para la función f(x) = | 
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EJ ERCICIOS 11,11 


Determinación de series de Fourier 


En los ejercicios 1 a 8, determine la serie de Fourier asociada con la 
función dada. Haga un bosquejo de cada función. 


Convergencia de la serie de Fourier 


La serie de Taylor se calcula a partir del valor de una función y sus derivadas en un solo 
punto, x = a, y no puede reflejar el comportamiento de una función discontinua, como la 
función f del ejemplo 1, más allá de la discontinuidad. La razón de que la serie de Fourier 
pueda usarse para representar tales funciones, radica en que las series de Fourier de una 
función dependen de la existencia de ciertas integrales, mientras que la serie de Taylor de- 
pende de las derivadas de una función alrededor de un solo punto. Una función puede te- 
ner cambios “bruscos”, e incluso discontinuidades, y aun así ser integrable. 

Los coeficientes utilizados para construir la serie de Fourier son precisamente aque- 
llos que deben elegirse para minimizar la integral del cuadrado del error al aproximar f 
por fn. Esto es, 


2p 
/ [}(х) = Р.О) ах 


se minimiza eligiendo ао, а], a2, ... An y b1, b2, ..., Б, tal como hicimos. Mientras que las 
series de Taylor son útiles para aproximar una función y sus derivadas cerca de un punto, 
las series de Fourier minimizan un error que está distribuido por todo un intervalo. 

A continuación enunciamos, sin demostración, un resultado concerniente a la conver- 


gencia de series de Fourier. Una función es continua por pedazos en un intervalo 7, si Че- 
105 límites laterales existen. (Vea el capítulo 5, ejercicios adicionales 11 a 18). 


“TEOREMA 24 Sea f(x) una función tal que f y f’ son continuas por pedazos 
en el intervalo [0, 2р]. Entonces f es igual a su serie de Fourier en todos los 


puntos en donde f es continua. En un punto, c, en donde f tiene una discontinui- 
dad, la serie de Fourier converge a 


Кс?) + fc”) 
2 


en donde f(c*) y f(c”) son los límites por la derecha y por la izquierda de f en с. 


0=x:=2p. 


О = х= 


О =х=р 


е, 0 =х=р 


5 ә = 46 р<х= 2р 


_Jcosx, 0 =х=р 
7. 9 = (9 р<х= 2р 

412, 0=x=p 
8. м) = = perep 


Teoría y ejemplos 
Establezca los resultados de los ejercicios 9 a 13, en donde p y q son 
enteros positivos. 


2p 
9. Í cos рх dx = 0 para toda p. 
0 
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2p 14. Serie de Fourier de sumas de funciones Si tanto f como g sa- 
10. A sen px dx = 0 para toda p. tisfacen las condiciones del teorema 24: ¿Es la serie de Fourier de 
А + g en [0, 2p] la suma de la serie de Fourier de la serie de 
2р 0 5? 8 у 
51 : Вэ 
11. | соз рх соз qx dx = | ? 54 Ч Fourier de g? Justifique su respuesta. 
0 51р = . O р се сс чы 
| р, КЧ 15. Diferenciación término a término 
(Sugerencia: cos A cos В = (1/2)[соѕ(А + B) + соѕ(А — B)]). Ён 2: Й р 
2 . a. Utilice el teorema 24 para verificar que la serie de Fourier 
12. / sen px sen qx dx = | ы рт T para f(x) del ejercicio 3 converge en f(x) рага0 < x < 2р. 
sip = : : ; 
p р, р=4 b. Aunque f'(x) = 1, demuestre que la serie obtenida derivando 
(Sugerencia: sen A sen В = (1/2)[соѕ (A — В) — cos (A + В)]). término a término la serie de Fourier del inciso (a) diverge. 
2p 
13. f sen px cos qx dx = О para toda p y q. 16. Utilice el teorema 24 para hallar el valor de la serie de Fourier del 
2 S] 
(Sugerencia: sen А cos В = (1/2)[sen (A + B) + sen (A — В)]). ejercicio 4 y demuestre que = y, =) 
n=1 N 
2: 
Capítulo Preguntas de repaso 
1. ¿Qué es una sucesión infinita? ¿Qué significa que una sucesión 14. ¿Cuál es la prueba de la integral? ¿En qué razonamiento se basa? 
converja? ¿Qué quiere decir que una sucesión diverja? Proporcio- Proporcione un ejemplo de su uso. 
ne ejemplos. 15. ¿Cuándo convergen las series p? ¿Cuándo divergen? ¿Cómo lo 
2. ¿Qué es una sucesión no decreciente? ¿En qué circunstancias determina? Cite ejemplos de series p convergentes y series p di- 
tiene límite una sucesión no decreciente? Proporcione ejemplos. vergentes. 
3. ¿De qué teoremas disponemos para calcular límites de sucesio- 16. ¿Cuáles son la prueba de comparación directa y la prueba de 
nes? Dé ejemplos. comparación del límite? ¿En qué razonamientos se basan? Pro- 
4. ¿Qué teorema nos permite usar algunas veces la regla de L“Hó- porcione ejemplos de su uso. 
pital para calcular el límite de una sucesión? Proporcione un 17. ¿Cuál es el criterio de la razón y el de la raíz? ¿Le proporcionan 
ejemplo. siempre la información que necesita para determinar la conver- 
5. ¿Cuáles son los seis límites de sucesiones que se presentan co- gencia o la divergencia? Cite algunos ejemplos 
múnmente cuando trabajamos son sucesiones y series? 18. ¿Qué es una serie alternante? ¿Qué teorema nos permite determi- 
6. ¿Qué es una serie infinita? ¿Qué significa que una serie de este ti- nar la convergencia de esas series? 
po converja? ¿Y que diverja? Proporcione ejemplos. 19. ¿Cómo se estima el error en el que se incurre al aproximar el va- 
7. ¿Qué es una serie geométrica? ¿Cuándo converge una serie de ese lor de la suma de una serie alternante con una de las sumas par- 
tipo? ¿Cuándo diverge? Si converge, ¿cuál es su suma? Cite ejem- ciales de la serie? ¿En qué razonamiento se basa esa estimación? 
plos. 20. ¿Qué es la convergencia absoluta? ¿Y la convergencia condicio- 
Р : хү 2 : 7:С6 і {? 
8. Además de las series geométricas, ¿qué otras series convergentes nal? ¿Cómo se relacionan entre sí? 
y divergentes conoce? 21. ¿Qué sabe acerca del reacomodo de los términos de una serie ab- 
7 ЯН е : : 9; i iai 2 
9. ¿Cuál es la prueba del n-ésimo término para la divergencia? ¿En solutamente convergente? ¿Y de una serie condicionalmente соп 
ор А : | 
qué idea se basa? vergente? Proporcione ejemplos. 
10. ¿Qué se puede decir acerca de las sumas y restas, término a térmi- 22. ¿Qué es una serie de potencias? ¿Cómo se prueba la convergencia 
: Бэ i ias? Си ibles? 
no, de series convergentes? ¿Y acerca de los múltiplos constantes de una serie de potencias? ¿Cuáles son los resultados posibles? 
de series convergentes y divergentes? 23. ¿Cuáles son los hechos básicos respecto de 
11. ¿Qué pasa si se suma un número finito de términos a una serie a. la diferenciación término a término de series de potencias? 
convergente: ¿Y si соза divergente? ¿Qué оште SISE b. la integración término a término de series de potencias? 
elimina un número finito de términos de una serie convergente? тре | 1 
Ў МЕЕ М 5 с. la multiplicación de series de potencias? 
¿Y si se eliminan de una divergente? 
: То : 2 22 Proporcione ejemplos. 
12. ¿Cómo se renumeran los índices de una serie? ¿Con qué propósi- р Jemp 
to podría querer hacerlo? 24. ¿Cuál es la serie de Taylor generada por una función f(x) en un 
20 a ЭРЭЭС PIRA unto x = a? ¿Qué información se necesita acerca de ara 
13. ¿En qué circunstancias converge una serie infinita de términos no р | ¿Q Й . Үр 
ер : : ap К : : 2 construir la serie? Dé un ejemplo. 
negativos? ¿En cuáles diverge? ¿Por qué estudiamos series de tér- 
25. ¿Qué es una serie de Maclaurin? 


minos no negativos? 
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26. ¿Siempre converge una serie de Taylor a su función generadora? 
Explique. 

27. ¿Qué son los polinomios de Taylor? ¿Cuáles son sus aplica- 
ciones? 


28. ¿Cuál es la fórmula de Taylor? ¿Qué nos dice acerca de los erro- 
res en los que se incurre al usar polinomios de Taylor para aproxi- 
mar funciones? En particular, ¿qué dice la fórmula de Taylor acer- 
ca del error en la linealización? ¿y sobre la aproximación cuadrá- 
tica? 

29. ¿Qué es una serie binomial? ¿En qué intervalo converge? ¿Cómo 
se usa? 


30. ¿Cómo pueden usarse las series de potencias para resolver proble- 
mas con valor inicial? 


31. ¿Cómo pueden usarse las series de potencias para estimar los va- 
lores de integrales definidas no elementales? 


32. ¿Cuáles son las series de Taylor para 1/(1 — х), 1/(1 + х), e”, 
sen х, cos x, In (1 + x),In[(1 + х)/(1 — x)], y tan™! x? ¿Cómo 
se estiman los errores resultantes al sustituir estas series por sus 
sumas parciales? 


33. ¿Qué es una serie de Fourier? ¿Cómo se calculan los coeficientes 
de Fourier ар, 41, 42, ... y b1, b>,... para una función f(x) defini- 
da en el intervalo (0, 2р]? 


34. Enuncie el teorema de la convergencia de las series de Fourier pa- 
га f(x) cuando f y f’ son continuas por pedazos en (0, 2р] 
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Sucesiones convergentes 

o sucesiones divergentes 

¿Cuáles de las sucesiones, cuyos n-ésimos términos aparecen en los 
ejercicios 1 a 18, convergen y cuáles divergen? Determine el límite de 
todas las sucesiones convergentes. 


(yy _ 1 EL 


l. a, =1+ Л 2. an = T 

3. а, = : ы 4. an = 1 + (0.9)" 
5. An = sen “Р 6. an = sen np 

7. а, = 2 б) 8. а, = дэ. 
9. a, = Т" 10. a, = шилеп 


— 
— 
5 
Il 
“аяны” 
з 
ш | 
сл 
з-1 
— 
№ 
5 
Il 
тч 
— 
+ 
| 
E 


n 3" ау" 
13 а = АП 14 An = (3) 
15. а, = п(21/" — 1) 16. a, = 2 2п + 1 
+ 1)! -ар 
17. а = шан 18. An = : ) 


п! 


Series convergentes 


Determine las sumas de las series indicadas en los ejercicios 19 a 24. 


оо 


=2 
ша A 20. 56:11) 


< -8 
25 > (3n — a + 2) 22. 2, (4п — 3)(4п + 1) 


23. Хөл 24. У(-1у a 


Series convergentes o series divergentes 


¿Cuáles de las series de los ejercicios 25 a 40 convergen absolutamen- 
te, cuáles convergen condicionalmente y cuáles divergen? Justifique 
sus respuestas. 


со (959) = 1)” 

25. > —— 26:22 л. y 
n= 2 п п=1 п=1 2 п 
EY S 1 


ж. У 1. 


215. “1п(п+1) (п) 
31. 2 2 32 > бз 
2 фер < yan 
33. 255211 ы E п + м 
35. > — ! ЭШ > SA 


з УЕ TA 


п=1 2 п(п + 1)(п + 2) 


Series de potencias 


En los ejercicios 41 a 50, (a) determine el radio y el intervalo de con- 
vergencia de las series. Identifique después los valores de x para los 
que la serie converge (b) absolutamente ны : condicionalmente. 


2 (x Ер 4)" 2п-2 
41. 2 57 42. > TE =й 

со 1)" 1 | оо + рох + 1)" 
a у = а РГУ ав 

п=1 п? =) (2п + 1)2" 
45. Е 46. хо 

”-17! 2 2n 


оо (л + ух оо (=1)"(х 22 par 


ш 2 Эс п=0 2п + 1 


49. ` (csch n)x” 50. У (coth п)х" 


п=1 п=1 


Series de Maclaurin 


Cada una de las series señaladas en los ejercicios 51 a 56 es el valor de 
la serie de Taylor en х = 0 de una función f(x) en un punto específi- 
co. ¿Cuál es la función y cuál es el punto? ¿Cuál es la suma de la 
serie? 


1 | 1 1 nl Пре 
51. 1 4 Т 16 Т ( 1) 4” T 
2 4 | 8 ¿dal n-1 2" Шу 
52. 3 18 Т 81 Т ( 1) п п Т 
р? р? 777 o por нэ 
53. + EOD оа ту 
2 4 2п 
54. 1 рез. B -+ (1) BP Нэт 
09-21 81-4! 324(2 0) 
1п 2)? 1п 2)" 
as х, аг Ван e 
2! п! 
56. — kep 


23 923 4523 
1 


| п—1 ПА 
йа (2л – 1)(2 3)?! 


Determine la serie de Taylor en х = 0 para las funciones listadas en 
los ejercicios 57 a 64. 


1 1 
57. [езу 58. La 
2x 
59. sen px 60. sen 37 
61. cos (x>) 62. cos 2 5x 
63. e(P1/2 64. е7 


Series de Taylor 


En los ejercicios 65 a 68, determine los cuatro primeros términos dis- 
tintos de cero de la serie de Taylor generada por fen x = a. 


65. f(x) = 2 3-3) еп x=-1 
66. ]х)=1/(1—х) en x=2 

67. (х) = 1/(х+1) еп x=3 

68. f(x) = 1/х en x=a>0 


Problemas con valor inicial 


Utilice series de potencias para resolver los problemas con valor ini- 
cial de los ejercicios 69 a 76. 


69. y +y=0, y0)=-1 7. y —y=0, у(0) = -3 
71. y +2y=0, у(0)-3 7. y +у= 1, у(0) = 0 
73. у — у = 3х, у(0) = –1 74. у +у= х, у(0) = 0 
75. у = у= х, у(0) = 1 76. у= у= =, (0) = 2 


II 
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Integrales no elementales 


Por medio de series, aproxime los valores de las integrales de los ejer- 
cicios 77 a 80, con un error de magnitud menor que 1078. (En la sec- 
ción de respuestas están los valores de las integrales, redondeados a 
10 decimales). 


Yo, 
77. | е dx 
0 


1/2. 1 
tan x 
79. 1 ап ах 


Formas indeterminadas 


En los ejercicios 81 a 86: 


1 
78. Е (х?) ах 
0 


1/64. 1 
80. | нь 54 
0 2 х 


a. Utilice series de potencias para evaluar el límite. 


b. Use después una calculadora grafica (o su equivalente) para res- 


paldar sus cálculos. 


~  Tsenx 2061-69-21 
81 Шы e — 1 ын m и — senu 
К 1 1 ~ (senh)/h — cos h 
89) m (5 — 2cost 1) 8. ин 12 
кыл? 2 
й. Тий 05 86. lím 2 


220 (1 — z) + senz y>0 COS y — cosh у 


87. Represente sen 3x por medio de una serie y halle valores de r y s 
para los cuales 


lím ЕБ ES 4 s) =0. 


х-»0 x х 


88. a. Demuestre que la aproximación сѕс х = 1/x + x/6 del ejem- 


plo 9 de la sección 11.10, conduce а la aproximación sen х ~ 
6x/(6 + х?). 


b. Compare la precisión de las aproximaciones sen х % ху 
senx ~ 6x/(6 + x°) comparando las gráficas de 
f(x) = senx — xy g(x) = senx — (6x/(6 + 12). Descri- 
ba lo que encuentre. 


Teoría y ejemplos 


89. a. Demuestre que la serie 


= 1 1 
2 (son — веп р г) 


converge. 


b. Estime la magnitud del error al usar la suma de senos, hasta 
n = 20 como aproximación de la suma de la serie. ¿La apro- 
ximación es demasiado grande o demasiado pequeña? Justifi- 
que su respuesta. 


оо 

90. a. Demuestre que la serie 2 (ta 57 — tan эт) converge. 

b. Estime la magnitud del error cuando se usa la suma de tan- 
gentes, hasta —tan (1/41) como aproximación de la suma de 
la serie. ¿La aproximación es demasiado grande o demasiado 
pequeña? Justifique su respuesta. 
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91. 


92. 


93. 


94. 


95. 


96. 


97. 


98. 


99. 
100. 


101. 


102. 
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Determine el radio de convergencia de la serie 


22, (30 = 1), 
La 2-4-6----4(24) * 


Determine el radio de convergencia de la serie 


5 3:5:7---: (2n + 1) 
E 4-9-14- >> +(Sn— 1) 


(х = 1)". 


Halle una fórmula, en forma cerrada, para calcular la n-ésima 
suma parcial de la serie 21m (1 — (1/n2)) y utilícela para 
determinar la convergencia o la divergencia de esa serie. 

Evalúe Na (1/(k? — 1)) calculando el límite de la n-ésima su- 
ma parcial de la serie conforme n — 00, 


a. Determine el intervalo de convergencia de la serie 


= П 1 Зу 1 6 4 ... 
y 14 Es T 180% Т 
1-4-7+-----(3n — 2) 48: 
Т (3л)! 2 Т Р 


b. Demuestre que la función definida por la serie satisface una 
ecuación diferencial de la forma 
d? 


y 
—5=xwy+b 
dx? 7 


y encuentre los valores de las constantes a y b. 
a. Determine la serie de Maclaurin para la función х2/(1 + х). 
b. ¿La serie converge en х = 12 Explique. 


2 оо оо . А 
Si Х,а, у Èn=1 bn son series convergentes de números по 
. 2 . со . pe 
negativos, ¿qué se puede decir acerca de X p=] ayb, ? Justifique 
su respuesta. 


. оо оо . . P 
Si Y ,=1 4 Y Хь bn son series divergentes de números no ne- 
Ё 2 : оо РУФ 
gativos, ¿qué se puede decir acerca de >,,-¡ аР, ? Justifique su 
respuesta. 


10 r оо 
Demuestre que la sucesión {xn} y la serie У (хакі — Xx) son 
ambas convergentes o ambas divergentes. 


Demuestre que ma (a,/(1 + a,)) converge si a, > 0 para to- 
da пу si У, a, converge. 

(Continuación del ejercicio 27, sección 4.7). Si resolvió el 
ejercicio 27 de la sección 4.7, habrá visto que, en la práctica, el mé- 
todo de Newton termina demasiado lejos de la raíz de 
f(x) = (х — 1)% para proporcionar una estimación útil de su va- 
lor, x = 1. Demuestre que, sin embargo, la sucesión de aproxima- 
ciones Хо, X1, Хә,..., Хд,... generadas por el método de Newton, 
converge a 1 con cualquier valor inicial хо 4 1. 


Suponga que а], 02, аз,..., а, son números positivos que satis- 
facen las siguientes condiciones: 


і ар 2 a 2 аз =, 


ii. la serie a2 + a4 + ag + 416 + --- diverge. 


Demuestre que la serie 


diverge. 
103. Utilice el resultado del ejercicio 102 para demostrar que 


оо 


1 


1 + 
¿E піп 


diverge. 


104. Suponga que deseamos obtener una estimación rápida para el 
valor de Jo х?е* dx. Existen varias formas de hacerlo. 


: : bay 
a. Use la regla del trapecio con n = 2 para estimar 1 х?е* ах. 


b. Escriba los tres primeros términos diferentes de cero de la se- 
rie de Taylor en х = 0 de x?e* para obtener el polinomio de 
Taylor de cuarto orden Р(х) de x?e*. Use h P(x) dx para ob- 
tener otra estimación de |. х?е* ах. 


с. La segunda derivada de f(x) = х°е* es positiva para toda 


x > 0. Explique por qué esto le permite concluir que la esti- 
mación de la regla del trapecio obtenida en (a) es demasiado 
grande. (Sugerencia: ¿Qué indica la segunda derivada acerca 
de la gráfica de una función? ¿Qué relación tiene esto con la 
aproximación por medio de los trapecios del área que está de- 
bajo de esta gráfica?) 

d. Todas las derivadas de f(x) = x12e* son positivas рага х > 0. 
Explique por qué esto le permite concluir que todas las apro- 
ximaciones polinomiales de Maclaurin а f(x) para х en [0,1] 
resultarán demasiado pequeñas. (Sugerencia: f(x) = Р(х) 
+ Ё„(х)). 


: e 1 
e. Use integración por partes para evaluar J х?е* dx. 


Series de Fourier 


Determine la serie de Fourier para las funciones indicadas en los ejer- 
cicios 105 a 108. Haga un bosquejo de cada función. 


0, 0=х= 
105. sw) = {0 a 


x фб=х=р 


106. лә = гуу 


р.==х, О=х=р 


TECER PTE p<x=2p 


108. f(x) = [senx|, 0=x=<2p 
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Capítulo 


Convergencia o divergencia 


¿Cuáles de las series У „га, definidas por las fórmulas en los ejerci- 
cios 1 a 4 convergen y cuáles divergen? Justifique sus respuestas. 


оо (тап! п)? 


3n - к 1/2) И т] n + 1 

со 29 log, (п! 

3. Y (-1)" tanh n 4. = 
n=1 n=2 п 


¿Cuáles de las series > „1а, definidas por las fórmulas en los ejerci- 
cios 5 a 8 convergen y cuáles divergen? Justifique sus respuestas. 


n(n + 1) 


5. a = l, аъ = (1 62) +3)” 


(Sugerencia: Escriba varios términos, vea cuáles factores se can- 
celan y luego generalice). 


n А 
6. а = а = 7, а = Ap 81 п 2: 2 
1 2 п+1 (п 2 Dn Ёо 1) п 
7. а= а = 1 зше sin=2 
Жо 1 + а 
8. a, = 1/3" sinesimpar, а, = п/3" sines раг. 


Elección de centros para las series de Taylor 


La fórmula de Taylor 


0) = f(a) + fa- a) + E д? + 
A) 1 fete) 5 
a Жайы ШЫЙ укн Дай. ! 


expresa el valor de f en x en términos de los valores de f y sus deriva- 
das en x = a. Por lo tanto, en cálculos numéricos necesitamos que a 
sea un punto en donde conozcamos los valores de f y sus derivadas. 
También es necesario que a esté lo suficientemente cerca de los valo- 
res de f que nos interesen, de modo que (х — а)"*! sea tan pequeño 
que podamos despreciar el residuo. 

En los ejercicios de 9 al 14, ¿qué serie de Taylor elegiría para re- 
presentar la función cerca del valor dado de x? (Hay más de una res- 
puesta correcta). Escriba los primeros cuatro términos distintos de ce- 
ro de la serie que elija. 


9. cosx cercade x= 1 10. senx cercade х = 6.3 
11. e cerca dex = 0.4 12. Inxcercader x= 1.3 
13. cosx cercade x= 69 14. tan х cercade x= 2 


Teoría y ejemplos 
15. Sean а у b constantes соп 0<a<b. ¿La 
{(а" + Ь")!/"} converge? De ser así, ¿cuál es el límite? 


sucesión 


16. Determine la suma de la serie infinita 


17. 


18. 


19. 


Ejercicios adicionales y avanzados 


1 | | Ї | Ї П 
10 102 102 104 10% 10% 10 
Пэн 
108 10° 
Evalúe 


оо п+1 1 
Юу / 2 @х. 
n=0 Jn l+x 


Determine todos los valores de x para los que 


27 (n + то + 1) 


converge absolutamente. 


Generalización de la constante de Euler La figura siguiente 
muestra la gráfica de una función f decreciente, dos veces dife- 
renciable y positiva, cuya segunda derivada es positiva en (0, со). 
Para cada n, el número A, es el área de la región en forma de luna 
entre la curva у el segmento de recta que une los puntos (л, f(n)) 
y (п + 1, Ап + 1)). 

a. Utilice la figura para demostrar que 35 

-= f(2)). 


b. Después demuestre la existencia de 
lím | 24709 fm) f fœ) ar | 
2-1 1 


пэ оо 
с. Luego demuestre la existencia de 


lím Б ТО- ЇЕД «| 


n—00 


1 1 
500) 4 


Si f(x) = 1/x, el límite del inciso (с) es la constante de Eu- 
ler (ejercicio 41 de la sección 11.3). (Fuente: “Convergence with 
Pictures”, por P. J. Rippon, American Mathematical Monthly, 
volumen 93, número 6, 1986, pp. 476 a 478.) 
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>= 


20. Este ejercicio se refiere al triángulo equilátero con lados de lon- 


gitud 2b en la figura siguiente. Del triángulo original se quitan los 
triángulos equiláteros que están “de cabeza”, como sugiere la su- 
cesión de figuras. La suma de las áreas eliminadas del triángulo 


original forma una serie infinita. 


a. Determine esta serie infinita. 


b. Determine la suma de esta serie infinita y, a partir de ello, en- 


cuentre el área total eliminada del triángulo original. 


с. ¿Se eliminan todos los puntos del triángulo original ? ¿Por 
qué? 


2b 2b 2b 2b 2b 25 4. 


25 25 25 


21.a. ¿Cree que el valor de 


cos (а/п) ү! 
lím (1- — ~ |. aconstante, 
n—00 


depende del valor de a? De ser así, ¿cómo? 
b. ¿Cree que el valor de 


( _ соз (а/п) 


lím bn 


пэ оо 


п 
) , ay b constantes, р + 0, 


depende del valor de b? De ser así, ¿cómo? 


с 


Use cálculo para confirmar sus conjeturas en los incisos (a) 
y (b). 

. 00 
22. Demuestre que si >, =¡ 4, converge, 


2 (1 + sen нэ! 
AA 


converge. 


23. 


24. 


25. 


26. 


27. 


28. 


29. 


30. 


31. 


32. 


Determine un valor para la constante b que hará que el radio de 
convergencia de la serie de potencias 


sea igual a 5. 


¿Cómo se sabe que las funciones sen х, Іп х y е“ no son polino- 
mios? Justifique su respuesta. 


Determine el valor de a para el que el límite 


sen (ax) — ѕепх — х 
3 


х-»0 XxX 


es finito y evalúe el límite. 


Determine los valores de a y b para los que 


cos (ax) — b 
ím LK = -—1. 
x>0 2x 


Criterio de Raabe (o de Gauss) El criterio siguiente, que 
enunciamos sin demostración, es una extensión del criterio de la 
razón. 

Criterio de Raabe: Si улсыг иһ es una serie de constantes po- 
sitivas y existen constantes С, К y N tales que 


а тС 0). 1) 


Un+1 n п? 


donde |f(n)| < К para n= N, entonces У, ил converge si 
C > 1 ydivergesiC = 1. 

Demuestre que los resultados del criterio de Raabe coinci- 
den соп los que conoce respecto de las series >,-¡(1/n7) y 

00 

Элса (1/n) * 
(Continuación del ejercicio 27). Suponga que los términos 
de >,=¡u, se definen de manera recursiva por medio de las 
fórmulas 


(2n — 1)? 
(n(n + 1)" 


и = l, и+ = 


Aplique el criterio de Raabe para determinar si la serie converge. 
Si У, у a, converge, y si a, + 1 y a, > 0 para toda n, 

о о 
a. Demuestre que У ад converge. 
Ь. ¿Converge la serie БЭ аһ/(1 — an) ? Explique. 
(Continuación del ejercicio 29). Si Saai аһ converge y si 
1 > а, > 0 para toda n, demuestre que У (1 - аһ) 
converge. (Sugerencia: Primero demuestre que |In (1 — аһ) | 5 
an/(1 = аһ)). 
Teorema de Nicole Oresme Demuestre el teorema de Nico- 
le Oresme, el cual afirma que 

1 1 n 


аглаг A замын 


(Sugerencia: Derive ambos lados de la ecuación 1/(1 — х) = 
1+ 52 027). 


a. Demuestre que 


п(п + 1) 2х2 


х” (х-1)у 


оо 
> 
п=1 


рага |х| > 1 diferenciando dos veces la identidad 


со 2 


Уо 213) 


п=1 1—х 


multiplicando el resultado por х y luego reemplazando х por 
1 / X: 

b. Utilice el inciso (a) para determinar la solución real, mayor 
que 1, de la ecuación 


33. Una estimación rápida de P /2 Como habrá visto si realizó el 
ejercicio 127 de la sección 11.1, la sucesión generada iniciando 
con хо = 1 y aplicando la fórmula recursiva xn+1 = Xn + COS Xn 
converge rápidamente a p/2. Para explicar la rapidez en la con- 


vergencia, sea є„ = 2) - х„. (Vea la figura siguiente). En- 
n n 
tonces 
_ р 2 
En+1 = 2 — Xn — COS Xp 
р 
= є, — Cos | — € 
n (2 п 
= є, — SEN En 


= F (en) 2, (є) +-- 


Utilice esta igualdad para demostrar que 


0< En+1 < zlea”. 


>= 


. со . 2 ПИП ^ 
34. Si ХУ, ца, es una serie convergente de números positivos, ¿qué 
. . со 
se puede decir acerca de la convergencia de >,=¡ In (1 + an)? 
Justifique su respuesta. 


35. Control de calidad 


a. Diferencie la serie 


l =1 trt te pa 
l=x 


para obtener una serie рага 1/(1 — x}. 
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b. En un tiro de dos dados, la probabilidad de obtener 7 es 
p = 1/6. Si tira los dados de manera repetida, la probabili- 
dad de que 7 aparezca por primera vez en el n-ésimo tiro es 
4" p, donde q = 1 — р = 5/6. El número esperado de ti- 
ros hasta que aparezca el 7 por primera vez es 3 па"-їр. 


Determine la suma de esta serie. 


с. Usted es un ingeniero encargado de aplicar control estadístico 
de calidad a una operación industrial, así que debe inspeccionar 
artículos tomándolos al azar de la línea de ensamblaje. Luego 
clasifica cada artículo de la muestra como “bueno” o “malo”. 
Si la probabilidad de que un artículo sea bueno es p y de que 
sea malo es q = 1 — р, la probabilidad de que el primer artí- 
culo malo se encuentre en el n-ésimo artículo inspeccionado es 
p"”1¿. El número promedio de artículos inspeccionados 
hasta e incluyendo el primer artículo malo que se 
encuentra es У, у пр”! 
аче0 <р < 1. 


а. Evalúe esta suma, suponiendo 


36. Valor esperado Suponga que una variable aleatoria X puede to- 
mar los valores 1, 2, 3, ..., con probabilidades pj, p2, рз,..., 
donde р; es la probabilidad de que X sea igual а k(k = 1,2, 
3, ... ). También suponga que р, = 0 y que Уку pk = 1.El va- 
lor esperado de X, denotado por E(X), es el número ХїслЁрь, 
siempre y cuando la serie converja. En cada uno de los casos 81- 
guientes, demuestre que У рк = 1 y determine E(X), si existe. 
(Sugerencia: Vea el ejercicio 35). 

т 5! 

а. р: = 2 b. Pk 7 “6 
1 =l 1 

Kk+1) k kti 


с. рк= 


37. Dosis segura y eficaz La concentración еп la sangre que resulta 


de una sola dosis de cierto medicamento normalmente disminuye 
con el paso del tiempo, conforme el medicamento se elimina del 
cuerpo. Por lo tanto, las dosis necesitan repetirse de manera pe- 
riódica para evitar que la concentración descienda más allá de 
algún nivel particular. Un modelo del efecto de las dosis repetidas 
muestra que la concentración residual justamente antes de la 
(п + 1)-ésima dosis es 


В, = Сое *® + Се +. + Се ko, 
donde Со = al cambio en la concentración ocasionado por una 


sola dosis (mg/mL), К = constante de eliminación (h*), y 
to = tiempo entre las dosis (h). Vea la figura siguiente. 


_ © 
1 kt 
E Ci = Co + Coet" A 
> п-1 
8 с, 
5 
El R, 
E R 
= kt 
R = С 2 
9 1 0° 
1 1 »ї 
0 to 
Tiempo (h) 


a. Escriba R, en forma cerrada como una sola fracción, y deter- 
mine R = йт, о Rn. 
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38. 


39. 


Capítulo 11: Sucesiones y series infinitas 


р. Calcule А y Rip para Co = 1 mg/mL, k = 0.1h!, y 
fo = 10h. ¿Qué tan buena estimación de R es Rio? 


с. Sik = 0.01 h y tọ = 10 h, determine la n más pequeña tal 
que R, > (1/2)R. 

(Fuente: Prescribing Safe and Effective Dosage, В. Horelick y 5. 

Коош, COMAP, Inc., Lexington, MA). 


Tiempo entre dosis de medicamentos (Continuación del ejer- 
cicio 37). Si se sabe que un medicamento será ineficaz si se le ad- 
ministra en dosis menores que una concentración Cz y resulta no- 
civo si se le administra en dosis superiores a una concentración 
más alta Си, es necesario determinar los valores de Co y tọ que 
producirán una concentración segura (no superior a Сн) pero efi- 
сах (no inferior a Cz). Vea la figura siguiente. Por lo tanto, se re- 
quiere determinar los valores para Со y to para los que 


R= CL y Co +R= Сн. 

2 
50 С 
E A 
22 
S Máximo nivel seguro 
= Сн 
5 Ї 
= 
= Co 
Q 
Ё l 
8 c ETE : = 
9 | | Mínimo nivel eficaz 
8 1 > 
9 | | 
O 

l l > 1 

0 Tiempo 


En consecuencia, Cy = Cy — Су. Cuando estos valores se susti- 
tuyen en la ecuación para R, obtenida en el inciso (a) del ejercicio 
37, la ecuación resultante se simplifica a 


1 
to = = Ь =. 
ийг Я 


Para alcanzar con rapidez un nivel eficaz, podría administrarse 

una dosis “cargada” que produciría una concentración de Cy 

mg/mL. A esto podría seguirle una dosis cada tọ horas que eleve 
la concentración en Cy = Сн — С mg/mL. 

a. Verifique la ecuación precedente para to. 

р. Sik = 0.05 h”! y la concentración más alta segura es e veces 
la concentración eficaz más baja, determine el intervalo de 
tiempo entre las dosis que asegurará concentraciones seguras 
y eficaces. 

с. Dado Cy = 2 mg/mL, С; = 0.5 mg/mL, y k = 0.02 h!, de- 
termine un esquema para la administración del medicamento. 

а. Suponga que k = 0.2 h™! y que la menor concentración efi- 
caz es 0.03 mg/mL. Se administra una sola dosis que produce 
una concentración de 0.1 mg/mL. ¿Cuánto tiempo seguirá 
siendo eficaz el medicamento? 


Un producto infinito бе dice que el producto infinito 


a(l + аз) 


Ца Han) = (1 +a) 4 


40. 


41. 


converge si la serie 
оо 
> In (1 + an), 
п=1 


obtenida tomando el logaritmo natural del producto converge. De- 
muestre que el producto converge si a, > —1 para toda n y si 
> ,,-1 |а, | converge. (Sugerencia: Demuestre que 


аһ 
[In (1 + а) | 5 1 [al 


= |а, | 


= 2|а„| 


cuando |а| < 1/2). 


Si р es una constante, demuestre que la serie 


1+ Y : 


п: шиг [ш (Inn) 


a. converge si р > 1, b. diverge si р = 1. En general, si 
А0) = x, fa+ı(x) = In (fo (x)), y п toma los valores 1, 2, 
3,... , encontramos que fa(x) = Inx, f3(x) = In (In х), y así 
sucesivamente. Si f,(a) > 1, entonces 


| ü dx 
а POSA) fnan) 


converge si p > 1 y diverge si p = 1. 


a. Demuestre el teorema siguiente: si {с„} es una sucesión de 
números tales que cada suma fn = Хр-ү ck está acotada en- 
. со т оо 
tonces la serie >= с„/п converge y es igual а >y=1 /(п 
(п + 1). 


Esbozo de demostración: Reemplace с por t1 y с, por 


: 2п+1 
tn = 1 paran > 2.81 5оһ+1 = к= сү/К, demuestre que 


1 
52841551) ( 1) | 
ПИЯ БТ 1 1 | 
| "ln 2041) ` 


2п 


= > tk bon+1 
{л к(к+1) 20417 


Їзн-1 
2п + 1 


Сото || < М para alguna constante М, la serie 
2-2: 
¡E k(k + 1) 


converge absolutamente, y $2, + tiene límite conforme n 
п э О0О, 


Е . 2 
Por último, Si S2, = Хир с,/К, entonces S2n+1 — 52д = 
Сэл+1/(2п + 1) tiende а cero cuando п —> 00 ya que 
[ол = lon+1 — fan] < 2M. De aquí que la sucesión de 


sumas parciales de la serie >c¿/k converge y el límite es 
оо 
Жк=1ї%/(К(К + 1)). 
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b. Demuestre cómo se aplica el teorema anterior a la serie armó- с. If x = 0, demuestre que 
nica alternante 
1, 1_1,1_1 “тїш = A 
п мэн 
1 | | passy ПИН а = А 
2 3 4 5 6 0 п+2 


с. Demuestre que la serie 


1 1,1,1 1 1, 
1 2 37475 6 7+5 1 +ғ2 1 у ГЭД), 


= 22) 
0 


а. 51-1 < х < 0, demuestre que 


(Sugerencia: Cuando г varía de О a x, 


converge. (Después del primer término, los signos son, dos 

. к й юмс р * 
negativos, dos positivos, dos negativos, dos positivos y así su- | FO dt 
cesivamente con ese patrón). 0 


42. La convergencia de D,-¡[(-1)7!x"]/n en(1 + х) para 


=] = 32-01 
a. Demuestre por división larga o de otra forma que x n+l jee 
[Rasal = ! dt| = f 
E E E E E a a 11 2а 0 
EF t+t a + Ут" 4 1 +; 


(Sugerencia: Six < г = 0, епіопсеѕ |1 +] > 1 — |x] y 
b. Integrando la ecuación del inciso (a) respecto de г de 0 a x, 


demuestre que ү! | |+! 
жс . 
3 4 1-1171- 2) 
| Ж Er A A 
nm(l+x)=x 20974 а" 
+ y хээл +R e. Utilice los resultados anteriores para demostrar que la serie 

+1 п+1 

п | y? | х3 хэ "007 (—1)"х"*! Эм 

donde Цэг e do а 
х grt! 
Ra = par рт z dt. converge а ln (1 + х) рага -1 < х = 1. 
0 
Capítulo Proyectos de aplicación tecnológica 


Módulo Mathematica /Maple 


Pelota que rebota 

El modelo predice la altura de una pelota que rebota y el tiempo hasta que deja de rebotar. 

Módulo Mathematica /Maple 

Aproximaciones del polinomio de Taylor para una función 

Una animación gráfica muestra la convergencia de los polinomios de Taylor para funciones que tienen derivadas de todos los órdenes en un inter- 
valo en sus dominios. 


Capítulo 


LOS VECTORES Y LA 
GEOMETRÍA DEL ESPACIO 


INTRODUCCIÓN Рага aplicar el cálculo a muchas situaciones reales y a las matemáticas 
avanzadas, necesitamos una descripción matemática del espacio tridimensional. En este 
capítulo presentamos los sistemas de coordenadas y los vectores tridimensionales. Con ba- 
se en nuestros conocimientos acerca de las coordenadas en el plano xy, establecemos coor- 
denadas en el espacio agregando un tercer eje que mide la distancia hacia arriba y hacia 
abajo del plano xy. Los vectores permiten estudiar la geometría analítica del espacio, facil- 
itando la descripción de rectas, planos, superficies y curvas en el espacio. En el resto del 
libro usamos estas ideas geométricas para estudiar el movimiento en el espacio y el cálcu- 
lo de las funciones de varias variables, con una gran variedad de aplicaciones en la ciencia, 
la ingeniería, la economía y las matemáticas avanzadas. 


Sistemas de coordenadas tridimensionales 


2 
л 
En 
z =constante 
(0, 0, 2) L 
(0, y, z) 

(x 0, 2) 

Р(х, у, 2) 

= (O, y, 0) 

y 
(% 0,0), 
РА y =constante 

х“ x=constante (x,y, 0) 


FIGURA 12.1 EIl sistema coordenado car- 
tesiano es derecho (о de mano derecha). 
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Para localizar un punto en el espacio usamos tres ejes coordenados mutuamente perpendicu- 
lares, ordenados como en la figura 12.1. Los ejes muestran que se ha escogido un sistema 
de coordenadas derecho. También conocido como sistema de mano derecha, sistema coor- 
denado de mano derecha o sistema rectangular de coordenadas de mano derecha, el cual 
consiste en orientar el pulgar de la mano derecha en dirección del eje positivo z y los de- 
más dedos están a 90° permitiendo, por rotación, llevar al eje positivo x a coincidir con el 
eje positivo y. Así, al mirar hacia el plano xy desde la dirección positiva del eje z, los 
ángulos positivos en el plano se miden en sentido contrario al de las manecillas del reloj 
desde el eje х positivo y en torno del eje z positivo. (En un sistema de coordenadas izquier- 
do (o sistema de coordenadas de mano izquierda), el eje z positivo apunta hacia abajo en la 
figura 12.1 y los ángulos en el plano son positivos si se miden en el sentido de las maneci- 
llas del reloj desde el eje x positivo. Ésta no es la convención que hemos utilizado para 
medir los ángulos en el plano xy. Los sistemas de coordenadas orientados derechos e 17- 
quierdos no son equivalentes.) 

Las coordenadas cartesianas (x, y, z) de un punto P en el espacio son los números rea- 
les correspondientes a las intersecciones de los ejes con los planos que pasan por P y son 
perpendiculares a los ejes. Las coordenadas cartesianas del espacio también se conocen 
como coordenadas rectangulares, pues los ejes que las definen se cortan en ángulo recto. 
Los puntos sobre el eje x tienen coordenadas y, z iguales a cero. Es decir, tienen coordena- 
das de la forma (x, O, 0). De manera análoga, los puntos sobre el eje y tienen coordenadas 
de la forma (О, y, 0) y los puntos sobre el eje z tienen coordenadas de la forma (0, 0, z). 

Los planos determinados por los ejes coordenados son el plano xy, cuya ecuación es- 
tándar o canónica es z = 0; el plano yz, cuya ecuación estándar es х = 0; y el plano xz, 
cuya ecuación estándar es у = 0. Estos planos se cortan en el origen (0, 0, 0) (figura 
12.2). Estos planos se cortan en el origen (0, 0, 0) (figura 12.2). El origen también se 
identifica como 0, o con la letra O. 


Plano xz: у =0 


Plano ху: z =0 Y 


FIGURA 12.2 Los planos х = 0, y = 0, yz = 0 dividen al 
espacio en ocho octantes. 
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12.1 Sistemas de coordenadas tridimensionales 


Los tres planos coordenados x = 0, y = 0, y z = 0 dividen al espacio en ocho cel- 
das llamadas octantes. El octante donde todas las coordenadas de un punto son positivas 
se conoce como primer octante; no hay una numeración convencional para los otros siete 
octantes. 

Los puntos en un plano perpendicular al eje x tienen todos la misma coordenada x, 
que es el número correspondiente al punto donde el plano corta al eje x. Las coordenadas y 
y z pueden ser números cualesquiera. De manera análoga, los puntos en un plano perpen- 
dicular al eje y tienen una coordenada y común, y los puntos en un plano perpendicular al 
eje z tienen una coordenada z común. Para escribir las ecuaciones de estos planos, utiliza- 
mos el valor de la coordenada común. El plano x = 2 es el plano perpendicular al eje x en 
х = 2. El plano y = 3 es el plano perpendicular al eje y en у = 3. El plano z = 5 es el 
plano perpendicular al eje zen z = 5. La figura 12.3 muestra los planos x = 2, y = 3, y 
z = 5, junto con su punto de intersección (2, 3, 5). 


R (0,0,5) | (2,3,5) 
13 


| 
2 Plano =3 
__ | Origen E Ж лә 
= ш >. (0,3,0) 
Ñ (2, 0, 0) 205 A 
(0, 0, 0) y A 


Rectax= 2, y = 3 


FIGURA 12,3 Los planos x = 2,y = 3,yz = 5 
determinan tres rectas que pasan por el punto (2, 3, 5). 


Los planos x = 2 y y = 3 de la figura 12.3 se intersecan en una recta paralela al eje z. 
Esta recta queda descrita por el par de ecuaciones x = 2, y = 3. Un punto (x, y, z) está en 
la recta si y sólo si x = 2 y y = 3. De manera similar, la recta de intersección de los pla- 
nos y = 3 yz = 5 queda descrita por el par de ecuaciones у = 3,z = 5. Esta recta co- 
rre paralela al eje x. La recta de intersección de los planos x = 2 y z = 5, paralela al eje 
y, queda descrita por el par de ecuaciones x = 2,z = 5. 

En los siguientes ejemplos relacionamos ecuaciones y desigualdades de coordenadas 
con el conjunto de puntos que éstas definen en el espacio. 


EJEMPLO 1 Interpretación geométrica de ecuaciones y desigualdades. 

(а) 22 0 El semiespacio que comprende a los puntos que están 
sobre y arriba del plano xy. 

(b) х= -3 El plano perpendicular al eje x en x = —3. Este plano 
es paralelo al plano yz y está 3 unidades atrás de él. 

(с) z=0,x=0,y = El segundo cuadrante del plano xy. 

(d) x = 0, у = 0,z = El primer octante. 


(e) -1sys1 


() у= –2,: = 2 


El bloque entre los planos у = —1 y y = 1 (incluyen- 
do estos planos). 


La recta donde se intersecan los planos y = —2 y 


z = 2 О bien, la recta paralela al eje x que pasa por el 
punto (0, —2, 2). и 
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4 


La circunferencia 

Ху = 4, 2=3 
(2,0, 3) 
(0, 2, 3) 


N 
El plano 
z=3 


J- (0, 2, 0) 


(2,0,0) 7 


х № + у= 4,2=0 


FIGURA 12,4 Та circunferencia 
x? + y? = 4 enel plano z = 3 


(ejemplo 2). 


Z 
A 
Р(х, Y 21) Р(х, У, Z2) 


D 
BO, У, 21) 


х 


FIGURA 12.5 Calculamos la distancia 
entre Р! y Р» aplicando el teorema de Pitá- 
goras a los triángulos rectángulos P¡AB y 
Р ВР». 


EJEMPLO 2 бгайїсасїбп de ecuaciones 
¿Qué puntos P(x, y, z) satisfacen las ecuaciones? 


№ +у = 4 у z=37 


Solución Los puntos están en el plano horizontal z = 3 y, en este plano, forman la cir- 
cunferencia x? + y? = 4. A este conjunto de puntos lo llamamos “la circunferencia 
xX? + y? = 4 en el plano z = 3”, o de manera más sencilla, “la circunferencia x? + y? 
= 4,2 = 3” (figura 12.4). и 


Distancia y esferas еп el espacio 


La fórmula para la distancia entre dos puntos en el plano xy se extiende (es similar a la 
fórmula válida) en el espacio. 


La distancia entre Py(x1, y1,21) y P2(x2, Y2, 22) es 


[Р\Р»5| = 2 (x2 – х1)? + (уз — у)? + (о — 21) 


Demostración Construimos una caja rectangular con caras paralelas a los planos coor- 
denados y los puntos Ру y Р» en esquinas opuestas de la caja (figura 12.5). Si A(x>, Уг, 21) 
y B(x2, y2, 21) son los vértices de la caja indicados en la figura, entonces las tres aristas de 
la caja P¡A, AB, у BP, tienen longitudes 


> |АВ| = |у = у, 


Сото los triángulos Pı BP, y Р,АВ son triángulos rectángulos, dos aplicaciones del teore- 
ma de Pitágoras implican que 


P=|P,¡B]? + |ВР 2 and |Р,В|?= |РА|? + |AB|? 


ЇР1А| = | хә — Xi 


А |ВР»| = 22-11. 


ЇР Р, 


(vea la figura 12.5). 
Así, 
[Р\Р›|? = |P,B|? + |ВР,|? 
Se sustituye 
PBI = [P, 4]? + JABI 
Р 


= |Р.А|Г + |AB|? + |BP)? 
= |x = x|? + [у y|? + la z 


= (x2 — х)? + (у — у)? + (о — 21) 


Por lo tanto, 


[Р\Р»5| = 2 (x2 – x1) + (уз — у)? + (о — 21) н 


EJEMPLO 3 Cálculo de la distancia entre dos puntos 
La distancia entre P¡(2, 1, 5) y PX. — 2, 3, 0) es 


|Р\Р)| = 2 (-2 – 2)? + (3 – 1)? + (0- 5)? 


216-4- 25 


2 45 = 6.708. п 


х 


FIGURA 12.6 La ecuación estándar de la 
esfera de radio a con centro en el punto 


2 
А 


Р(Х, Yo; Zo) 
оС, Yo; 20 Р(х,у, д 


(хо, Уо» zo) es 


(x 


хо)? + (y 


уо)? + (z 


20)? = а 
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Podemos usar la fórmula de la distancia para escribir las ecuaciones de esferas en el 
espacio (figura 12.6). Un punto Р(х, у, z) está en la esfera de radio a con centro en 
Ро(хо, уо, zo) precisamente cuando |PoP| = a o bien 


(х — х0)? + (y — yo)? + (z — 20)? = a. 


La ecuación estándar de la esfera de radio a y centro (хо, Yo, Zo) 


(х — х)? + (y — уо)? + (z — 20)? = a? 


EJ EMPLO 4 


Determinar el centro y el radio de la esfera 


Obtención del centro y del radio de una esfera 


хх +у + 2 + 3х – 4+1=0. 


Solución Podemos determinar el centro y radio de la esfera de la misma forma en que 
hallamos el centro y el radio de una circunferencia: si es necesario completamos los cua- 
drados de los términos en x-, y- y z- y escribimos cada expresión cuadrática como el cua- 
drado de una expresión lineal. Luego, a partir de la ecuación estándar, localizamos el cen- 
tro y el radio. Para esta esfera tenemos 


?+у + 2 + 3х – 4+1=0 


(х2 + Зх) + у? + (2 – 4z) = —1 


Pra ТО Шш 08) +60) 


у 
зү 2 202 9 _ 21 
(+ +3) + у + (с = 2) таны 1: 
De la forma estándar tenemos que хо = —3/2, уо = 0, zo = 2, уа = 2 21/ 2. El centro 
es (—3/2, 0, 2). El radio es 2 21/2. н 


EJ EMPLO 5 
(a) P+y+2<a4 
b) 2+y+2=4 


Interpretación de ecuaciones y desigualdades 


El interior de la esfera х2 + y? + 2 = 4. 


La bola sólida acotada por la esfera x? + y? + 
2 = 4.0 bien, la esfera x? + y? + 2? = 4 junto 
con su interior. 


O 2+y+2>4 El exterior de la esfera 22 + y? + 22 = 4. 


(d) № + y -2- 42=0 El hemisferio inferior obtenido al cortar la esfera 
x? + y + 22 = 4conel plano xy (el plano z = 0). 
Г 


Así como las coordenadas polares nos proporcionan otra forma de localizar puntos en 
el plano xy (Sección 10.5), existen otros sistemas coordenados para espacios tridimensio- 
nales, distintos de los sistemas cartesianos aquí desarrollados. Examinaremos dos de estos 
sistemas coordenados en la sección 15.6. 
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EJ ERCICIOS 12,1 


Conjuntos, ecuaciones y desigualdades 


En los ejercicios 1 a 12, describa geométricamente el conjunto de pun- 


tos en el espacio cuyas coordenadas satisfacen el par de ecuaciones 
dado. 


1 х= 2, y=3 2.x=-1, :50 

3. у= 0, 2=0 х= 1, у= 0 

5. 2 +у = 4, 2-0 6. 2 + у = 4, 2=-2 
7. 2+2=4, у= 0 8. у +02 = 1, х= 0 
9. 2 +ур + = 1, х= 0 


10. 2 +y + 2 = 25, у= –4 
п. 2 +y + (с + 3) = 25, 2=0 
2+ (у= 12 + 2 = 4, у= 0 


En los ejercicios 13 а 18, describa los conjuntos de puntos en el espa- 
cio cuyas coordenadas satisfacen las desigualdades o las combinacio- 
nes de ecuaciones y desigualdades dadas. 


13. а. х2 0, y=0, := 0 b.x=0, y=0, := 0 


14. а. 0 = х1 b 0 = х= 1, 0=у51 
с. 0 = х5 1, O=y=1l, 05:51 
15. а. 2+ у +2 = 1 b. Х+у?+ 2 ;> 1 
16. a 2 + у 51, z=0 b. 2 +y 51, 2= 3 
с. x? + у? = 1, іп restricción sobre z 
17. а х +y +: = 1, 150 
b. 2 +y +251, :>0 
18. а х= у, := 0 b. х = у, sin restricción sobre z 


En los ejercicios 19 a 28, describa el conjunto dado mediante una sola 

ecuación o un par de ecuaciones. 

19. El plano perpendicular al 
а. eje x, en (3, 0, 0) b. ejez,en (0, —1, 0) 
с. z-eje y, en (0, 0, —2) 

20. El plano que pasa por el punto (3, —1, 2) perpendicular al 
a. ejex b. eje y с. ejez 

21. El plano que pasa por el punto (3, —1, 1) paralelo al 
a. planoxy b. plano yz с. plano xz 

22. La circunferencia de radio 2 con centro en (0, 0, 0), y que está en el 
a. planoxy b. plano yz с. plano xz 

23. La circunferencia de radio 2 con centro en (0, 2, 0) y, que está en el 
a. plano xy 


b. plano yz с. plano y = 2 


24. La circunferencia de radio 1 con centro en (-3, 4, 1), y que está 
en un plano paralelo al 


a. planoxy Б. plano yz с. plano xz 


25. La recta que pasa por el punto (1, 3, —1) paralela al 
a. ejex 


b. eje y с. ejez 


26. El conjunto de puntos en el espacio, equidistantes del origen y del 
punto (0, 2, 0) 


27. La circunferencia donde el plano que pasa por el punto (1, 1, 3), 
perpendicular al eje z, corta a la esfera de radio 5 con centro en el 
origen 


28. El conjunto de puntos en el espacio que están a 2 unidades del 
punto (0, 0, 1) y, al mismo tiempo, a 2 unidades del punto 
(0, 0, —1) 


En los ejercicios 29 a 34, escriba desigualdades que determinen a los 
conjuntos de puntos dados. 


29. El bloque limitado por los planos z = 0 y z = 1 (incluyendo a los 
planos) 


30. El cubo sólido en el primer octante, limitado por los planos coor- 
denados y los planos х = 2, у = 2, yz = 2 


31. El semiespacio que consiste еп los puntos que se encuentran so- 
bre y debajo del plano xy. 


32. El hemisferio superior de la esfera de radio 1 con centro en el ori- 
gen 


33. (a) El interior y (b) el exterior de la esfera de radio 1 con centro 
en el punto (1, 1, 1) 

34. La región cerrada acotada por las esferas de radio 1 y 2 con cen- 
tros en el origen. (Cerrada quiere decir que las esferas están in- 
cluidas. Si hubiéramos querido descartar a las esferas, habríamos 
pedido la región abierta acotada por las esferas. Esto es análogo a 
la forma en que usamos cerrado y abierto para describir a los in- 
tervalos: cerrado quiere decir que se incluyen los extremos, y 
abierto que no se incluyen los extremos. Los conjuntos cerrados 
incluyen a sus fronteras y los abiertos las excluyen). 


Distancia 


En los ejercicios 35 a 40, calcule la distancia entre los puntos P1 y P2. 
35. Р1(1, 1,1),  Pa3,3,0) 
36. Р((-1, 1, 5), Pa(2, 5, 0) 


37. Р((1,4,5),  Pr(4,-2,7) 
38. Р,(3,4,5), Р›(2,3, 4) 
39. Р\(0,0,0), Р›(2, –2, –2) 


40. Pi(5,3, -2), Р›(0, 0, 0) 


Esferas 


Determine los centros y los radios de las esferas en los ejercicios 
41 a44. 
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Determine las ecuaciones de las esferas cuyos centros y radios están 51.22 +2 +22+x+y+2=9 


dados en los ejercicios 45 a 48. 


52. З? + Зу? + 32 + 2у – 22 = 9 


Centro Radio : | 
== Teoría y ejemplos 
45. (1, 2, 3) 2 14 . ! А 
46. (0, —1, 5) 2 53. Determine una fórmula para la distancia del punto P(x, y, z) al 
ec - a. ejex b. eje y c. eje 2 
47. (—2, 0, 0) 23 : Й : : 
48. (0. —7, 0) 7 54. Determine una fórmula para la distancia del punto Р(х, у, 2) al 
л. a. plano xy Б.рїапо yz с. plano xz 
Determine los centros у los radios de las esferas еп los ejercicios 55. Determine el perímetro del triángulo con vértices А(-1, 2, 1), 
49 a 52. В(1, —1, 3), y С(3, 4, 5). 


49. х2 + y? 2+4x-42=0 


FIGURA 12.7 El segmento de recta diri- 
gido AB. 


56. Muestre que el punto P(3, 1, 2) equidista de los puntos 
А(2,-1,3) y B(4,3, 1). 


Algunas de las cosas que medimos están determinadas simplemente por sus magnitudes. 
Por ejemplo, para registrar la masa, la longitud o el tiempo, sólo necesitamos escribir un 
número y el nombre de las unidades de medida adecuadas. Para describir una fuerza, 
un desplazamiento o una velocidad, necesitamos más información. En el caso de una fuer- 
za, debemos registrar la dirección en la que actúa y qué tan grande es. Para describir el 
desplazamiento de un cuerpo, debemos decir en qué dirección se movió y qué tan lejos. 
Para describir la velocidad de un cuerpo, debemos saber hacia dónde se dirige el cuerpo y 
qué tan rápido va. 


Componentes 


Una cantidad como una fuerza, un desplazamiento o una velocidad se conoce como vector 
y se representa mediante un segmento de recta dirigido (figura 12.7). La flecha apunta en 
la dirección de la acción y su longitud proporciona la magnitud de la acción en términos 
de una unidad elegida en forma adecuada. Por ejemplo, el vector de fuerza apunta en la di- 
rección en que ésta actúa; su longitud es una medida de la intensidad de la fuerza; un vec- 
tor velocidad apunta en la dirección del movimiento y su longitud es la rapidez del objeto 
móvil. La figura 12.8 muestra el vector velocidad v en una posición específica para una 
partícula que se mueve a lo largo de una trayectoria en el plano o el espacio. (En el capítu- 
lo 13 estudiaremos esta aplicación de los vectores). 


y 2 
Pe f 24 
0] = > Х 0 > y 
— 
х 


(a) Dos dimensiones (b) Tres dimensiones 


FIGURA 12.8 El vector velocidad de una partícula que se mueve a lo 
largo de una trayectoria (a) en el plano y (b) en el espacio. La punta de 
flecha sobre la trayectoria indica la dirección de movimiento de la par- 
tícula. 
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ш 
> Х 


FIGURA 12.9 Las cuatro flechas en el 
plano (segmentos de recta dirigidos) que 
aquí aparecen, tienen la misma longitud y 
dirección. Por tanto, representan al mismo 
vector y escribimos 

АВ = CD = ОР = ЕР. 


х QU, У», 22) 


P(X}, Yi о 
Vector de posición P Va V3) 


FIGURA 12.10 Un vector РО en posi- 
ción estándar tiene su punto inicial en el 
origen. Los segmentos de recta dirigidos 
PO y у son paralelos y tienen la misma 
longitud. 


DEFINICIONES Vector, punto inicial y final, longitud 


Un vector en el plano es un segmento de recta dirigido. El segmento de recta 
dirigido AB tiene un punto inicial A y un punto final В; su longitud o magni- 
tud se denota como |AB|. Dos vectores son iguales si tienen la misma longitud 
y dirección. 


Las flechas que utilizamos cuando trazamos vectores, representan al mismo vector si 
tienen la misma longitud, son paralelas y apuntan en la misma dirección (figura 12.9), in- 
dependientemente del punto inicial. 

En los libros de texto, los vectores se denotan generalmente mediante letras minúscu- 
las en negritas, como и, у y w. А veces se utilizan letras mayúsculas en negritas como Е, 
para denotar un vector de fuerza. Cuando se utilizan cursivas, se acostumbra escribir pe- 
queñas flechas sobre las letras, como por ejemplo и,У, W, y F. 

Necesitamos una forma algebraica para representar vectores, de modo que podamos 
precisar su dirección. ER 

Sea v = PO. Existe un segmento de recta dirigido igual a PO cuyo punto inicial es el 
origen (figura 12.10). Éste es el representante de v en posición estándar y es el vector que 
usamos por lo general para representar a v. Podemos especificar a v, escribiendo las coor- 
denadas de su punto final (уу, v2, v3) cuando у está en posición estándar. Si v es un vector en 
el plano, su punto final (уу, v2) tiene dos coordenadas. 


DEFINICIÓN Expresión cartesiana o en componentes 


Si у es un vector bidimensional en el plano igual al vector con punto inicial en el 
origen y punto final (vı, v2), entonces la expresión de у en componentes es 


У = (vi, v2). 


Si v es un vector tridimensional igual al vector con punto inicial en el origen y 
punto final (у, ул, уз), entonces la expresión de v en componentes es 


y= (vi, Ү?, v3) è 


Entonces, un vector bidimensional es un par ordenado у = (уу, уз) de números rea- 
les, y un vector tridimensional es una terna ordenada у = (у, v2, уз) de números reales. 
Los números Уу, у y уз son las componentes de у. 

Observe que si у = (уу, v2, уз)ѕе representa mediante el segmento de recta dirigido 
PO donde el punto inicial es Р(ху, yı, 21) y el punto final es O(x2, y2, 22), entonces 
х +V1=X2)Y1 + v2 = уз, у zı + v3 = z2 (Vea la figura 12.10). Así, у = x2 — x1, 
у = y2 — y1, ууз = Za — 2 son los componentes de PO. 

En resumen, dados los puntos Р(х], Уу, z1) y O(x2, y2, 22), el vector en posición están- 
dar у = (vı, v2, v3) igual a es 


у = (x2 — X1,Y2 Z у, 0, 21). 


Si у es el vector bidimensional en posición estándar representativo del vector con punto 
inicial Р(ху, y1) y punto final О(хо, y2) entonces у = (хә — xı, y2 — уу). No hay un ter- 
cer componente para vectores en el plano. Una vez acordado esto, desarrollaremos el álge- 
bra de los vectores tridimensionales y simplemente eliminaremos el tercer componente 
cuando el vector sea bidimensional (un vector en el plano). 


------>x 


FIGURA 12.11 La fuerza que jala al ca- 
rro hacia delante se representa mediante el 
vector F de magnitud 20 (libras) que forma 
un ángulo de 45° con la horizontal (eje x 
positivo) (ejemplo 2). 
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Dos vectores son iguales si y sólo si sus vectores en posición estándar son idénticos. 
Así, (U1, U2, из) y (vi, Уз, Уз) son iguales si y sólo si 41 = Уу, и = V2, y U3 = Уз. 

La magnitud o longitud del vector РО, es la longitud de cualesquiera de sus repre- 
sentaciones como segmento de recta dirigido. En particular, si V = (x2 — х,у — у 
22 — 21) es el vector en posición estándar para PO, entonces la fórmula рага la distancia 
proporciona la magnitud o longitud de у, denotada mediante el símbolo |у [о |у ||. 


La magnitud o longitud del vector v = PO es el número no negativo 


|у| = 2 vf + v? +v? = 2 (2-0) + (у — у) + (о — 21) 
(Vea la figura 12.10). 


El único vector con longitud 0 es el vector cero 0 = (0, 0) o 0 = (0, 0, 0). Este vec- 
tor también es el único vector que no tiene una dirección específica. 


EJEMPLO 1 Componentes y longitud de un vector 

Determinar (a) las componentes y (b) la longitud del vector con punto inicial P(—3, 4, 1) 
y punto final O(—5, 2, 2). 

Solución 


23 
(a) El vector en posición canónica у que representa a PO tiene componentes 


v = x2 — x = —5 — (-3)= -2, n =y- у= 2 – 4 = -2, 


з= 0-0 = 2 –- 1 = 1. 


La expresión de PO en componentes es 
v = (-2,-2,1). 


(b) La longitud o magnitud de v = PO es 


|| = 2 (22? + (-2? + (1? = 2 9 = 3. п 


EJEMPLO 2 Fuerza que mueve un carro 


Un pequeño carro es jalado (halado) a lo largo de un piso horizontal liso con una fuerza F de 

20 libras que forma un ángulo de 45° con el piso (figura 12.11). ¿Cuál es la fuerza efectiva 

que mueve el carro hacia delante? 

Solución La fuerza efectiva es la componente horizontal de F = (a, b), dada por 

22 
2 


а = |F| cos 45° = о0( ) = 14.14 libras. 


Observe que F es un vector bidimensional. п 
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FIGURA 12,13 Múltiplos escalares de u. 


Operaciones algebraicas con vectores 


Dos operaciones fundamentales que pueden realizarse con vectores son la suma de vecto- 
res y la multiplicación por un escalar. Un escalar es simplemente un número real, y los 
llamamos de esta manera cuando queremos resaltar su diferencia con los vectores. Los es- 
calares pueden ser positivos, negativos o cero. 


DEFINICIONES Suma de vectores y multiplicación de un vector por un 
escalar 


Sean u = (и, u2, из) УУ = (уу, v2, уз) vectores y k un escalar. 


Suma: u+v= (u + vi, U2 + v2, из + Уз 
Multiplicación escalar: ku = (kui, Киз, Киз) 


La suma de vectores se realiza sumando los componentes correspondientes de los 
vectores. Multiplicamos un vector por un escalar, haciendo el producto de cada compo- 
nente por el escalar. Las definiciones se aplican de manera similar a los vectores en el pla- 
no, solo que éstos tienen únicamente dos componentes, (u1, из) y (vi, v2). 

La figura 12.12a ilustra geométricamente la definición de suma de vectores en el pla- 
no, donde el punto inicial de un vector se coloca en el punto final del otro. Otra interpreta- 
ción aparece en la figura 12.12b (llamada ley del paralelogramo de la suma), donde la su- 
ma, llamada vector resultante, es una diagonal del paralelogramo. En física, las fuerzas 
se suman vectorialmente, al igual que las velocidades, las aceleraciones, etcétera. Así, la 
fuerza que actúa sobre una partícula sujeta a fuerzas eléctricas y gravitacionales se obtiene 
sumando los dos vectores de fuerza. 


>< 
>x< 


(U + V, U + №) 


>X > Х 


(а) (b) 


FIGURA 12.12 (a) Interpretación geométrica de la suma de vectores. (b) La ley del parale- 
logramo para la suma de vectores. 


La figura 12.13 muestra una interpretación geométrica del producto ku del escalar k 
con el vector u. Si k > 0, entonces ku tiene la misma dirección que u; si k < 0, entonces 
la dirección de ku es opuesta a la de u. Al comparar las longitud de u y ku, vemos que 


[ku] = 2 (ku? + (ku) + (ku) = 2 Au? + u? + uz) 


= 2 K2 u? + uf + uf = |К||и|. 


La longitud de ku es igual al producto del valor absoluto del escalar k por la longitud 
de u. El vector (—1)u = —u tiene la misma longitud que u, pero apunta en la dirección 
opuesta. 


FIGURA 12.14 El vectoru — v, 
sumado a v, da u. 
(b)u — v = u + (—v). 
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La diferencia u — v significa 
u = v =u + (-у). 


Siu = (ш, из, из) УУ = (уу, Ул, уз), entonces 


u = v = (u — vi, Шо — Va, из — Уз). 
Observe que (u — v) + v = u, de modo que al sumar el vector (u — v) a v se obtiene u 


(figura 12.14a). 
La figura 12.14b muestra la diferencia u — v como la suma u + (—v). 


EJEMPLO З Operaciones con vectores 


Sean u = (—1,3, 1) уу = (4,7, 0). Calcule 


(a) 2u + 3v b) u-v ө 1а 


Solución 
(а) 20 + Зу = 2(—1,3, 1) + 3(4,7,0) = (-2, 6,2) + (12, 21,0) = (10, 27, 2) 


(b) u — v = (1,3,1) – (4,7,0) = (-1-4,3-7,1-0) = (—5,—4,1) 


Е LEN Y O A iaz 
(ac) (8) 521." 


Las operaciones vectoriales tienen muchas de las propiedades de la aritmética ordina- 
ria. Estas propiedades se comprueban fácilmente, usando las definiciones de suma de vec- 
tores y multiplicación por un escalar. 


Propiedades de las operaciones con vectores 
Sean u, v, w vectores y a, b escalares. 


UuU+v=vw+u 2 (0 +у) +ұу = 0 + (у + у) 
о + д = о 4. u+ (-и) = 0 
Оо = 0 6. lusu 

8. 


albu) = (ab)u 
(а + b)u = au + bu 


alu + у) = au + av 


юми 


Los vectores se aplican de manera importante en la navegación. 


EJEMPLO 4 Cálculo de la dirección y la rapidez con respecto al suelo 


Un avión Boeing” 767% vuela tranquilamente hacia el este а 500 millas/hora y encuentra 
un viento de cola de 70 millas/hora que sopla en dirección 60° al noreste. El avión mantie- 
ne el rumbo hacia el este, pero debido al viento adquiere una nueva dirección y rapidez 
con respecto al suelo. Calcular estas cantidades. 
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Solución Si u es la velocidad del avión en aire tranquilo y v es la velocidad del viento 
de cola, entonces |и| = 500 y |у| = 70 (figura 12.15). La velocidad de la nave con res- 
pecto al suelo está dada por la magnitud y dirección del vector resultante u + v. Si el eje 
x positivo representa al este y el eje y positivo representa al norte, entonces las formas por 
componentes de u y v son 


>Z 


u = (500, 0) y v = (70 cos 60°, 70 sen 60°) = (35, 352 3). 


NO ESTÁ A ESCALA Por lo tanto, 
FIGURA 12.15 Vectores que representan u + v = (535,352 3) 
las velocidades del avión u y el viento de 
cola v del ejemplo 4. ju + v| = 2 5352 + (3513) ~ 538.4 
y 
ü= tam” 5223 ~ 6.59. Figura 12.15 


Га nueva rapidez del avión соп respecto al suelo es aproximadamente 538.4 millas/hora y 
su nueva dirección es cercana a 6.5” al noreste. п 


Vectores unitarios 


Un vector v de longitud 1 se llama vector unitario. Los vectores unitarios estándar o 
básicos son 


ї= (1,0,0)) j= (0,1,0), y k= (0,0,1). 


Cualquier vector у = (уу, v2, уз) puede escribirse сото una combinación lineal de los 
vectores unitarios estándar como sigue: 


Ёл am . . 
ОР, - k 
221 + Ya) + 2 у = (vi, v2, уз) = (vı, 0,0) + (0, va, 0) + (0, O, v3) 
P200, Y2, 22) 


= y¡(1,0,0) + v2(0, 1,0) + v3(0, 0, 1) 


vii + vj + v3k. 


Llamamos al escalar (o número) vı el componente en i del vector у, а ур el compo- 
nente en j y a v, el componente en k. La expresión en componentes del vector de 
Р, уз, 21) a Pao, ya, 22) es 


PX Ур, 21) 
OP, = Xİ + у} + zk 


Р\Р» = (х2 — х\)ї + (y2 — у)} + (z2 — zı)k 


FIGURA 12,16 El vector de Ру рага Р, (figura 12.16) 


es Б.р, = (0 xi + (у — yi)j + Siempre que у % 0, su longitud |v| no es cero y 


(z2 — zı)k. 


1 
М 


y =d |у| =1. 
М 


Es decir, у/ |у | es un vector unitario en la dirección de у, llamado la dirección del vector 
no nulo y. 


EJEMPLO 5 Cálculo de la dirección de un vector 


Determinar un vector unitario u en la dirección del vector de P¡(1, 0, 1) a Р›(3, 2, 0). 


BIOGRAFIA HISTÓRICA 


Hermann Grassmann 
(1809-1877) 
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Solución Dividimos Р, Р; entre su longitud: 


PP, = (3 – Di+ (2-0) + (0 — Dk = 2i + 2j – k 


А2, = 2 о) +07 (EP =24+441=29=3 


PP, 21-2)-К 
A de 
|P1P»| 
El vector unitario u es la dirección de P¡P». п 


EJEMPLO 6 La velocidad como producto de la rapidez y la dirección 


Si v = 31 — 4j es un vector de velocidad, expresar a у como el producto de su rapidez por 
un vector unitario en la dirección del movimiento. 


Solución La rapidez es la magnitud (longitud) de v: 
|уУ| = 2 (3? + (-4? = 2 9 + 16 = 5. 


El vector unitario у/ |у | tiene la misma dirección que у: 


у 31-4) 3. 4. 
АА 5 5 


Я : 3.2 Ma 
У = 31 – 4] = 5(=1 : ш 
:-5(8-3 
Longitud Dirección del movimiento 
(rapidez) 
En resumen, podemos expresar cualquier vector no nulo у en términos del producto de sus 
dos características fundamentales, longitud y dirección, escribiendo v = lv | [Т 


Si у % 0, entonces 


У 24 | 32 
1. ТУ es un vector unitario en la dirección де у; 
У 
У 


2. Laecuación у = |у | wi expresa a v en términos de su longitud y dirección. 
у 


EJEMPLO 7 (п vector de fuerza 


Una fuerza de 6 newton se aplica en la dirección del vector у = 21 + 2j — К. Expresar la 
fuerza F como el producto de su magnitud y dirección. 


Solución El vector de fuerza tiene magnitud 6 y dirección ЇГ de modo que 
Peg- 2i + 2j — k _  A+2j-k 
|| 2 2424 (1Y : 


“21241241 
81:43) га). ш 


860 


PX, Уг, 21) 
m( 22 У + Y аты) 
2 ? 2-7 2 
Р(х, У, 22) 
о 


FIGURA 12,17 Las coordenadas del pun- 
to medio son los promedios de las coorde- 
nadas de Ру y P2. 
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Vectores en el plano 
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Punto medio de un segmento de recta 


Con frecuencia, los vectores son útiles en geometría. Por ejemplo, las coordenadas del 
punto medio de un segmento de recta se determinan con un promedio. 


El punto medio М del segmento de recta que une a los puntos Р(х], у, 21) y P2 
(x2, Ус, 22) es el punto 


х tx y ty atz 
2 ? 2.” 2 ` 


Para ver por qué, observe (figura 12.17) que 


— 


OM = ОР, + 7 (Р\Ё›) = ОР, + > (ОР, - ОР)) 


3 (ОР, + ОЁ.) 


_ AFA, UFI, atza 


z Í 23 z К. 


EJ EMPLO 8 
El punto medio del segmento que une a P¡(3, —2, 0) y Р›(7, 4, 4) es 


Cálculo de puntos medios 


3+7 -244 044) _ 
s 24014) = (5,1,9. Е 


13. El vector unitario que forma un ángulo и = 2p/3 con el eje x po- 


20 : itivo. 
En los ejercicios 1 a 8, sean u = (3,—2) уу = (—2, 5). Determine хэн 2 | 
(a) las componentes у (b) la magnitud (longitud) del vector indicado. 14. El МЕРВЕ unitario que forma un ángulo ч = —3p/4 соп el eje х 
positivo. 
1. 3u 2. -2у 2. . : | 
4 15. El vector unitario obtenido al girar el vector (0, 1) 120° en senti- 
зачу М do contrario al de las manecillas del reloj en torno del origen. 
SE дис щи 16. El vector unitario obtenido al girar el vector (1, 0) 135° en senti- 
7 3 nd 4 v 8. — 5 ut 12 > do contrario al de las manecillas del reloj en torno del origen. 
5 5 13 13 


En los ejercicios 9 а 16, determine las componentes del vector. 
9. El vector PO, donde Р = (1,3)y Q = (2, —1) 


10. El vector OP, donde O es el origen y P es el punto medio del seg- 
y $ =(=4,3) ын 


mento RS, donde Ё = (2, 


11. El vector que уа del punto А = (2,3) al origen 
12. La suma de AB y CD, donde А = (1, –1), В = (2,0), 


С = (-1, 3), ур = (-2, 2) 


Vectores еп el espacio 
En los ejercicios 17 а 22, exprese cada vector en la forma у = уй + 
vj F vk. 


PiP», si Ру, si Pl es el punto (5,7, —1) у Р» es el punto 
(2,9,--2) 


18. Р\Р», si Ру es el punto (1, 2, 0) у P2 es el punto (—3, 0, 5) 
19. AB , si A es el punto (—7, —8, 1) y B es el punto (—10, 8, 1) 
20. AB, si A es el punto (1, 0, 3) y В es el punto (—1, 4, 5) 


21. 5u — vsiu = (1,1,—1)уу = (2,0,3) 
22. -20 + 3vsiu = (—1,0,2)уу = (1,1,1) 


Geometría y cálculos 


En los ejercicios 23 y 24, dibuje los vectores u, v, y w con punto ini- 
cial y final como sea adecuado para trazar el vector indicado en cada 
caso. 


23. 
w 
u 
v 
a. u +v but+tv+w 
Cc. U— y d.u- w 
24. 
v 
u 
w 
а.п-у bu-v+w 
с. 2u— v d.u+v>+w 


Longitud y dirección 


En los ejercicios 25 a 30, exprese cada vector como producto de su 
longitud y dirección. 


25. 21 + j — 2k 26. 9i — 2j + 6k 


3. 4 

27. 5k 28. 51+ $k 

mm. Leo Е 3022-43-45. 
26 26 26 23 23 23 


31. Determine los vectores con las longitudes y direcciones dadas. 
Trate de hacer los cálculos mentalmente. 


Longitud Dirección 
a. 2 i 
b. 23 -К 
1 3..4 
с. 2 51 + 5 
6, 2,,3 
4. 7 71 = 73 ale 7K 
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32. Determine los vectores con las longitudes y direcciones dadas. 
Trate de hacer los cálculos mentalmente. 


Longitud Dirección 
a. 7 -) 

5 3. 4 
b. 22 51-5 К 
Ле Жү. Ж. ш, 
12 13713513 
d. а»0 1 рьс (5-р 

2.2 23 26 
33. Determine un vector de magnitud 7 en la dirección de у = 

121 — 5k. 


34. Determine un vector de magnitud 3 en la dirección opuesta a la 
dirección de у = (1/2)i — (1/2)j — (1/2)k. 


Vectores determinados por puntos; 
puntos medios 


En los ejercicios 35 a 38, determine lo siguiente. 
a. La dirección de Ру P2. 


b. El punto medio del segmento de recta P1 P2. 


35. Р(-1,1,5)  P2(2,5,0) 
36. P¡(1, 4, 5) Р›(4, -2,7) 
37. P¡(3, 4, 5) Р›(2, 3, 4) 
38. P¡(0, 0, 0) Рх(2,-2,-2) 


39. Si AB = i + 4j — 2k y B es el punto (5, 1, 3), determine A. 


40. Si АВ = -7i + 3j + 8k y A es el punto (—2, —3, 6), determine 
В. 


Teoría y aplicaciones 
41. Combinación lineal Sean u = 2i + ј, у= і +ј, y w=i 
— j. Encuentre los escalares а y b de modo que u = ау + bw. 


42. Combinación lineal Sean u = і — 2ј, у = 2i + 3j, Escriba 
u = ш + ш, donde u; es paralelo a у y и es paralelo a w. (Vea 
el ejercicio 41.) 


43. Vector de fuerza Usted jala (hala) una maleta con una fuerza Е 
(aquí dibujada) cuya magnitud es |F| = 10 lb. Determine las 
componentes i- y j- de F. 


44. Vector de fuerza La cuerda de una cometa jala con una fuerza de 
12 libras (|F| = 12) a la cometa y forma un ángulo de 45° con la 
horizontal. Determine las componentes horizontal y vertical de F. 
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45. 


46. 


47. 


48. 


49. 
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45° 


Velocidad Un avión vuela еп la dirección 25° al oeste del norte, 
a 800 km/h. Determine la forma en componentes de la velocidad 
del avión, suponiendo que el eje x positivo representa el rumbo 
este y el eje y positivo representa el rumbo norte. 


Velocidad Un avión vuela en la dirección 10° al este del sur, a 
600 km/h. Determine la forma en componentes de la velocidad 
del avión, suponiendo que el eje x positivo representa el rumbo 
este y el eje y positivo representa el rumbo norte. 


Ubicación Un ave vuela desde su nido 5 km en la dirección 60° 
al norte del este, donde se detiene a reposar en un árbol. Luego 
vuela 10 km en dirección sureste y se para en un poste telefónico. 
Utilice un sistema de coordenadas xy de modo que el origen esté 
en el nido del ave, el eje x apunte hacia el este y el eje y apunte 
hacia el norte. 


a. ¿En qué punto se ubica el árbol? 
b. ¿En qué punto está el poste? 


Use triángulos semejantes para determinar las coordenadas del 
punto О que divide al segmento de Py(x1, y1, z1) a Pa(x>, yo, 22) 
en dos longitudes cuya razón es p/q = r. 


Medianas de un triángulo Suponga que A, B y C son las esqui- 
nas de una delgada placa triangular de densidad constante como 
muestra la siguiente figura. 


a. Determine el vector que va desde C hasta el punto medio M 
del lado AB. 


b. Determine el vector que va desde C hasta el punto que está 
sobre la mediana CM, a dos tercios de la distancia de Са М. 


El producto punto 


50. 


51. 


52. 


53. 


54. 


с. Determine las coordenadas del punto donde se cortan las me- 
dianas del triángulo AABC. De acuerdo con el ejercicio 29 de 
la sección 6.4, este punto es el centro de masa de la placa. 


C(1, 1,3) 


B(1,3,0) 
M 
A(4, 2, 0) 


Determine el vector que va del origen al punto de intersección de 
las medianas del triángulo cuyos vértices son 


A(1,=1,2), B(2,1,3 y (1,2, =1). 


Sea ABCD un cuadrilátero general en el espacio (no necesaria- 
mente plano). Muestre que los dos segmentos que unen los puntos 
medios de los lados opuestos de ABCD se bisecan entre sí. (Suge- 
rencia: Muestre que los segmentos tienen el mismo punto medio). 


Se trazan vectores desde el centro de un polígono regular de n la- 
dos en el plano hasta los vértices de dicho polígono. Muestre que 
la suma de los vectores es igual a cero. (Sugerencia: ¿Qué ocurre 
con la suma si se rota el polígono en torno de su centro?) 


Suponga que A, В y C son los vértices de un triángulo y que a, b y 
с son respectivamente los puntos medios de los lados opuestos. 
Muestre que Aa + Bb + Cc = 0. 


Vectores unitarios en el plano Muestre que un vector unitario 
en el plano puede expresarse como u = (cos U)i + (sen U)j, a 
partir de girar і con un ángulo иеп dirección contraria a la de las 
manecillas del reloj. Explique por qué cualquier vector unitario 
en el plano puede expresarse en esta forma. 


FIGURA 12.18 Та magnitud de la fuerza 
F en la dirección del vector у es la 
longitud |F| cos U de la proyección de 

Е sobre у. 


Longitud = |F| cos 0 


Si se aplica una fuerza F a una partícula que se mueve a lo largo de una trayectoria, con 
frecuencia necesitamos conocer la magnitud de la fuerza en la dirección de movimiento. 
Si v es paralelo a la recta tangente a la trayectoria en el punto donde Е se aplica, entonces 
queremos la magnitud de F en la dirección de v. La figura 12.18 muestra que la cantidad 
escalar que buscamos es la longitud |F| cos U, donde Ues el ángulo entre los dos vectores. 

En esta sección mostramos cómo calcular fácilmente el ángulo entre dos vectores a 
partir de sus componentes. Una parte clave del cálculo es una expresión llamada el pro- 


ducto punto. El producto punto también se conoce como producto interno o escalar debi- 


do a que el producto da como resultado un escalar, no un vector. Después de estudiar al 
producto punto, lo aplicaremos para determinar la proyección de un vector sobre otro (co- 
mo muestra la figura 12.18), y para determinar el trabajo realizado por una fuerza constan- 
te que actúa a través de un desplazamiento. 


FIGURA 12,19 БІ ángulo entre u y у. 


FIGURA 12.20 La ley del paralelogramo 
para la suma de vectores dice que 
W=u- y. 


12.3 El producto punto 863 


Ángulo entre vectores 


Cuando dos vectores no nulos u y v se colocan de modo que sus puntos iniciales coinci- 
dan, forman un ángulo Ucon medida 0 = и = р (figura 12.19). Si los vectores no están 
en una misma recta, el ángulo Use mide en el plano que contiene a ambos. Si están en una 
misma recta, el ángulo entre ellos es igual a cero 81 apuntan en la misma dirección y р si 
apuntan en direcciones opuestas. El ángulo U es el ángulo entre u у у. El teorema 1 pro- 
porciona una fórmula para determinar este ángulo. 


TEOREMA 1 Ángulo entre dos vectores 


El ángulo U entre dos vectores no nulos u = (u1, u2, из) у у = (vi, 0, уз) 
está dado por 


Sa Е + шу + зи) 
Ши 


Antes de demostrar el teorema 1 (que es consecuencia de la ley de los cosenos), nos 
concentraremos en la expresión иу + изу + изуз del cálculo de и. 


DEFINICIÓN Producto punto 


El producto punto u-v(“u punto у”) de los vectores и = (u;, u2, из) y 
у = (01, V2, уз) es 


u'y = шу + uv + изуз. 


EJEMPLO 1 Cálculo de productos punto 


(а) (1, -2, -1)+(-6,2, –3) = (1)(—6) + (22102) + (—1)(—3) 
=-6-4+3= -7 


(b) (i + 3j + k)i -j + 2k) = (e + 65D) + (M0) =1 ” 


El producto punto de un par de vectores bidimensionales se define de manera similar: 


> > = р * 
(иі, u2) * (у, У2) = иу + изу? 


Demostración del teorema 1 Al aplicar la ley de los cosenos [ecuación (6) de la sección 
1.6] al triángulo de la figura 12.20 obtenemos 


[у]? = juj? + |v]? = 2ļu||v| cos u Ley de los cosenos 


2|и||у| сози = Jul? + |v]? — |w!?. 
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V2, Из уз). 


Puesto que w = u — у, la forma en componentes de w es (и — v1, U2 
Así, 


Jul? = 


| 
у= (2 +уё + vè) 
| 


|w]? = 


[| 
~ 
Ён 

| 
р 
— 

N 

+ 
„=ч 

х 
ы 

| 
= 

ы 

—“ 

to 

+ 

~ 

= 
чө 
| 

х 

о 

— 

N 


== ир = 2uıvı + ур + u? = 2и2у2 + v? + uz = 2изуз + y? 


lu]? + |v]? = |w]? = 2(шу + изу» + uz va). 


Por lo tanto, 
2|и||у| сози = Jul? + |v]? — |w]? =2(u/v, + uv, + uzv3) 


| || cos U = uivi + шуо + изуз 


иу + Uv + ИЗУЗ 


cos U = 


lu] |v] 
Así, 
у [11У + Шоу + u3v3 
и = cos п 
lu] |v] 
Con la notación del producto punto, el ángulo entre dos vectores u y v puede escribir- 
se como 


и = cos! ( Цэх ) 
[u] |v] 


EJEMPLO 2 Cálculo del ángulo entre dos vectores en el espacio 


Calcular el ángulo entre u = і — 2j — 2k y v = 6i + 3j + 2k. 


Solución Utilizamos la fórmula anterior: 


(1)(6) + (213) + (2212) =6=6=4==4 


= 
« 
|| 


2 (19? + (-2? + (-2)2 = 2 9 = 3 


= 
l 


2 (6)° + B+ (2)2 = 2 49 =7 


и = cos! ас ) 
lu] [v] 


= —4 Р 
= cos! (55) = 1.76 radianes. 
(3107) 


< 
[ 


La fórmula рага el ángulo también se aplica a vectores bidimensionales. 


B(3, 5) 


С(5, 2) 


А 


FIGURA 12.21 EIl triángulo del 


ejemplo 3. 
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EJ ЕМРІОЗ Cálculo de un ángulo en un triángulo 
Calcular el ángulo U del triángulo ABC determinado mediante los vértices A = (0, 0), 
В = (3,5), y С = (5, 2) (Figura 12.21). 
Solución El ángulo Ues el ángulo entre los vectores CA y CB. La expresión en compo- 
nentes de estos dos vectores son 

CA=(=5,-2) у  CB=(-2,3). 


Primero calculamos el producto punto y las magnitudes de estos dos vectores. 


CA- CB = (—5)(—2) + (2163) = 4 


[CA] = 2 (5) + (2 = 2 29 


|СВ| = 2 (22 + (3) = 2 13 


Luego aplicamos Іа fórmula del ángulo para obtener 


и = cos! „Слер 
|СА|| СВ| 
= cos | _ = 
(2 29)(2 13) 
= 78.19 о 1.36 radianes. ш 


Vectores perpendiculares (ortogonales) 


Dos vectores no nulos u y v son perpendiculares u ortogonales si el ángulo entre ellos es 
p/2. Para tales vectores tenemos que п, у = 0 pues cos (p/2) = 0. El recíproco tam- 
bién es cierto. Si u у v son vectores no nulos con u:v = |u||v| cosu = 0, entonces 
cosu = 0 уч = cos 10 = p/2. 


DEFINICIÓN Vectores ortogonales 


Los vectores и у у son ortogonales (o perpendiculares) si y sólo si u*v = 0. 


EJEMPLO 4 Aplicación de la definición de ortogonalidad 
(а) u = (3, –2) уу = (4, 6) son ortogonales, pues uv = (3)(4) + (-2)(6) = 0. 


(b) u = 3i — 2j + k y у = 2j + 4k son ortogonales, pues u*v = (3)(0) + (-2)Q) 
+ (1)(4) = 0. 


(c) 0 es ortogonal a cualquier vector u, pues 
0-u = (0, 0, 0) - (ш, u2, из) 


= (0) (ш) + (0) (и) + (0)(из) 


= 0. и 


866 
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R P 5 


FIGURA 12.22 El vector proyección de u 
sobre у. 


Fuerza = и 


FIGURA 12.23 51)|аїашов la саја con 
una fuerza и, la fuerza efectiva que mueve 
la caja en la dirección de v es la proyec- 
ción de и sobre у. 
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Propiedades del producto punto y proyecciones de vectores 


El producto punto cumple varias de las leyes válidas para productos ordinarios de números 
reales (escalares). 


Si u, v, y w son tres vectores cualesquiera y с es un escalar, entonces 
1. оу = уи 

2. (си) у = 0: (су) = с(и v) 

3. 0: (у + у) = иу оу 

Jul? 


0. 


4. u-u= 
5. 0-0 


Demostración de las propiedades 1 y3 Las propiedades son fáciles de demostrar me- 
diante la definición. Por ejemplo, aquí están las demostraciones de las propiedades 1 y 3. 
1. u.v = щу + uv + изу = урш + Узи? + v3u3 = vu 


3. u:(v + w) = (u, ио, из) * (vi + wi, v2 + ио, Уз + w3) 
= uv + ил) + u(v2 + w2) + us(v3 + w3) 
= шу + щи + иу + измә + ИЗУЗ + U3W3 
= (щу + шу + изуз) + (ши + uzw2 + u3w3) 


=u'y + и, п 

Ahora regresemos al problema que planteamos al inicio de esta sección, sobre cómo 

proyectar un vector sobre otro. El vector proyección de п = PO sobre un vector no nulo 

y = PS (figura 12.22) es el vector PR determinado al trazar una perpendicular desde О 
hasta la recta PS. La notación para este vector es 


proyy и (“El vector proyección de u sobre v”). 


Si u representa una fuerza, entonces proyy и representa la fuerza efectiva en la dirección 
de v (figura 12.23). 

Si el ángulo U entre u y v es agudo, proy, и tiene una longitud |u| cos иу dirección 
v/|v| (figura 12.24). Si U es obtuso, cos U < 0 y proyy u tiene una longitud — |u| cos иу 
dirección —v/ |v |. En ambos casos, 


(|| cos и) Y- 


Шр | 
=(P" 


proyy u 


|и||у| cosu u- 
| 


|u] cos u ы 
M | 


У 
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Longitud = |Ц cos u Longitud = —|Ц| сози 
(а) (b) 


FIGURA 12.24 La longitud de projyu es (a) |u| cos Usi cos U= 0 y 
(b) – |u] cos usi cosu < 0. 


El número |u| cos Use conoce como la componente escalar de u en la dirección de у. 
En resumen, 


El vector proyección de u sobre v: 


proyyu = (E, (1) 
М 


Componente escalar де u en la dirección де у: 


Observe que tanto el vector proyección de и sobre у como la componente escalar de и so- 
bre v dependen sólo de la dirección del vector v y no de su longitud (pues hacemos el pro- 
ducto punto de и con УЛУ|, que es la dirección de у). 


EJEMPLO 5 Cálculo del vector proyección 


Determinar el vector proyección de u = 6i + 3j + 2k sobre v = і — 2j — 2k y la com- 
ponente escalar de u en la dirección de v. 


Solución De la ecuación (1) obtenemos proy, u: 


ргоууй = yy Y = 1 rial 2j — 2k) 
4, : 4..8. 8 
ой 2j — 2k) 017504 + оК. 


mediante la ecuación (2) determinamos la componente escalar де u en la dirección де у: 


za РЕ) 4(1ү4-2,-2 
| | cosu = u E (6i + 3j + 2k) (н 33 21) 
Е 4_ 4 
2=2 3 3 ы 


Las ecuaciones (1) y (2) también se aplican a los vectores bidimensionales. 


868 


|F| cos и 


FIGURA 12,25 ЕІ trabajo realizado por 
una fuerza constante F durante un despla- 
zamiento D es (|F | cos Ч) |р. 
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EJ EMPLO 6 


Calcular el vector proyección de una fuerza Е = 51 + 2j sobre у = і — 3j y la compo- 
nente escalar de F en la dirección de v. 


Cálculo de vectores proyección y componentes escalares 


Solución El vector proyección es 
projy F = (Ex) 
М 
5-6, l; 
2 МЕ за 
= 10! 10): 
Га componente escalar de Е en la dirección de у es 
[Е | cos u = ЦЭЭР Бал ээн a 
| 21+9 210 


Trabajo 


En el capítulo 6 vimos que el trabajo realizado por una fuerza constante de magnitud F al 
mover un objeto a lo largo de una distancia d está dado por W = Fd. Esa fórmula aplica 
sólo si la fuerza está dirigida a lo largo de la recta de movimiento. Si una fuerza F que 
mueve un objeto a través de un desplazamiento D = PO tiene otra dirección, el trabajo se 
realiza mediante la componente de Е en la dirección de D. Si u es el ángulo entre Еу р 
(figura 12.25), entonces 


| componente escalar de F 
Trabajo 


en la dirección de D попе дер) 


(|F| cos U)|D| 
= F-D. 


DEFINICIÓN Trabajo realizado por una fuerza constante 


El trabajo realizado por una fuerza constante F que actúa a través de un despla- 
zamiento D = PO es 


W = F-D = |F||D| cos u, 
donde Ues el ángulo entre F y D. 


EJEMPLO 7 Aplicación de la definición de trabajo 
Si |F| = 40 N (newton), |D| = 3 m, уч = 60°, el trabajo realizado por Е al actuar de 
PaQes 
Trabajo = |F||D| cos u Definición 
= (40)(3) cos 60° Valores dados 
= (120)(1/2) 


= 60 J (joules). и 


proyy U 


FIGURA 12,26 El vector u escrito como 
la suma de un vector paralelo y otro orto- 
gonal ау. 


12.3 El producto punto 869 


En el capítulo 16 veremos problemas sobre trabajo más desafiantes, una vez que 
aprendamos a calcular el trabajo realizado por una fuerza variable a lo largo de una trayec- 
toria en el espacio. 


Representación de un vector como la suma de vectores 
ortogonales 


Conocemos una forma de escribir un vector u = (u1, иә) ou = (и, u2, из) como la suma 
de dos vectores ortogonales: 


и = mi + mj o u = mi + (uj + uzk) 


(puesi-j -1:К-1:К-0) 

Sin embargo, a veces obtenemos más información si expresamos а и como una suma 
distinta. En mecánica, por ejemplo, con frecuencia necesitamos escribir un vector u como 
la suma de un vector paralelo a un vector dado v y un vector ortogonal a v. Así, al estudiar 
el movimiento de una partícula a lo largo de una trayectoria en el plano (o el espacio), es 
deseable conocer las componentes del vector aceleración en la dirección de la tangente a la 
trayectoria (en un punto) y de la normal a la trayectoria. (Estudiaremos estas componentes 
tangencial y normal de la aceleración en la sección 13.4). El vector de aceleración puede 
expresarse entonces como la suma de sus componentes (vectoriales) tangencial y normal 
(las cuales reflejan propiedades geométricas importantes acerca de la naturaleza de la pro- 
pia trayectoria como su curvatura). En el siguiente capítulo estudiaremos los vectores ve- 
locidad y aceleración. 

En general, para los vectores u y v, es fácil ver de la figura 12.26 que el vector 


и — ргоуу и 


es ortogonal al vector de proyección proy, u (que tiene la misma dirección que у). El si- 
guiente cálculo verifica esta observación: 


(u — ргоууц) -proyyu = | u п : цан у Ecuación (1) 
М М 
2 . 
pu х (u-v) u ы (у-у) Propiedades 2 у 3 
| | | У | del producto punto 
2 2 
ОУ ОУ 
( ) | ) у-у = |УГ se cancela 
М М 
= 0. 


De modo que la ecuación 
u = proyyu + (u — proyy u) 


expresa a u como la suma de vectores ortogonales. 


Cómo escribir u como la suma de un vector paralelo a у y otro ortogonal a у 


u = proyyu + (u — proyy u) 


ОУ ОУ 

= v + {о = 
Mi Mi 
Paralelo a у Ortogonal a v 
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EJ ERCICIOS 12.3 


EJ EMPLO 8 


Se aplica una fuerza Е = 21 + j — 3k a una nave espacial con vector de velocidad 
у = 3i — j. Expresar Е como la suma de un vector paralelo y otro ortogonal а у. 


Fuerza en una nave espacial 


Solución 


Е = proyyF + (Е — proyy Е) 


-Б164(Е-58) 


(6-1 _ (6—1 
(a) (в (бн) 
a ЭРЭГ ГНИ 
= то '® р + (2+) 3k то Gi 5) 


Ээ l; Mi 3. 
Gi 3) (143) 2) 


La fuerza (3/2)i — (1/2)j es la fuerza efectiva paralela a la velocidad у. La fuerza 
(1/2)i + (3/2)j — ЗК es ortogonal а у. Para verificar que este vector sea ortogonal a у, 
calculamos el producto punto: 


(+i = зк)-1-0 = 


3 
2 


міо 


Productos punto y proyecciones 


En los ejercicios 1 a 8, determine 


р 


уо, |v], Ju] 


b. El coseno del ángulo entre v y u 


с. La componente escalar de и en la dirección de у 


а. El vector proyy u. 


< 
Il 


v=2i+ 10) – 11k, u= 2i + 
v=5j-3k, u=i+j+k 
v=-i+j, u=22+23j 


y=2i-4j+ 2 5k, u= -2i + 4j – 2 5k 
(3/5)i + (4/5)k, u = 5i + 12j 

y = 10i + 11j— 2k, u= 3j + 4k 

2j +k 


лоо што рР ә юг 


у= 51+}, u=2i+ 2 17 


© 


Е L} Е L} 
„ү == =› =, = 5 = 
2223 22 23 


Ángulos entre vectores 
Calcule el ángulo entre los vectores de los ejercicios 9 a 12 con una 
aproximación de centésimas de radián. 
9и:-2-) v=i+2j- К 
10. u = 2i — 2j + k, у = 3i + 4k 
11. u= 2 3i- 7j, v= 2 3i +j- 2k 
12. u=i+22j- 22k, у--1-1-К 


13. Triángulo Calcule la medida de los ángulos del triángulo cuyos 
vértices son А = (—1, 0), B = (2, 1), y C = (1, —2). 


14. Rectángulo Calcule las medidas de los ángulos entre las diago- 
nales del rectángulo cuyos vértices son А = (1, 0), B = (0, 3), 
С = (3,4),y D = (4,1). 


15. Ángulos y cosenos directores Los ángulos directores a, b, y Y 
de un vector у = ai + bj + ck se definen como sigue: 


a es el ángulo entre v y el eje х positivo (0 = a = р). 
b es el ángulo entre v y el eje y positivo (0 = b = р). 


g es el ángulo entre v y el eje z positivo (0 = g = р). 


16. 


a. Muestre que 


a 
М 


b бзге 
ҮГ ша 


А cos b = 


cosa = 


А 2 
y también que cos? a + cos? b + cos? 0 = 1. Estos cosenos 
(cosa, cosb y cosg) son los cosenos directores de у. 


b. Los vectores unitarios se construyen a partir de los cose- 


nos directores Muestre que si v = ai + bj + ck es un 
vector unitario, entonces a, b y c son los cosenos directores 
de v. 


Construcción de un canal Un canal de agua debe construirse 
con una pendiente de 20% en dirección norte y 10% en dirección 
este. Determine el ángulo Urequerido en el canal para el giro de 
norte a este. 


Descomposición de vectores 


En los ejercicios 17 a 19, escriba u como la suma de un vector parale- 
lo ау y uno ortogonal a у. 


17. 
18. 


19. 
20. 


u=3j+ 4k, v=i+j 


u=j+k, v=i+j 


u = 81 + 4j — 12k, v=i+2-—k 


Suma de vectores u = і + (j + k) ya es la suma de un vector 
paralelo a i y un vector ortogonal a i. Si se utiliza у = i, en la 
descomposición п = proyyu + (и — proyyu), ¿se obtendrá 
que ргоуу и = іу (и — proyyu) = j + k? Inténtelo y descúbra- 
lo. 


Geometría y ejemplos 


21. 


Sumas у restas Еп la siguiente figura, parece que уу + v2 y 
v¡ — Ус son ortogonales. ¿Es esto una coincidencia, о hay cir- 
cunstancias bajo las cuales podríamos esperar que la suma de dos 
vectores fuera ortogonal a su diferencia? Justifique su respuesta. 


22. 


23. 


24. 


25. 


26. 


27. 


28. 
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М, 
М +V, 


v-v 


Ortogonalidad en una circunferencia Suponga que AB es el 
diámetro de una circunferencia con centro en O y que Ç es un 
punto en uno de los arcos que unen A y B. Muestre que CA y CB 
son ortogonales. 


С 


Diagonales de un rombo Muestre que las diagonales de un 
rombo (paralelogramo con lados de igual longitud) son perpen- 
diculares. 


Diagonales perpendiculares Muestre que los cuadrados son 
los únicos rectángulos con diagonales perpendiculares. 


¿Cuándo son los paralelogramos rectángulos? Demuestre 
que un paralelogramo es un rectángulo si y sólo si sus diagonales 
tienen la misma longitud. (Los carpinteros con frecuencia aprove- 
chan este hecho). 


Diagonal de un paralelogramo Muestre que la diagonal indi- 
cada del paralelogramo determinado por los vectores u y v biseca 
al ángulo entre u y v si |u| = |v]. 


Movimiento de un proyectil Una pistola con una rapidez de 
disparo de 1200 pies/s se dispara con un ángulo de 8° sobre la ho- 
rizontal. Determine los componentes horizontal y vertical de la 
velocidad del proyectil. 


Plano inclinado Suponga que una caja se sube por un plano in- 
clinado, como muestra la figura. Calcule la fuerza w necesaria 
para que la componente de la fuerza paralela al plano inclinado 
sea igual a 2.5 libras. 
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Teoría y ejemplos 
29. a. Desigualdad de Cauchy-Schwarz Utilice el hecho de que 
иу =  Juj|v|cosu para mostrar que la desigualdad 
ju-v| = [и |у [еѕ válida para vectores u y v cualesquiera. 
b. ¿Bajo qué circunstancia, ocurre que |u + v|sea igual a 
[а |v]? Justifique su respuesta. 
30. Copie los ejes y el vector que muestra la siguiente figura. Luego 
sombree los puntos (х, y) para los que (xi + yj)+v = 0. Justifi- 
que su respuesta. 


>< 


>X 


31. Vectores unitarios ortogonales Si ш y и» son vectores unita- 
rios ortogonales y v = au; + bw, calcule уг. 


32. Cancelación en productos punto En la multiplicación de nú- 
meros reales, si uv, = uv, y u % 0, podemos cancelar la u y con- 
cluir que уу = vz. ¿Ocurre lo mismo con el producto punto? Es 
decir, si иу =u-v y u #0, ¿podemos concluir que 
vi = V2? Justifique su respuesta. 


Ecuaciones de rectas en el plano 


33. Recta perpendicular а un vector Muestre que el vector у = 
ai + bj es perpendicular a la recta ax + by = с estableciendo 
que la pendiente de у es el recíproco negativo de la pendiente de 
la recta dada. 


34. Recta paralela а un vector Muestre que el vector v = ai + bj 
es paralelo a la recta bx — ay = c estableciendo que la pendiente 
del segmento de recta que representa a v es igual a la pendiente de 
la recta dada. 


En los ejercicios 35 a 38, use el resultado del ejercicio 33 para deter- 
minar una ecuación para la recta que pasa por P y es perpendicular a 
v. Luego, trace la recta. Incluya a v en su bosquejo, como un vector 
que parte del origen. 

35. Р(2,1), v=i+ 2j 

36. Р(-1,2), у=—21—] 

37. P(-2,-7), v=-—2i+)j 

38. Р(11, 10), у = 2i- 3j 


En los ejercicios 39 a 42, use el resultado del ejercicio 34 para deter- 
minar una ecuación para la recta que pasa por P paralela a v. Luego, 
trace la recta. Incluya a у en su bosquejo, como un vector que parte 
del origen. 


39. P(-2,1), у-1-1 
41. Р(1,2), v=-i-2j 


40. Р(0,-2), у= 21 + 3 
42. Р(1,3), у = 31 – 2j 


Тгарајо 


43. Trabajo а lo largo de una recta Determine el trabajo realizado 
por una fuerza Е = 5i (magnitud 5 N) al mover un objeto a lo lar- 
go de la recta que va del origen al punto (1, 1) (la distancia se mi- 
de en metros). 


44. Locomotora La locomotora Big Boy de Union Pacific puede 
jalar vagones de 6000 toneladas con un esfuerzo de tracción de 
602,148 N (135 375 libras). Con este nivel de esfuerzo, ¿aproxi- 
madamente cuánto trabajo realizó Big Boy en el trayecto (casi rec- 
to) de 605 km desde San Francisco hasta Los Ángeles? 


45. Plano inclinado ¿Cuánto trabajo se necesita para deslizar una 
embarcación 20 m a lo largo de un muelle de carga, jalándola con 
una fuerza de 200 N y un ángulo de 30° con la horizontal? 


46. Velero El viento que pasa sobre la vela de un bote ejerce una 
fuerza F con una magnitud de 1000 libras como muestra la si- 
guiente figura. ¿Cuánto trabajo realizó el viento al mover el bote 
hacia delante una milla? Proporcione la respuesta en pies-libra. 


Fuerza con 
magnitud de 
1000 libras F 


Ángulo entre rectas en el plano 


El ángulo agudo entre las rectas que no se cortan en ángulo recto es 
igual al ángulo determinado por los vectores normales a las rectas o 
por vectores paralelos a las mismas. 


Use este hecho y los resultados de los ejercicios 33 o 34 para calcular 
los ángulos agudos entre las rectas de los ejercicios 47 a 52. 


47. 3x+y=5, 2x-y=4 

48. y = 2 3x 1, y= 23х+2 

49. 2 3х у= -2, х 2 3y=1 

50. x+ 2 3y=1, (1-2 3)х + (1+ 23) = 8 
51. 3x – 4у = 3, х- у= 7 

52. 12x + 5y = 1, 2х - 2у = 3 


Ángulo entre curvas diferenciables 


Los ángulos entre dos curvas diferenciables en un punto de intersec- 
ción son los ángulos entre las rectas tangentes de las curvas en estos 
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puntos. Calcule los ángulos entre las curvas de los ejercicios 53-56. 54. х = (3/4) — y), х = у> — (3/4) (dos puntos de la intersección) 


Observe que si v = ai + bj es un vector en el plano, entonces el vec- 
tor tiene una pendiente b/a siempre que a + 0. 


55. y = х, х= y (dos puntos de la intersección) 


56. у =-x*, у= 1х (dos puntos de la intersección) 


53. y = (3/2) х, y=x (dos puntos de la intersección) 


FIGURA 12.27 Та construcción de 
и X y. 


Cuando estudiamos las rectas en el plano, para describir la inclinación de una recta usamos 
los conceptos de pendiente y ángulo de inclinación. En el espacio queremos describir la forma 
en que se inclina un plano. Logramos esto cuando multiplicamos dos vectores en el plano 
para obtener un tercer vector perpendicular al plano. La dirección de este tercer vector nos in- 
dica la “inclinación” del plano. El producto que usamos para multiplicar los vectores es el 
producto vectorial o producto cruz, el segundo de los métodos de multiplicación vectorial que 
usamos en cálculo. 

El producto cruz se utiliza con frecuencia para describir el efecto de las fuerzas cuan- 
do se estudia la electricidad, el magnetismo, el flujo de fluidos y la mecánica orbital. Esta 
sección presenta las propiedades matemáticas del producto cruz que son útiles en estos 
campos. 


El producto cruz de dos vectores en el espacio 


Comencemos con dos vectores no nulos u y v en el espacio. Si u y v no son paralelos, en- 
tonces determinan un plano. Elegimos un vector unitario n perpendicular al plano median- 
te la regla de la mano derecha. Esto significa que elegimos n como el vector (normal) 
unitario que apunta en la forma que el dedo pulgar apuntaría si doblamos los dedos 
restantes con el ángulo u de и a у (figura 12.27). Entonces el producto cruz u X у (“u 
cruz v”) es el vector que se define como sigue. 


DEFINICIÓN Producto cruz 


u X v = (Ju||v| senu) n 


A diferencia del producto punto, el producto cruz da como resultado un vector. Por esta ra- 
zón se llama producto vectorial de u y v, y sólo se aplica a vectores en el espacio. El vec- 
toru X v es ortogonal tanto a u como a v, pues es un múltiplo escalar de n. 

Como el seno de 0 y el seno de p dan cero, tiene sentido definir el producto cruz de 
dos vectores paralelos no nulos como 0 (el vector nulo o cero). Si u o v o ambos son nulos, 
también definimos u X у сото 0. De esta forma, el producto cruz de dos vectores u y v 
es igual al vector cero si y sólo si u y v son paralelos, o bien si uno o ambos vectores son 
nulos (vector cero). 


Vectores paralelos 


Los vectores no nulos u y v son paralelos si y sólo siu Х v = 0. 


Ahora analizamos las siguientes propiedades del producto cruz. 
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FIGURA 12.28 Та construcción de 
УХ о. 


2 
к= їхј= јх 


і=јхк= (кх р 


FIGURA 12,29 Los productos cruz por 
pares formados con i, j, yk. 


Area = base · altura 


= lu · [visen 6| 
: = |чхм 


h = [М [sen Ө| 


FIGURA 12.30 El paralelogramo deter- 
minado por u y у. 


Propiedades del producto cruz 
Si u, v y w son vectores cualesquiera y у s son escalares, entonces 


1. (ru) х (sv) = (уз)(и x v) 

2 UX(v+w=uXv+uxXxw 
3. (v+wXxXxu=svyvXu+wXxu 
4. vXu=-(ux v) 

5 0xu=0 


Por ejemplo, para visualizar la propiedad 4, observe que cuando los dedos de una ma- 
no derecha se doblan con el ángulo ude v a u, el pulgar apunta en la dirección opuesta y el 
vector unitario elegido para formar v X u es el negativo del elegido para formar v X u 
(figura 12.28). 

La propiedad 1 puede verificarse al aplicar la definición del producto cruz a ambos 
lados de la ecuación y comparar los resultados. La propiedad 2 se demuestra en el apéndi- 
ce 6. La propiedad 3 se obtiene multiplicando los dos lados de la ecuación de la propiedad 
2 por —1 e invirtiendo el orden de los productos, usando la propiedad 4. La propiedad 5 es 
una definición. El producto cruz no es asociativo, de modo que (u X v) X w en general 
no es igual au X (v X w). (Vea el ejercicio adicional 15). 

Cuando aplicamos la definición para calcular los productos cruz por pares de i, j y k, 


vemos que (figura 12.29) 
іхј= -0 хі) = к ) 
ХК -4КХ) -1 і 


. . . Diagrama para 
k xi=-—(i xk) =] recordar estos 
productos 


ixi=jxj=kxk=0. 


|u х v| es el área de un paralelogramo 
Como n es un vector unitario, la magnitud de u X ves 


ju xX v| = Ju|/v| |зепи||п| = |и||у| sen u. 


Ésta es el área del paralelogramo determinado por u y v (figura 12.30), donde |и| es la 
base y |у | | sen u| es la altura del paralelogramo. 


Fórmula del determinante para u x v 
Nuestro siguiente objetivo es calcular u X у a partir de las componentes de u y v con res- 
pecto a un sistema de coordenadas cartesianas. 


| Determinantes 
Los determinantes de 2 х 2y3 X 3 se 


evaluan como sigue: 


b 
5 = ad — bc 
с d 
ЕЈ EMPLO 
2 1 
= (2)(3) — (1)(—4 
E A (23) — (1)(—4) 
=6+4=10 
а da аз bə b; 
bı bz b3 = 41 
С2 єз 
т су) сз 
_ | b bi b 
47 Сз СІ C2 
ЕЈ EMPLO 
-5 3 1 


1-1 
2 1 1|= сз) | 
-4 3 1 


2 1 2 1 
-0124| 50141 


= —5(1 — 3) — 3(2 +4) 
+ 1(6 + 4) 
-10-18-10-2 


(Para mayor información, vea el sitio en 


Internet de este libro.) 


REL 1,2) 


х QQ, 1,1) 


FIGURA 12,31 El área del triángulo POR 
es la mitad de |РО х PR] (ejemplo 2). 
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Supongamos que 


u = ці + uj + изК, 1 = vii + vj + v3k. 


Entonces, las leyes distributivas y las reglas para la multiplicación de i, j y k nos dicen que 
u X v = (ші + uj + u3k) X (vii + vj + v3k) 
= mvi X i + uvi X j + uvi X k 
+ uv X i + mvj X j + mvj ХК 
+ uzvik X i + uzv2k X j + u3v3k X k 


= (изуз — u3v2)i — (иуз — u3vı)j + (шу — шу) К. 


Los términos de la última línea son los mismos que los términos en el desarrollo del 
determinante simbólico 


Por tanto, tenemos la siguiente regla. 


Cálculo del producto cruz mediante determinantes 
Siu = mi + ил) + uzk yv = vii + v2j + v3k, entonces 


u X v= ир u 03|. 


EJEMPLO 1 Cálculo del producto cruz mediante determinantes 


Calcular u X ууу X usiu =2i+j+kyv=-4i+3j+k. 


Solución 
i j К 
куо и li] 2 | 18 
ык ш 11871193 
-4 3 1 
= -2i — 6j + 10k 
ухо = –(0 Ху) = 2i + 6j — 10k a 


EJEMPLO 2 Cálculo de vectores perpendiculares a un plano. 


Determinar un vector perpendicular al plano de P(1, —1, 0), Q(2, 1, —1), у R(=1, 1, 2) 
(figura 12.31). 


876 Capítulo 12: Los vectores y la geometría del espacio 


Componente de Ё 
perpendicular a F. 
Su longitud es [Е se 


Ў. 
ny) [70 
F 


FIGURA 12,32 El vector torque describe 
la tendencia de la fuerza F para mover el 
tornillo hacia delante. 


Solución El vector PO X PR es perpendicular al plano, pues es perpendicular a am- 
bos vectores. En términos de componentes tenemos que 


РО = (2- 11 + (1 + 1) + (-1 – 0)к =i+2j-k 


РВ = (-1 — 11 + (1 + 1)) + (2 – 0)k = -2i + 2j + 2k 


e a 221 i «il 1.2 
РО х PR = 1 2-1 = r= 1 аз k 
2 2 =2, 2 =Z 2 
=2 2 
= 6i + 6k. п 


EJEMPLO 3 Cálculo del área de un triángulo 


Calcular el área del triángulo con vértices P(1, —1, 0), Q(2, 1, —1), y R(— 1, 1, 2) (figura 
12.31). 


Solución El área del paralelogramo de la figura P, O y Res 


IPÒ х PR| = |6i + 6k] Valores del ejemplo 2. 


2 (6)? + (6)? = 2 2-36 = 62 2. 


El área del triángulo es la mitad de este valor, es decir, 3 2 2. ш 


EJEMPLO 4 Obtención де un vector unitario normal a un plano 


Encontrar un vector unitario perpendicular al plano definido por P(1, —1, 0), О(2, 1, —1), 
y R(-1, 1, 2). 


Solución Como РО х PRes perpendicular al plano, su dirección п es un vector unita- 
rio perpendicular al plano. Con los valores de los ejemplos 2 y 3, tenemos 


PQ X PR 6i + 6k 1. 1 
-2 — = = i+ k. ш 
|PO х PR| 62 2 22 22 


Para facilitar el cálculo del producto cruz mediante determinantes, por lo general es- 
cribimos los vectores en la forma у = уі + v>j + v3k en vez de escribirlos como tercias 
y= (vi, Va, уз). 


Тогдие 


Al girar un tornillo aplicando una fuerza F a una llave (figura 12.32), el torque producido 
actúa a lo largo del eje del tornillo para mover éste hacia delante. La magnitud del torque 
depende de qué tan lejos se aplica la fuerza en la llave y de qué tan perpendicular al brazo 
de la palanca es la fuerza sobre la llave en el punto de aplicación. El número que utiliza- 
mos para medir la magnitud del torque es el producto de la longitud del brazo de la palan- 
ca r y la componente escalar de F perpendicular a r. Con la notación de la figura 12.32, 


Magnitud del vector torque = |r||F| sen u, 


barra de 3 pies 


Рф Q 
70° 
Fuerza соп 
F/ magnitud 
de 20 libras 


FIGURA 12.33 La magnitud del torque 
ejercido por F en P es aproximadamente 
56.4 pies-libra (ejemplo 5). 


| El producto punto y el producto cruz 
pueden intercambiarse en un triple pro- 


ducto escalar sin alterar su valor. 
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o |r X F|. Sin es el vector unitario a lo largo del eje del tornillo en la dirección del tor- 
que, entonces la descripción completa del vector torque es r X F, o bien 


Vector torque = (|r||F| sen u) n. 
Recuerde que hemos tenemos u X у igual a 0 cuando и y у son paralelos. Esto es consis- 
tente con la interpretación del vector torque. Si la fuerza F de la figura 12.32 es paralela a 
la llave, lo que significa que tratamos de dar vuelta al tornillo empujando o jalando a lo 
largo de la línea del asa de la llave, entonces el torque producido es cero. 
EJEMPLO 5 Cálculo de la magnitud de un torque 
La magnitud del torque generado por la fuerza Е en el punto pivote Р de la figura 12.33 es 
[РО| |F| sen 70° 
(3)(20)(0.94) 
= 56.4 pies-libra п 


[PO x F| 


Q 


Triple producto escalar o producto caja 


El producto (u X у) · у se conoce como triple producto escalar de u, у y w (en ese or- 
den). Como puede se puede deducir de la formula, 


(о х v)-w| = |u Xx v||w||cos u 


3 


el valor absoluto del triple producto escalar es el volumen del paralelepípedo (una caja cu- 
уаз caras son paralelogramos) determinado por п, у y w (figura 12.34). El número 
[и х v| es el área del paralelogramo de la base y el número |ж | |cos U| es la altura del 
paralelepípedo. Debido a esta interpretación geométrica, (и X у) · w también se conoce 
como producto caja de u, v y w. 


A 


Altura = | [conil Área de la base 


Ба SES 


A 
> 
Р”. 
< v 


р 


и 

Volumen = área de la base : altura 
= |u x м |w [cos 6| 
=|(ux v): w 


FIGURA 12.34 El número |(u X v) зу] es el volumen de un paralelepípedo. 


Al considerar los planos de у y w y de w y u como bases del paralelepípedo determi- 
nado por u, у y w, vemos que 


(и Ху): у = (у Xx w):u= (у Xu): yv. 


Como el producto punto es conmutativo, también tenemos 


(и Ху): у= 0: (vxw). 
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El triple producto escalar puede evaluarse como un determinante: 


и? из |. И] из |. U1 и? 
(и Ху): у = і – j+ К |у 
va Уз vi Уз vi va 
и? из U1 u3 U1 и? 
= w] — w + w3 
У Уз Ур Уз Ур Y 


Cálculo del triple producto escalar 
U1 и? из 
(и Ху): у= |у vv 


W ww 


EJEMPLO 6 Е volumen de un paralelepípedo 


Calcular el volumen de la caja (paralelepípedo) determinada por u = і + 2j — К, 
у= —21 + 3k, y w = 7j — 4k. 


Solución Al usar la regla para el cálculo de determinantes, tenemos 


ЇГ 2 =] 
(uxv)w=|-2 0 3| = —23. 
0 7 -4 
El volumen рог lo tanto es |(и Х у): w| = 23 unidades cúbicas. н 
ЕЈ ERCICIOS 12.4 
Cálculos con el producto Cruz En los ejercicios 9 a 14, trace los ejes coordenados y a continuación in- 
En los ejercicios 1 a 8, determine la longitud y dirección (si está defi- оша Цагны = vya x Y бошо vectores gue partèn del origen. 
nida)deu X vyv X u. 9%. 0-1 у=} 
: А е 10. u=i-k, у= 
1. u=2i -2-k, v=i-k 
П. u=i-k, v=j+k 
o а А 12, 8 -21-4 v=i+2j 
3. u = 2i — 2j + 4k, v=-i+j-2k 13. u=i+w+)j, v=i-j 
4. u=i+j-k, v=0 14. u=j+ 2k, v=i 
5. u=2i, у= —3) Triángulos en el espacio 
6 u=iXj v=jXk En los ejercicios 15 a 18 realice lo que se pide. 
7. u=-8i— 2j – 4k, у= 21 + 2ј + К a. Calcule el área del triángulo determinado por los puntos Р, O, 
yR. 


8. u= 21 > j+k, v=i+j+2k b. Determine un vector unitario perpendicular al plano POR. 


15. Р(1,-1,2), 002,0,-1), К(0,2,1) 
16. Р(1,1,1), 002,1,3), А(3, –1, 1) 

17. Р(2, 2,1), 0(3, –1, 2), R(3,—1,1) 
18. Р(—2, 2,0), 0(0, 1, 1), А(—1,2, –2) 


Triple producto escalar 


En los ejercicios 19 a 22, verifique que (u X у): у = (у X w)-:u = 
(w X и) v y calcule el volumen del paralelepípedo (саја) determina- 
do por u, v y w. 


u ү уу 
19. 21 2) 2k 
20.i—-j+k 2i + j = 2k -i + 2j — k 
21. 21 +j 2i—-j+k i + 2k 
22. i +j — 2k -i-k 2i + 4j — 2k 


Teoría y ejemplos 

23. Vectores paralelos y perpendiculares Sean u = 5i — j + k, 
v= }— 5k,w = —15ї + 3j — ЗК. ¿Cuáles de estos vectores 
son (a) perpendiculares entre sí? (b) ¿Cuáles son paralelos? Justi- 
fique sus respuestas. 


24. Vectores paralelos y perpendiculares Sean u = i + 2j — k, 
v=-i+j+k, w=i+k, r= —(р/2)#— pj + (p/2)k. 
¿Cuáles de estos vectores son (a) perpendiculares entre sí? (b) 
¿Cuáles son paralelos? Justifique sus respuestas. 


En los ejercicios 25 y 26, calcule la magnitud del torque ejercida por F 
sobre el tornillo en P si |РО| = 8 pulgadas y |F| = 30 libras. Dé la 
respuesta en pies-libra. 


25. 26. 
d 72742 
60° о 
DL 0 О. О 
„© О аў 


27. ¿Cuáles de las siguientes igualdades son siempre ciertas, y cuáles 
no siempre lo son? Justifique sus respuestas. 


b. изи = Jul 


d. u x (-0) = 0 


1 | = 2 u'u 


ux0=0xu=0 


Es 


p 


0 Ху= ухи 
их (У + у) = 0 Ху +а Хх у 
(и Ху): у = 0 


то Rm бф 


(и Ху): w = 0: (у Xw) 


28. ¿Cuáles de las siguientes igualdades son siempre ciertas, y cuáles 


no siempre lo son? Justifique sus respuestas. 
a. Uv = уи b. uxv=-—(vXxu) 


с. (—u) Ху = —(u ху) 


12.4 El producto cruz 879 


а. (cu): v = и: (су) = c(u-v) (carbitrario) 

e. clu X у) = (cu) xv=uxX (су) (carbitrario) 
f. u-u = |u|? g. (uxu) u=0 
h. (u X v)u = у: (u X v) 


29. Dados los vectores no nulos u, v y w, use las notaciones de los 
productos punto y cruz para describir lo siguiente. 


a. El vector proyección de u sobre v 

b. Un vector ortogonal a u y v 

с. Un vector ortogonal au X у y w 

а. El volumen del paralelepípedo determinado роги, у, y w 


30. Dados los vectores no nulos u, у y w, use las notaciones para los 
productos punto y cruz para describir lo siguiente. 


a. Un vector ortogonal au X v yu X w 

b. Un vector ortogonal au + у yu — у 

с. Un vector de longitud |u| en la dirección de у 

d. El área del paralelogramo determinado por u y w 


31. Sean п, у y w vectores. ¿Cuáles de las siguientes expresiones tie- 
nen sentido y cuáles no? Justifique sus respuestas. 


а. (u X у): № b. u X (у: №) 


c. u Xx (vxw) 


32. Producto cruz de tres vectores Muestre que excepto en casos 
degenerados, (u X v) X w está en el plano de u y v, mientras 
que u X (v X w) está en el plano de v y w. ¿Cuáles son los ca- 
sos degenerados? 


а. о: (у: w) 


33. Cancelación en el producto cruz Si ои Ху= ох ж y 
u = 0, ¿entonces es cierto que у = w? Justifique su respuesta. 


34. Doble cancelación Si п=#0 y ч пху=иху у 
u'v = и үу, ¿es verdad que у = w? Justifique su respuesta. 


Área en el plano 


Determine el área de los paralelogramos cuyos vértices están dados en 
los ejercicios 35 a 38. 


35. A(1,0), B(0,1), C(-1,0), D(0,-—1) 
36. A(0,0), B(7,3), С(9, 8), р(2, 5) 

37. А(—1, 2), В(2,0), С(7, 1), D(4,3) 
38. А(—6,0), B(1,-4), С(3, 1), 0(-4,5) 


Calcule el área de los triángulos cuyos vértices están dados en los 
ejercicios 39 a 42. 


39. A(0,0), B(-2,3), C(3,1) 

40. A(—1,—1), B(3,3), C(2,1) 
41. А(—5, 3), B(1,-2), С(6,-2) 
42. А(—6, 0), В(10,-5), C(-2,4) 


43. Área de un triángulo Determine una fórmula para el área del 
triángulo en el plano xy con vértices en (0, 0), (a, 42), y (b1, b2). 
Explique su desarrollo. 


44. Área de un triángulo Encuentre una fórmula concisa para el 
área de un triángulo con vértices (a1, 42), (b1, b2), y (сі, сә). 
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Rectas y planos en el espacio 


х 


FIGURA 12,35 Un punto P está en la 
recta L que pasa por Ро paralela a у si y 
sólo si PoP es un múltiplo escalar de у. 


En el cálculo de funciones de una variable, usamos nuestro conocimiento sobre rectas para 
estudiar curvas en el plano. Analizamos las tangentes y vimos que al ampliarlas cada vez 
más, las curvas diferenciables parecen localmente funciones lineales. 

Para que en el siguiente capítulo estudiemos el cálculo de funciones de más de una 
variable, comenzaremos con los planos y usaremos nuestro conocimiento sobre ellos para 
estudiar las superficies correspondientes a las gráficas de funciones en el espacio. 

Esta sección muestra la forma de utilizar los productos escalar y cruz para escribir 
ecuaciones de las rectas, de segmentos de recta y de planos en el espacio. 


Rectas y segmentos de recta en el espacio 


En el plano, una recta queda determinada por un punto y un número que representa la pen- 
diente de la recta. En el espacio, una recta queda determinada por un punto y un vector que 
indica la dirección de la recta. 

Suponga que L es una recta en el espacio que pasa por un punto Ро(хо, уо, Zo) y que es 
paralela a un vector y = vii + ур} + v3k. Entonces L es el conjunto de todos los puntos 
Р(х, y, z) tal que PoP es paralelo a у (figura 12.35). Así, donde г es un parámetro escalar. 
El valor de г depende de la posición del punto Р a lo largo de la recta, y el dominio de / es 
(— оо, со). La forma desarrollada de la ecuación PoP = tv es 


(х — хо)і + (y — yo)j + (z — zo)k = t(vii + vaj + уз), 


que puede escribirse como 


хі + yj + zk = xoi + yoj + zok + (уй + vaj + va3k). (1) 


Si r(t) es el vector de posición de un punto Р(х, у, z) sobre la recta у ro es el vector de 
posición del punto Ро(хо, yo, 20), entonces la ecuación (1) da la siguiente forma vectorial 
para la ecuación de una recta en el espacio. 


Ecuación vectorial de una recta 
Una ecuación vectorial рага la recta L que pasa por Ро(хо, уо, 20) paralela a 
ves 


r(t) = ro + tv, =00 <; < оо, (2) 


donde г es el vector de posición de un punto Р(х, у, z) еп L y Ко es el vector de 
posición de vector Ро(хо, уо, 0). 


Al igualar los componentes correspondientes a los dos lados de la ecuación (1) obte- 
nemos tres ecuaciones escalares con el parámetro г: 


x = хо + ѓу, у = уо + tv 1 = 20 + tv3. 


Estas ecuaciones nos dan la parametrización estándar de la recta en el intervalo 
=00 < f < 00, 


NE 0, 4) 
чеги 
| Хт=о 


2h P¡(0, 4, 2) 


P2(2, 8, 0) 


\ 


FIGURA 12,36 Algunos valores del pará- 
metro y los puntos correspondientes sobre 


у= 21 + 4j — 2k 


la recta x = —2 + 2t, y = 4,2 = 4 – 201. 


Las flechas indican la dirección en que / 
crece (ejemplo 1). 


00,-1,4) z 
А 


X зоо 


Р(-3, 2, -3) 


FIGURA 12.37 En el ejemplo 3 deduji- 
mos una parametrización del segmento de 
recta PO. La flecha indica la dirección en 
que ї crece. 
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Ecuaciones paramétricas de una recta 
La parametrización estándar de la recta que pasa por Po(xo, уо, Zo)y que es 
paralela a v = уі + v2j + v3k es 


x = хо + tvi, y = yo + ѓу, z = Zo + tv3, -00 << оо (3) 


EJEMPLO 1 Parametrización de una recta que pasa por un punto y que es paralela a 
un vector 


Determinar las ecuaciones paramétricas de la recta que pasa por (—2, 0, 4) y que es para- 


lela ау = 2i + 4j — 2k (figura 12.36). 


Solución Con Ро(хо, уо, zo) igual a (-2,0,4) y vi + vj + vk igual a 
2i + 4j — 2k, las ecuaciones (3) quedan como 


х= —2 + 2}, y= 4, г= 4 – 2. E 


EJEMPLO 2 Parametrización de una recta que pasa por dos puntos 
Determinar las ecuaciones paramétricas de la recta que pasa por Р(—3,2,—3) y 
gl, —1, 4). 
Solución El vector 

PQ = (1 — (—3))# + ЛЭ — 2)j + (4 — (—3))К 

= 4i — 3j + 7k 

es paralelo a la recta, y las ecuaciones (3) con (xo, уо, zo) = (—3, 2, —3) dan 

х= -—3 +4, у= 2 – 31, = =3 + 7. 


Podríamos haber elegido O(1, — 1, 4) como “punto base” y escribir 


х= 1+4, у--1-3, 2=4+?7t. 


Estas ecuaciones nos sirven igual que las primeras, sólo que nos colocan en un punto dis- 
tinto en la recta para un valor dado de t. п 


Observe que las parametrizaciones по son únicas. No sólo puede variar el “punto ba- 
se”, sino también el parámetro. Las ecuaciones х = —3 + 40, у = 2 – 30, y 
z = —3 + 71 también parametrizan la recta del ejemplo 2. 

Para parametrizar un segmento de recta que une dos puntos, primero parametrizamos 
la recta que pasa por los dos puntos, luego encontramos los valores de £ para los extremos 
y restringimos / al intervalo cerrado limitados por estos valores. Las ecuaciones de la rec- 
ta, junto con esta restricción adicional, parametrizan al segmento. 


EJEMPLO З  Parametrización de un segmento de recta 

Parametrizar el segmento de recta que une a los puntos P(—3, 2, —3) y O(1, —1, 4) (figu- 
га 12.37). 

Solución Comenzamos con las ecuaciones para la recta que pasa por P y O, tomándo- 


las, en este caso, del ejemplo 2: 


x= —3 + 4t, y =2- 31, 2=->3+?7t. 
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Observamos que el punto 


(x,y,z) = (23 + 41,2 — 31, -3 + 71) 
sobre la recta pasa por P(—3, 2, —3) en t = 0, y por О(1, —1,4) епт = 1. Agregamos la 
restricción 0 = £ = 1 para parametrizar el segmento: 
x= —3 + 4t, y =2- 3t, т=-—3 +7, Srs I, a 


La forma vectorial [ecuación (2)] de una recta en el espacio es más ilustrativa si pen- 
samos en ella como la trayectoria de una partícula que parte de la posición Ро(хо, Yo, 20) y 
se mueve en la dirección del vector v. Escribimos la ecuación (2) como 


r(t) = ro + tv 


= ro + у|-— 


Z INN 


Posición Tiempo Rapidez Dirección 
inicial 


En otras palabras, la posición de la partícula en el instante г es su posición inicial más la 
distancia recorrida (rapidez X tiempo) en la dirección у/ |у| de su movimiento rectilí- 
neo. 


EJEMPLO 4 Vuelo de un helicóptero 


Un helicóptero vuela directamente desde un helipuerto ubicado en el origen, en la direc- 
ción del punto (1, 1, 1) con una rapidez de 60 pies/s ¿Cuál es la posición del helicóptero 
después de 10 s? 


Solución Colocamos el origen en la posición inicial (helipuerto) del helicóptero. En- 
tonces el vector unitario 


Br 
23 23 23 
proporciona la dirección de vuelo del helicóptero. De acuerdo con la ecuación (4), la posi- 
ción del helicóptero en cualquier instante / es 


r(t) = ro + t(rapidez)u 


32 Ei 2 
23 23 23 


= 202 31 + j + k). 


Cuando ѓ = 10 sec, 


r(10) = 2002 3 (i + j + k) 


= (202 3, 2002 3, 2002 з), 


Después de 10 segundos de vuelo desde el origen hacia el punto (1, 1, 1), el helicóptero se 
localiza en el punto (2002 3,2002 3,2002 3) del espacio por lo que ha recorrido una 
distancia de(60 pies/seg)(10 seg) = 600 pies, que es la longitud del vector r(10). и 


FIGURA 12.38 Та distancia de S a la 
recta que pasa por Р y que es paralela a у 
es IPS] sen U, donde Ues el ángulo entre 
PS y Y. 


Poo; Yo» Zo) 


FIGURA 12.39 La ecuación estándar 
para un plano en el espacio se define en 
términos de un vector normal al plano: un 
punto P está en el plano que contiene a Py 
y es normal a n si y sólo їп. PoP =0. 
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La distancia de un punto a una recta en el espacio 


Para calcular la distancia de un punto $ a una recta que pasa por un punto Р, paralela a un 
vector v, hallamos el valor absoluto de la componente escalar de PS en la dirección de 
un vector normal a la recta (figura 12.38). Con la notación de la figura, el valor absoluto 
de la 


[PS х y] 


М 


= 
componente escalar ез |Р | sen u, o bien 


Distancia de un punto $ a una recta que pasa por Р y que es paralela a y 
[PS xy] 
М 


(5) 


EJEMPLO 5 Cálculo de la distancia de un punto a una recta 


Calcular la distancia del punto S(1, 1, 5) a la recta 


Їл х-141 у=3-1, 15-21. 


Solución A partir de las ecuaciones de L vemos que esta recta pasa por P(1, 3, 0) y que 
es paralela a v = і — j + 2k. Con 


PS = (1 — 1)i + (1 — 3)j + (5 — 0)k = -2j + 5k 


y 
i jk 

Р$ху=|0 -2 5|=i+5j+2k, 
Ї -1 2 


la ecuación (5) a 


ПРЕ И Al 2050 a 
12 21-1-4 26 


La ecuación de un plano en el espacio 


Un plano en el espacio queda determinado si conocemos un punto en el plano y su “incli- 
nación” u orientación. Esta “inclinación” se define especificando un vector perpendicular 
o normal al plano. 

Supongamos que el plano M pasa por un punto Pao, Yo, Zo) у que es normal al vector 
no nulo n = = AR + Bj + СК. Entonces М es el conjunto de todos los puntos Р(х, y, 2) pa- 
ra los que PoP es ortogonal a п (Figura 12.39). Así, el producto punto п. РУР = 0. Esta 
ecuación es equivalente 


(Аі + Bj + Ck): [(х — хо)і + (y — уо)ј + (z — zo)k] = 0 
о bien 


A(x — хо) + Bly — yo) + Clz — zo) = 0. 
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Ecuación de un plano 
El plano que pasa por Ро(хо, уо, zo), normal a п = Ai + Bj + СК se describe 
igualmente por cada una de las siguientes ecuaciones 


Ecuación vectorial: n: РУР = 0 
Ecuación cartesiana: A(x — хо) + В(у — yo) + C(z — zo) = 0 
Ecuación cartesiana 
simplificada: Ax + Ву + Cz = D, donde 
D = Axo + Byo + Czo 


EJEMPLO 6 Obtención de la ecuación de un plano 


Determinar una ecuación para el plano que pasa por Po(—3, 0,7) perpendicular a 
n = 51 + 2j — К. 


Solución La ecuación cartesiana es 


5(х — (—3)) + 2(y — 0 + (—1)@— 7) = 0. 
Al simplificar obtenemos 
5х + 15+2y-2+7=0 
эх + 2у = = =22, и 


Observe que en el ejemplo 6 las componentes de п = 51 + 2j — k se convirtieron en 
los coeficientes de х, у, z en la ecuación 5х + 2y — z = —22. y tenemos que el vector 
n = Ai + Bj + Ck es normal al plano Ax + By + Cz = р. 


EJEMPLO 7 La ecuación de un plano que pasa por tres puntos 


Determinar una ecuación рага el plano que pasa por А(0, 0, 1), BC, 0, 0) y СОО, 3, 0). 


Solución Encontramos un vector normal al plano y lo usamos con uno de los puntos 
(no importa cuál) para escribir una ecuación del plano. 
El producto cruz 


ij k 
АВХАС-12 0 -1|=3i+2j+6k 
03 -1 


es normal al plano. Sustituimos las componentes de este vector y las coordenadas de А(0, 
0, 1) en la ecuación cartesiana para obtener 


3(x = 0) + 2(у = 0) + 6 = 1) = 0 


3x + 2y + 6z = 6. ш 


Rectas de intersección 


Así сото las rectas son paralelas si y sólo si tienen la misma dirección, dos planos son pa- 
ralelos si y sólo 81 sus vectores normales son paralelos, es decir, пу = kn» para cierto es- 
calar k. Dos planos no paralelos se intersecan en una recta. 


FIGURA 12,40 Relación entre la recta de 
intersección de dos planos y los vectores 
normales a dichos planos (ejemplo 8). 
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EJEMPLO 8 Obtención de un vector paralelo a la recta de intersección de dos planos 


Determinar un vector paralelo a la recta de intersección de los planos 3x — 6y — 2z = 15 
y2x + у – 25 = 5. 


Solución La recta de intersección de dos planos es perpendicular a los dos vectores 
normales n; y п» (figura 12.40) y por tanto es paralela ай, X n2. Visto de otra manera, 
n; X m es un vector paralelo a la recta de intersección de los planos. En nuestro caso, 


i ) k 
n X m = |3 6 2| = 14i + 2j + 15k. 
2 l- =2 
Cualquier múltiplo escalar no nulo den; X п» nos sirve de la misma forma. п 


EJEMPLO 9  Parametrización de la recta de intersección de dos planos 


Determinar las ecuaciones paramétricas para la recta de intersección de los planos 
3x — бу – 2z = 15 у2х + y- 2z =5. 


Solución Hallamos un vector paralelo a la recta y un punto sobre la recta, para usar las 
ecuaciones (3). 

El ejemplo 8 identifica a у = 14i + 2j + 15k como un vector paralelo a la recta. Pa- 
ra hallar un punto sobre la recta, podemos considerar cualquier punto común a ambos pla- 
nos. Al sustituir z = O en las ecuaciones de los planos y resolver simultáneamente el siste- 
ma en términos de x y y, vemos que uno de estos puntos es (3, —1, 0). La recta es 


x=3 + 14, y =-1 + 21, z= 151. 


La elección z = 0 es arbitraria y podríamos haber elegido también z = 1 o z = —1. O 
bien hacer x = 0 y resolver el sistema en términos de y y z. Las distintas opciones nos hu- 
bieran dado distintas parametrizaciones de la misma recta. п 


En ocasiones queremos determinar si una recta y un plano se intersecan. Por ejemplo, 
si observamos una placa delgada y un segmento de recta que la atraviesa, podría interesar- 
nos conocer la parte del segmento que no es visible por quedar oculta por la placa. Esta 
aplicación se utiliza en los gráficos por computadora (ejercicio 74). 


EJEMPLO 10 La intersección de una recta y un plano 


Determinar el punto donde la recta 


х= +2 y = -2, т=1+{ 


interseca al plano 3x + 2y + 6z = 6. 


Solución ЕІ punto 


3 +24 =2ft, 1 + ) 
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está en el plano si sus coordenadas satisfacen la ecuación del plano; es decir, si 


43 + >) + 2(-21) + 6(1+)=6 


8+ 6t- 41+6+6t=6 


El punto de intersección es 


8 2 
(х, у, 2) | = (8-221-1)- (220). a 


La distancia de un punto a un plano 


Si P es un punto en un plano con vector normal n, entonces la distancia de cualquier pun- 
to S al plano es la longitud del vector proyección de PS sobre n. Es decir, la distancia de S 
al plano es 


а = а (6) 
In] 
donde п = Ai + Bj + СК es normal al plano. 


EJEMPLO 11 Cálculo de la distancia de un punto a un plano 
Calcular la distancia de S(1, 1, 3) al plano 3x + 2y + 6z = 6. 
Solución НаПатозѕ un punto Р en el plano y calculamos la longitud del vector pro- 


yección de PS sobre un vector n normal al plano (figura 12.41). Los coeficientes de la 
ecuación Зх + 2y + 6z = 6 dan 


n = 3i + 2j + 6k. 


>N 


n= 3i + 2j + 6k 


5(1, 1, 3) 


3x+2y+6z=6 (0,0,1) 


Distancia de 
Sal plano 


y 


„е 0,0) POO, 3, 0) 
х 


FIGURA 12.41 Та distancia de 5 al plano es la longitud del 
vector proyección de PS sobre n (ejemplo 11). 


Ч! 


n 


Jo 


FIGURA 12.42 El ángulo entre dos pla- 
nos se obtiene a partir del ángulo entre sus 
normales. 


EJ ERCICIOS 12.5 
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12.5 Rectas y planos en el espacio 
Los puntos del plano que son más fáciles de determinar a partir de su ecuación son las 
intersecciones con los ejes. Sea el punto P (0, 3, 0) la intersección con el eje y, entonces 
PS = (1 – 0) + (1 – 3)j + (3 – 0)k 


= і – 2j + 3k, 


In| = 2 (39 + (2)? + (6)? = 2 49 = 7. 


La distancia de $ al plano es 


а = PS Tr longitud de proyn PS 
A Жү EE 
= |(1 — 2j + 3k) (21+ 2i + $x) 
3 4 18 17 
‚ш м. | т» н 


Ángulo entre planos 


El ángulo entre dos planos que se cortan se define como el ángulo (agudo) determinado 
por sus vectores normales (figura 12.42). 


EJEMPLO 12 Calcular el ángulo entre los planos 3x — бу — 2z = 15 y 2x + y 
- 24 = 5. 
Solución Los vectores 


n; = 3i — 6j — 2k, m = 2i + j — 2k 


son normales a los planos. El ángulo entre ellos es 


ТЕР, сеа 
|.|] 


0 


1.38 radianes. Aproximadamente 79 grados. E 


Rectas y segmentos de recta 


5. La recta que pasa por el origen y es paralela al vector 2j + k 


En los ejercicios 1 a 12 determine las ecuaciones paramétricas de las 
rectas . 


1. La recta que pasa por el punto P(3, —4, —1) y es paralela al vec- 
tori +j + k 


2. La recta que pasa por P(1,2, —1) y Q(—1, 0, 1) 
3. La recta que pasa por P(—2, 0, 3) у Q(3, 5, —2) 
4. La recta que pasa por P(1, 2, 0) y Q(1, 1, —1) 


6. La recta que pasa por el punto (3, —2, 1) y es paralela a la recta 
х-142,у-2-1,-3 


7. La recta que pasa por (1, 1, 1) y es paralela al eje z 


S. La recta que pasa por (2, 4, 5) y es perpendicular al plano 
Зх + Ty = 32 = 21 


9. La recta que pasa por (0, —7,0) y es perpendicular al plano 
х + 2y + 22 = 13 
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10. La recta que pasa por (2, 3, 0) y es perpendicular a los vectores 
u =i+ 2) + 3k уу = 3i + 4j + 5k 
11. Elejex 12. El eje z 


Determine las parametrizaciones de los segmentos de recta que unen a 
los puntos de los ejercicios 13 a 20. Trace los ejes coordenados y trace 
cada segmento, indicando la dirección en que 7 crece para la parame- 
trización que ha elegido. 


13. (0,0,0), (1,1, 3/2) 14. (0,0,0), (1,0,0) 
15. (1,0,0), (1,1,0) 16. (1,1,0), (1,1,0 
17. (0,1,1), (0, —1, 1) 18. (0, 2,0), (3,0,0) 


19. (2,0, 2), (0,2,0) 20. (1,0, —1), (0, 3,0) 
Planos 

Determine las ecuaciones de los planos en los ejercicios 21 a 26. 
21. El plano que pasa por Ро(0, 2, —1) normal an = 3i — 2j — К 
22. El plano que pasa por (1, —1, 3) y es paralelo al plano 


Bx+y+2=7 


23. El plano que pasa por (2, 4, 5), (1, 5, 7), y (—1, 6, 8) 
24. El plano que pasa por (2, 4, 5), (1, 5, 7), y (—1, 6, 8) 
25. El plano que pasa por Ро(2, 4, 5) y es perpendicular a la recta 


х=5 +1 y=1+3% 2=4 


26. El plano que pasa por A(1, —2, 1) y que es perpendicular al vec- 
tor que va del origen al punto A 


27. Determine el punto de intersección de las rectas х = 2t + 1, 
y =31+2,2=41 + 3, y x=s+2,y=2s+4z= 
—4s — 1, y después encuentre el plano que determinan estas rec- 
tas. 


28. Determine el punto de intersección de las rectas х = t, y = 
=1+22=1t+1, y х= 25 + 2,у = 5 + 3,5 = 55 +6, y 
después encuentre el plano que determinan estas rectas. 


En los ejercicios 29 y 30, encuentre el plano determinado por las rec- 
tas que se intersecan 


29. 11: x=-1+% y=2+%t z=1 Ё 
12: х= 1- 45, у= 1+ 25, т= 2—25; 

30. л: х= у= 3-3, = -2 – Б 
1: х= 1+5, у= 4+5, = 1 + 8; 


00 <і< оо 


00 <s < со 


œ << оо 


0 <5< 00 


31. Encuentre el plano que pasa por Po(2, 1, —1) y que es perpen- 
dicular a la recta de intersección de los planos 2x + y — 
2=3,x+2y+2=2. 


32. Encuentre el plano que pasa por los puntos Р!(1, 2, 3), Р›(3, 2, 1) 
y que es perpendicular al plano 4x — y + 2z = 7. 


Distancias 

En los ejercicios 33 a 38, calcule la distancia del punto a la recta. 
33. (0, 0, 12); x=4, уз-2, z=2t 

34. (0,0,0); х= 5 +3, у= 5 +4, = -3 – 5 
35. (2,1,3); х=2 +26 у= 1+65 2=3 


36. (2, 1, —1); 
37. (3,—1,4)) х= 4-6 у= 3 +21, = 5 + 31 
38. (—1,4, 3); х= 10 + 4, y= -3, 


х= 21, у= 1+ 21, 


1-4 


En los ejercicios 39 a 44, calcule la distancia del punto al plano. 
39. (2,-3,4), х + 2у + 25 = 13 

40. (0, 0, 0), 3x + 2y + 6; = 6 

41. (0, 1,1), 4у + 3z = -12 

42. (2,2,3), 2х +у+ 25 = 4 

43. (0, 1,0), 2х +у +25 = 4 

44. (1,0, = 1), 4х +у+с= 4 


45. Calcule la distancia del plano х + 2y + 6: = 1 al plano 
х + 2y + 6z = 10. 


46. Calcule la distancia de la recta х= 2 + у= 1 ++, z= 
—(1/2) — (1/2) al plano x + 2y + 6z = 10. 


Ángulos 

Calcule los ángulos entre los planos de los ejercicios 47 y 48. 
47. х+у= 1, 2х +у- 22 = 2 

48. 5х +у- = 10, х - 2у + 3: = –1 


Use una calculadora para determinar los ángulos agudos entre los pla- 


nos de los ejercicios 49 a 52, con una precisión de una centésima de 
radián. 


49. 2х + 2y + 2z = 3, 
50. х+у+=1, == 0 (el plano ху) 
51. 2х + 2р - 2= 3, х+2у +5 = 2 
52. 4y + 3z = –12, Зх + 2у + 6: = 6 


22-2у-1-3 


Intersección de rectas y planos 


En los ejercicios 53 a 56, encuentre el punto en donde el plano corta a 
la recta. 


53. х= 1-6, у= 3 ї1-145 2x-y+32=6 

54. х= 2, у= 3 +21, z= 2 – 25 бх + 3y – 4z = -12 
55. х= 1+20 у= 1+5, 2= 35 x+y+2=2 

56. х= -1 +3, у= -2, 2х — 32 = 7 


z = 56 


Determine parametrizaciones para las rectas en donde se cortan los 
planos de los ejercicios 57 a 60. 

57.х+у+=1, x+y=2 

58. 3x— бу -22=3, 2х +у- 25 = 2 

59. x= 2у + 4: = 2, х+у- 25 = 5 


60. 5х — 2у = 11, 4у – 5: = –17 


Considere dos rectas en el espacio, уа sean paralelas, oblicuas, o que 
se corten (imagine, por ejemplo, las trayectorias de vuelo de dos avio- 
nes). En los ejercicios 61 y 62 se dan tres rectas. En cada ejercicio, de- 
termine si las rectas, tomadas por pares, son paralelas, se cortan o son 
oblicuas. Si se cortan, determine el punto de intersección. 


61. 


62. 


13:х-542, у=1 r, 2=8+3r; 


Teoría y ejemplos 


63. 


64. 


65. 


66. 


67. 


68. 


69. 


70. 


71. 


Use las ecuaciones (3) para generar una parametrización de la 
recta que pasa por Р(2,-4,7) y que es paralela а у = 
2i — j + 3k. Luego genere otra parametrización de la recta 
usando el punto P2(—2, —2, 1) y el vector уз = —1 + (1/2)j 
— (3/2)k. 

Use la fórmula cartesiana para generar una ecuación del plano 
que pasa por Р!(4, 1,5) y es normal an; = і — 2j + К. Luego 
genere otra ecuación para el mismo plano usando el punto 
Р›(3, —2, 0) y el vector normal n) = —2 2i + 22 2j — 2 2k. 


Encuentre los puntos donde la recta х = 1 + 21, y = —1 — t, 
z = 3t corta a los planos coordenados. Describa el razonamiento 
de su respuesta. 


Determine las ecuaciones de la recta en el plano z = 3 que forma 
un ángulo de p/6 radianes con i y un ángulo de p/3 radianes con 
j. Describa el razonamiento de su respuesta. 


¿Es cierto que la recta x = 1 — 2t, y = 2 + 5t,z = 
lela al plano 2x + y — z = 8? Justifique su respuesta. 


3t es para- 


¿Cómo podría decidir si dos planos Аүх + Biy + Ciz = Dı y 
Ах + Ву + Cz = Р» son paralelos? ¿Perpendiculares? Justi- 
fique su respuesta. 

Encuentre dos planos distintos cuya intersección sea la recta 


x=1+ty=2-—t,z=3 + 21. Escriba las ecuaciones para 
cada plano en la forma Ax + By + Cz = D. 


Encuentre un plano que pase por el origen y que corte al plano 
M:2x + 3y + z = 12 en ángulo recto. ¿Cómo sabe que su pla- 
no es perpendicular a M? 

Para cualesquiera números no nulos a, b, y c, la gráfica de 
(x/a) + (y/b) + (z/c) = 1 es un plano. ¿Cuáles planos tienen 
una ecuación de esta forma? 
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72. Suponga que Lı y L2 son rectas no paralelas disjuntas (que no se 


cortan). ¿Es posible que un vector no nulo sea perpendicular a 
ambas rectas? Justifique su respuesta. 


Gráficos por computadora 
73. Gráficos por computadora en perspectiva En los gráficos 


por computadora y el dibujo en perspectiva necesitamos represen- 

tar objetos vistos por el ojo en el espacio como imágenes en un 

plano bidimensional. Supongamos que el ojo está en Е(хо, 0, 0) 

como muestra la siguiente figura, y que queremos representar un 

punto Р(х], уг, 21) como un punto en el plano yz. Podemos hacer 
esto proyectando Р! sobre el plano con un rayo desde Е. El punto 

P, se representa mediante el punto Р(0, у, z). El problema para 

nosotros como diseñadores gráficos consiste en determinar y y z, 

dados E y P}. 

a. Escriba una ecuación vectorial que sea válida entre EP y EP i 
Use esta ecuación para expresar y y z en términos de хо, Ху, Уг, 
у. 

b. Compruebe las fórmulas para y у 7 obtenidas en la parte (a), 
investigando su comportamiento en ху = Оу ху = хоу obser- 
ve también qué ocurre cuando хо — ОО. ¿Qué sucede? 


2 
А 


P(O, y, 2) 


PX, у, 21) 


> y 


х 


74. Rectas ocultas Не aquí otro problema típico de los gráficos por 


computadora. Su ojo está en (4, 0, 0). Usted observa una placa 
triangular cuyos vértices están en (1, 0, 1), (1, 1, 0), y (22, 2, 2). 
El segmento de recta que va de (1, 0, 0) a (0, 2, 2) pasa por la pla- 
ca. ¿Qué parte del segmento de recta oculta la placa de su vista? 
(Éste es un ejercicio de localización de intersecciones de rectas y 
planos.) 


Hasta ahora hemos estudiado dos tipos especiales de superficies: esferas y planos. En esta 
sección ampliamos nuestro inventario para incluir una variedad de cilindros y superficies 
cuádricas. Estas últimas son superficies definidas por ecuaciones de segundo grado en x, y 
y z. Las esferas son superficies cuádricas, pero hay otras de igual interés. 


Cilindros 


Un cilindro es una superficie generada al mover una línea recta paralela a una recta fija 
dada a lo largo de una curva plana dada. La curva se conoce como curva generatriz del 
cilindro (figura 12.43). En geometría sólida, donde cilindro significa cilindro circular, 
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”--0,(Хухф 2) 


E ~ Poo, Хо, 0) 
Dea 
o 


x 


FIGURA 12.45 Todo punto del cilindro 
de la figura 12.44 tiene coordenadas de la 
forma (хо, хо, zZ). Le llamamos “el cilin- 


” 


dro y = x°. 


las curvas generatrices son circunferencias, pero ahora permitiremos que las curvas ge- 
neratrices sean arbitrarias. El cilindro de nuestro primer ejemplo es generado por una 
parábola. 

Al graficar manualmente un cilindro u otra superficie, o al analizar una superficie ge- 
nerada por computadora, es útil analizar las curvas que se forman al cortar la superficie 
con planos paralelos a los planos coordenados. Estas curvas se conocen como secciones 
transversales o trazas. 


EJEMPLO 1 El cilindro parabólico у= ж 


Determinar una ecuación para el cilindro formado por las rectas paralelas al eje z que pa- 
san por la parábola у = x°, z = 0 (figura 12.44). 


2 Curva generatriz 
(en el plano yz) 


ы 
х 
y 
y Curva generatriz 
У= х,2= 0 
Rectas que pasan 
por la curva generatriz, 
paralelas al eje Х 
FIGURA 12,43 Un cilindro y una curva FIGURA 12,44 ЕІ cilindro formado por 
generatriz. las rectas que pasan por la parábola y = x? 


en el plano xy y que son paralelas al eje z 
(ejemplo 1). 


Solución Suponga que el punto Ро(хо, хө”, 0) está sobre la parábola у = х2 en el plano 
xy. Entonces, para cualquier valor de z, el punto О(хо, Хо» <) estará sobre el cilindro, pues 
está en la recta х = xo, y = хо que pasa por Ро paralela al eje z. Recíprocamente, cual- 
quier punto О(хо, хо, z) cuya coordenada y sea el cuadrado de su coordenada х está sobre 
el cilindro, pues se encuentra sobre la recta х = хо, y = хо que pasa por Ро paralela al eje 
z (figura 12,45). 

Así, independientemente del valor de z, los puntos sobre la superficie son aquellos cu- 
уаз coordenadas satisfacen la ecuación y = х2. Esto hace de y = x? una ecuación para el 
cilindro. Por esto llamamos a esta superficie “el cilindroy = х2.” ш 

Como sugiere el ejemplo 1, cualquier curva f(x, у) = с en el plano ху define un ci- 
lindro paralelo al eje z cuya ecuación también es f(x, y) = с. La ecuación x? + y? = 1 
define al cilindro circular formado por las rectas paralelas al eje z que pasan por la circun- 
ferencia x? + y? = 1 en el plano xy. La ecuación x? + 4y? = 9 define al cilindro elípti- 
co formado por las rectas paralelas al eje z que pasan por la elipse x? + 4y? = 9 en el 
plano xy. 

De manera similar, cualquier curva g(x,z) = с en el plano xz define un cilindro 
paralelo al eje y cuya ecuación espacial es también g(x, 2) = с (figura 12.46). Cualquier 
curva h(y, z) = с define un cilindro paralelo al eje х cuya ecuación espacial es también 


Traza elíptica 
(sección transversal) 2 Elipse generatriz: 


FIGURA 12,46 El cilindro elíptico 
xX? + 42 = 4 está formado por rectas pa- 
ralelas al eje y que pasan por la elipse 


х + 402 =4enel plano xz. Las secciones 


transversales o “trazas” del cilindro en los 
planos perpendiculares al eje y son elipses 
congruentes con la elipse generatriz. El 
cilindro se extiende a lo largo de todo el 


eje y. 
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h(y, 2) = с (figura 12.47). Sin embargo, el eje de un cilindro no tiene que ser paralelo a 
un eje coordenado. 


z  Hipérbola generatriz: 


Secciones transversales 
perpendiculares al eje X 


FIGURA 12.47 ЕІ cilindro hiperbólico y? — z? = 1 está formado por rectas paralelas al eje 
x que pasan por la hipérbola y? — z? = 1 en el plano yz. Las secciones transversales del cilin- 
dro en los planos perpendiculares al eje x son hipérbolas congruentes con la hipérbola genera- 
triz. 


Superficies cuádricas 


El siguiente tipo de superficies que estudiaremos es el de las superficies cuádricas. Estas 
superficies son el análogo tridimensional de las elipses, parábolas e hipérbolas. 

Una superficie cuádrica es la gráfica en el espacio de una ecuación de segundo gra- 
do en x, y y z. La forma más general es 


Ax? + By? + C2 + Dxy + Eyz + Fxz + Gx + Hy + Jz+ K=0, 


donde А, В, C, etcétera, son constantes reales. Sin embargo, esta ecuación se puede simpli- 
ficar mediante traslaciones y rotaciones, como en el caso bidimensional. Sólo estudiare- 
mos las ecuaciones más sencillas. Aunque definidos de otro modo, los cilindros de las fi- 
guras 12.45 a 12.47 también son ejemplos de superficies cuádricas. Las superficies 
cuádricas básicas son los elipsoides, los paraboloides, los conos elípticos y los hiperbo- 
loides. (Consideramos a las esferas como elipsoides especiales). Ahora presentaremos 
ejemplos de cada tipo. 


EJEMPLO 2 Elipsoides 
El elipsoide 


2 
кже! (1) 


(figura 12.48) corta a los ejes coordenados en (+ а, 0, 0), (0, + b, 0), y (0,0, + с) los 
números reales positivos a, b y c se llaman semiejes del elipsoide. Éste se encuentra dentro 
de la caja rectangular definida por las desigualdades |х| = a, |у| = b, y |z| < с. La 
superficie es simétrica con respecto a cada uno de los planos coordenados, ya que en la 
ecuación que la define, cada variable está elevada al cuadrado. 
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2 
Sección transversal elíptica ё 
en el plano Z = 20 
ыу 
л... 
en el plano ху 
y 
х 
La elipse 
2 2 у 2 
х 2, 1 ил La elipse pta?! 
а c 1 plano yz 
en el plano х2 шин: 
FIGURA 12.48 El elipsoide 
2 2 2 
х y 
E+3+£=1 
a b с 
del ejemplo 2 tiene secciones transversales elípticas en cada uno de los tres planos coordena- 


dos. 


Las curvas donde los tres planos coordenados cortan a la superficie son elipses. Por 
ejemplo, 


2 2 
taha] cuando z=0. 
a b 


La sección determinada en la superficie por el plano z = со, |20| < с, es la elipse 
a y 
2 Az y 1 
а(1 — (zo/c)) ФО-(/с)) 


Si cualesquiera dos de los semiejes a, b y c son iguales entre sí, la superficie es un 
elipsoide de revolución. Si los tres son iguales, la superficie es una esfera. п 


EJEMPLO 3  Paraboloides 
El paraboloide elíptico 


9 
Жу 22-22 
г © a 


es simétrico con respecto а los planos x = Оу y = 0 (figura 12.49). La única intersección 
con los ejes es el origen. Excepto por este punto, la superficie está completamente por 
arriba (si c > 0) o completamente debajo (si с > 0) del plano xy, según el signo de c. Las 
secciones transversales que cortan los planos coordenados son 


х = 0: la parabola = = ы y 
у = 0: la parabola = = Sr 
a 


т = 0: el punto (0, 0, 0). 
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La parábola 2 = Р х 
La elipse = + 5 = 1 
en el plano XZ вэ a pP 


en el plano Z= С 


La parábola Z= 


en el plano yz 


х 


FIGURA 12.49 El paraboloide elíptico (х2/а2) + (y?/b?) = z/c del ejemplo 3, para c > 0. 
Las secciones perpendiculares al eje z por arriba del plano xy son elipses. Las secciones trans- 
versales con los planos que contienen al eje z son parábolas. 


Cada plano z = го por arriba del plano xy, corta a la superficie en la elipse 


2 2 
х y 20 
23 + p =» Ш 
EJEMPLO 4 Conos 
El cono elíptico 
2 2 2 
2 E - = (3) 
а 5 c 


c Е : ху 2 
La recta Z= =p A La elipse а? + y =1 R 
en el plano YZ > с en el plano Z= С 
х \ Pa 
O 
SE, 


ELIP 


2-6 
La recta Z = а^ 


еп el plano xy 7-5 


AAN 
ТР? 


Е 


FIGURA 12.50 ЕІ cono elíptico (х2/а2) + (у2/2) = (2/c?) del 
ejemplo 4. Los planos perpendiculares al eje z cortan al cono еп 
elipses por arriba y por debajo del plano xy. Los planos verticales 
que contienen al eje z lo cortan en pares de rectas que se intersecan. 
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cortan los planos coordenados son 


| 
H 


х = 0: las líneas = = 


| 
H 


у = 0: las líneas = = 


<= 0: el punto (0, 0, 0). 


Las secciones que cortan los planos z = ду por arriba y рог abajo del plano ху son elipses 
con centro en el eje z y cuyos vértices están sobre las rectas dadas arriba. 
Sia = b, el cono es un cono circular recto. п 


EJEMPLO 5  Hiperboloides 
El hiperboloide de una hoja 


SS 
N 
N 


es simétrico con respecto a cada uno de los tres planos coordenados (figura 12.51). 


A a 
Parte de la hipérbola 5- Түу-1ёп el plano XZ 
a С 


: 2 z 
2 2 
2= С La elipse Es Ly 


a р 


> ` en el plano Z= C 
Л 
2 
2 


> 


av2 


ELIPSE 


OLA 


La elipse Ху, 
а? 


/ 


HIPÉRB 


20 ў еп el plano Xy 


E b 
ELIPSE 


< 
el 
© 
® 
2 
щщ 
=) 
[an] 


2 
y 2 


pe 


ELIPSE 


FIGURA 12.51 ЕІ hiperboloide (52/а2) + (y/b?) — (22/с2) = 1 del ejemplo 5. Los 
planos perpendiculares al eje z cortan al hiperboloide en elipses. Los planos verticales que 
contienen al eje z lo cortan en hipérbolas. 


Las secciones determinadas por los planos coordenados son 


y г 
х = 0: Та hipérbola y = 2 - 1 
2 2 
y=0: la hipérbola 75 - > = 1 
2 2 


5 РЯ y 
z=0: Іаеһрѕе 5 + 5 = 1. 
E ap? 
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El plano z = со corta а la superficie en una elipse con centro en el eje z y vértices en una 
de las secciones hiperbólicas anteriores. 

La superficie es conexa, lo que significa que es posible viajar de un punto en ella a 
otro, sin dejar la superficie. Por esta razón, se dice que tiene una hoja, en contraste con el 
hiperboloide de dos hojas del siguiente ejemplo. 

Sia = b, el hiperboloide es una superficie de revolución. п 


EJEMPLO 6  Hiperboloides 
El hiperboloide de dos hojas 


2 Xx 
З5-5-- = 1 5 


es simétrico con respecto a los tres planos coordenados (figura 12.52). El plano z = Опо 
corta a la superficie; de hecho, para que un plano horizontal corte a la superficie, debemos 
tener |z| = с. Las secciones hiperbólicas 


2 2 
y 

х = 0: ? p? 1 
2 g 

= 0: 1 
y 2 


tienen sus vértices y focos en el eje z. La superficie queda separada en dos partes, una por 


arriba del plano z = c y la otra por debajo del plano z = —c.Esto justifica su nombre. 
2 2 
Е х y 
2 La elipse 5 + 5 = 1 7 
A ца. b А 
en el plano 2 = cv2 
Ñ a 
N 
SÍ ELIPSE 
—{ 
La hipérbola и Жо 
rx 1 РА. La hipérbola 
с a 009 2 Y ЖЕ 
en el plano XZ o|, Vértice с р 
en el plano у2 
y y 
— (0, 0, —C) 
2 гу Vértice > 
Бэ \ 
SY xj 
YALE 
A \ 


ELIPSE. 


FIGURA 12.52 ЕІ hiperboloide (22/с2) — (х2/а2) — (y/b?) = 1 del ejemplo 6. Los 
planos perpendiculares al eje z por arriba y por debajo de los vértices cortan al hiperboloi- 
de en elipses. Los planos verticales que contienen al eje z lo cortan en hipérbolas. 
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2 Las ecuaciones (4) y (5) tienen un número diferente de términos negativos. El número 
en cada caso es igual al número de hojas del hiperboloide. Si reemplazamos 1 por 0 en el 
lado derecho de cualquiera de estas ecuaciones, obtenemos la ecuación 


2 2 2 
p de 


нэ 

1 
e P e 
de un cono elíptico (ecuación 3). Los hiperboloides son asintóticos a este cono (figura 


12.53), de la misma forma en que las hipérbolas 


1 

| 

| 

| 

| 

| 

| 

МА 2 
04---0- _ 22-93 +1 
7 | My a? p? 

| 

| son asintóticas a las rectas 

| 

| 

| 

| 2 2 
В | £-%=0 

, а Ь 

| 

| en el plano ху. п 
FIGURA 12,53 Ambos hiperboloides son 1 
asintóticos al cono (ejemplo 6). EJ EMPLO 7 Un punto silla 

El paraboloide hiperbólico 
2 2 
ее с>0 (6) 


tiene simetría con respecto a los planos х = 0 у у = 0 (figura 12.54). Las secciones en 
estos planos son 


х = 0: la parábola = = 252. (7) 
у = 0: la parábola = = Sr. (8) 
a 
La parábola Z= г. y? en el plano yz 
2 2 
Parte de la hipérbola 2 = E =1 


en el plano Z= С 


2 
Parte de la hipérbola х =5 =1 
a 


La parábola Z= EN < enel plano Z = —C 
a 


en el plano XZ 


FIGURA 12.54 El paraboloide hiperbólico (y?/b?) — (х2/а2) = г/с, с > 0. Las secciones transversales en los planos perpendi- 
culares al eje z por arriba y por debajo del plano xy son hipérbolas. Las secciones transversales en planos perpendiculares a los otros 
ejes son parábolas. 


12.6 Cilindros y superficies cuádricas 897 


En el plano x = 0, la parábola se abre hacia arriba desde el origen mientras que la parábo- 
la en el plano у = 0 se abre hacia abajo. 
Si cortamos la superficie con un plano z = zo > O, la sección es una hipérbola, 


2 
У х. 
12 а? Сг? 


con su eje focal paralelo al eje y у sus vértices sobre la parábola de la ecuación (7). Si 2 es 
negativo, el eje focal es paralelo al eje x y los vértices están sobre la parábola de la ecua- 
ción (8). 

Cerca del origen, la superficie tiene la forma de una silla de montar o de un paso de 
montaña. A una persona que viaja a lo largo de la superficie en el plano yz, el origen le pa- 
rece un mínimo, pero a una persona que viaja por la superficie en el plano xz, el origen 
parece un máximo. A este tipo de punto se le llama punto silla (o punto de silla) de una 
superficie. | 


USO DE LA TECNOLOGÍA Visualización en el espacio 


Una herramienta de graficación puede ayudar a visualizar las superficies en el espacio. 
Ésta puede obtener las trazas en distintos planos, y muchos sistemas de graficación por 
computadora pueden girar una figura para verla como si fuese un modelo físico al que 
pudiera dar vueltas con la mano. Los algoritmos de rectas ocultas (vea el ejercicio 74 de 
la sección 12.5) se utilizan para simular gráficamente partes de la superficie que no se 
verían desde el punto de visión actual. Un sistema podría requerir que las superficies 
fuesen introducidas en forma paramétrica, como explicaremos en la sección 16.6 (tam- 
bién vea los ejercicios 57 a 60 de la sección 14.1). A veces, usted deberá modificar el 
tamaño de la retícula (grilla) para ver todas las partes de una superficie. 


EJ ERCICIOS 12.6 


Relación de ecuaciones y superficies с. 
En los ejercicios 1 a 12, relacione la ecuación con la superficie defini- 

da por ella. Además, identifique el tipo de cada superficie (paraboloi- 

de, elipsoide, etcétera). Las superficies están etiquetadas de (а)—(1). 


1. 2 + y + 42 = 10 2. 
3. 9у2 + 2 = 16 4 
5. х= у – 12 6. 
7. х2 + 212 = 8 8. 
9. х= 2 - у 10. 
11. Y + 42 = у? 12. 

а £ b 


2 + 4у – 40 = 4 
ув 2 = х 
х= = - 2 

2+0 - у= 1 


z= –402 — y 


9х? + 4y +22 = 36 


2 
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Ye 
N 


- 
N 


ag 
N 


Trazado de superficies 


Trace las superficies de los ejercicios 13 a 76. 


CILINDROS 

13. 2 + у? = 

15. = у – 1 

17. 2 + 42 = 16 

19. 2 - у= 1 
ELIPSOIDES 

21. 92 + у +2 = 9 
23. 402 + 9y? + 42 = 36 
PARABOLOIDES 

25. 2=x + 4y 


27. 2=8-=x*-y 

29. x=4- 4-2 
CONOS 

31, 2 +у = 2 

33. 402 + 922 = 9y? 

HI PERBOLOI DES 

35. 2 +y 2 = 1 


14. 2+ 2 = 

16. x= y 

18. 4% + y? = 36 

20. ус = 1 

22. 402 + 4y + 2 = 16 
24. 9x? + 4y? + 362? = 36 


26. z = 22 + 9у? 
28. z = 18 – х2 -09у 
30. у=1- 2 - 2 


32. y +2 = х? 


34. 9 + 4y? = 3622 


36. у +2-x*=1 


37. (у/4) + (2/9) — (2/4) = 1 
38. (1/4) + (9/4) — (22/9) = 1 
39. 2- 2 - у= 1 40. 


41. Y — y (02/4) = 1 


PARABOLOIDES HI PERBÓLICOS 


43. yy- xL =z 
DIVERSOS 

45. 2+y+2=4 
47.z=1+ y = 22 
49. у= –(02 + :2) 
51. 16x? + 4у2 = 1 
53. 2 +у- 2 = 4 
55. 2 + 12 = у 


57. “+ = 1 

59. 16y + 922 = 422 
61. 92 + 4y + 2 = 36 
63. х2 + y? – 162 = 16 
65. z = —(х^ + y?) 

67. 22 – 4y = 1 

69. 4у2 + 2 – 42 = 4 
71, 2 +y = = 

73. уд = 1 

75. 9x? + 16y? = 422 


Teoría y ejemplos 


42. 


44. 


46. 
48. 
50. 
52. 
54. 
56. 
58. 
60. 
62. 
64. 
66. 
68. 
70. 
72. 
74. 
76. 


II 
. 


07/4 — (4/4) – 2 
(0/4) — у – (2/4) = 1 


2-01-03 
(2/4) + 9-¿2=1 
36x? + 9y? + 42? = 36 
42 = 2 - у= 4 


77. a. Exprese el área A de la sección transversal del elipsoide 


2 
m 
+% 1 


determinada por el plano z = с como función de с. (El área 
de una elipse con semiejes a y bes Pab). 


b. Use rebanadas perpendiculares al eje z para calcular el volu- 
men del elipsoide de la parte (a). 


с. Ahora calcule el volumen del elipsoide 


Со 
= 1. 
С 


Su fórmula, ¿proporciona el volumen de una esfera de radio 


а,вїа = Ь = с? 


78. El barril que muestra la siguiente figura tiene la forma de un 
elipsoide de cuyos extremos se cortan partes iguales mediante 
planos perpendiculares al eje z. Las secciones transversales per- 
pendiculares al eje z son circulares. El barril tiene 2h unidades de 


altura, el radio de la sección media es R y el radio en ambos ех- 
tremos es r. Determine una fórmula para el volumen del barril. 
Luego verifique dos cosas. Primero, suponga que los lados del 
barril se enderezan de modo que éste se convierta en un cilindro 
de radio R y altura 2h. Su fórmula, ¿proporciona el volumen del 
cilindro? En segundo lugar, suponga que r = 0 y h = R de mo- 
do que el barril sea una esfera. Su fórmula, ¿proporciona el volu- 
men de la esfera? 


79. Muestre que el volumen del sólido limitado por el paraboloide 


2 
e y 
218 
а р 


y el plano z = h es igual a la mitad ае la base del sólido multipli- 
cada por su altura. La figura 12.49 muestra el sólido para el caso 
especial de Л = с. 


80. a. Calcule el volumen del sólido acotado por el hiperboloide 
2 2-2 
кле 
а 5 с 


у los planos z =0yz = А, ћ > 0. 
b. Exprese la respuesta de la parte (a) en términos de л у las 


áreas Ay y А, de las regiones determinadas en el hiperboloide 
por los planos z =0yz = hA. 


с. Muestre que el volumen en la parte (a) también está dado por 
la fórmula 


V= (Ao + 44, + Ar), 


donde A, es el área de la región determinada en el hiperboloi- 
de por el plano z = h/2. 
81. Si el paraboloide hiperbólico (y?/b?) — (х2/а2) = z/c se corta 
con el plano y = уу, la curva resultante es una parábola. Encuen- 
tre su vértice y su foco. 
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82. Supongamos que en la ecuación 


Ах! + By + C? + Dxy + Eyz і 
Ех: + Gx+Hy+J2+K=0 


se hace = = 0 para obtener una curva en el plano xy. ¿Cómo se 
verá esa curva? Justifique su respuesta. 


83. Cada vez que hallamos la traza de una superficie cuádrica en un 
plano paralelo a alguno de los planos coordenados, resultó ser una 
sección cónica. ¿Fue una mera coincidencia? ¿Debía ocurrir? Jus- 
tifique su respuesta. 

84. Suponga que corta una superficie cuádrica con un plano que no 
sea paralelo a uno de los planos coordenados. ¿Cómo será la traza 
en el plano? Justifique su respuesta. 


Exploraciones con un graficador 


Trace las superficies de los ejercicios 85 a 88 en los dominios dados. 
De ser posible, gire las superficies para obtener varias perspectivas. 


8.:-у, —-2<х=<2, -05=y=2 
86. z 


1-у, -25х52, -2<у<2 


8.:-35--у, -3=х=3, -3 =у=3 


88. z = 22 + 2у2 sobre 


а З= 3. З= у= 3 


= 
| 
lA 


xal, =2=у=3 
cc =-2 122.) = == ушш 2 
d 28122 з=] ж& ус 1 


EXPLORACIONES CON COMPUTADORA 
Trazo de una superficie 


Use una herramienta de graficación para trazar las superficies de los 
ejercicios 89 a 94. Identifique el tipo de superficie cuádrica mediante 
la gráfica. 

2 


22 у Ш 2 e 2 Е у 
8970 зе 005 te о Т б 
25:29 2 y Хо 
91. 5х = Z = 3y 92. 16 =1- 9 HE 
х2 y 2 2 
93. у-—1=тє+ > 94.у-24-1-0 


Capítulo Preguntas de repaso 


1. ¿Cuándo representan los segmentos de recta dirigidos en el plano 
al mismo vector? 


2. ¿Cómo se suman o se restan geométricamente los vectores? ¿Y 
algebraicamente? 


3. ¿Cómo se encuentra la magnitud y dirección de un vector? 


4. Si un vector se multiplica por un escalar positivo, ¿cuál es la rela- 
ción del resultado con el vector original? ¿Qué ocurre si el escalar 
es cero? Y si es negativo? 
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5. Defina el producto punto (producto escalar) de dos vectores. 
¿Cuáles leyes algebraicas satisface el producto punto? Dé algunos 
ejemplos. ¿Cuándo es cero el producto punto de dos vectores? 


6. ¿Qué interpretación geométrica tiene el producto punto? Dé 
ejemplos. 


7. ¿Cuál es el vector proyección de un vector u sobre un vector v? 
¿Cómo escribiría a и como la suma de un vector paralelo ауу 
otro ortogonal a у? 


8. Defina el producto cruz (producto vectorial) de dos vectores. 
¿Cuáles leyes algebraicas satisface el producto cruz, y cuáles no? 
Dé ejemplos. ¿Cuándo es cero el producto cruz de dos vectores? 


9. ¿Qué interpretación geométrica tiene el producto cruz? Dé ejem- 
plos. 


10. ¿Cuál es la fórmula del determinante para el cálculo del producto 
cruz de dos vectores con respecto al sistema de coordenadas car- 
tesianas i, j, k? Utilícela en un ejemplo. 


11. ¿Cómo se determinarían las ecuaciones para rectas, segmentos de 
recta y planos en el espacio? Dé ejemplos. ¿Es posible expresar 
una recta en el espacio mediante una sola ecuación? ¿Un plano? 


12. ¿Cómo se calcula la distancia de un punto a una recta en el espa- 
cio? ¿Y de un punto a un plano? Dé ejemplos. 

13. ¿Qué es el triple producto escalar o producto caja? ¿Qué signifi- 
cado tiene? ¿Cómo se evalúa? Dé un ejemplo. 

14. ¿Cómo se determina la ecuación de una esfera en el espacio? Dé 
ejemplos. 

15. ¿Cómo se determina la intersección de dos rectas en el espacio? 


¿De una recta y un plano? ¿De dos planos? Dé ejemplos. 


16. ¿Qué es un cilindro? Dé ejemplos de ecuaciones que definan ci- 
lindros en coordenadas cartesianas. 


17. ¿Qué son las superficies cuádricas? Dé ejemplos de distintos ti- 
pos de elipsoides, paraboloides, conos e hiperboloides (ecuacio- 
nes y gráficas). 


Capítulo Ejercicios de práctica 
Cálculo con vectores en dos dimensiones 


En los ejercicios 1 a 4, sean u = (—3, 4) y v = (2, —5). Determine 
(a) la expresión cartesiana del vector y (b) su magnitud. 


1. 3u — 4у 2. u+y 
3. —2u 4. 5у 


En los ejercicios 5 a 8, encuentre la expresión cartesiana del vector. 


5. El vector obtenido al girar (0, 1) un ángulo de 2р/3 radianes 


6. El vector unitario que forma un ángulo de p/6 radianes con el eje 
x positivo 


7. El vector de 2 unidades de longitud en la dirección 4i — j 


8. El vector de 5 unidades de longitud en la dirección opuesta a la 
dirección de (3/5)i + (4/5)j 


Exprese los vectores de los ejercicios 9 a 12 en términos de sus longi- 
tudes y direcciones. 


9. 22i+ 2 2j 10,-1-1 
11. Vector velocidad у = (—2 sen t)i + (2 cos £)j cuando t = p/2. 


12. Vector velocidad v = (e'cos г — e sen t)i + (e' sent + e'cos t)j 
cuando / = In 2. 


Cálculo con vectores en tres dimensiones 


Exprese los vectores de los ejercicios 13 y 14 en términos de sus lon- 
gitudes y direcciones. 


13. 2i — 3j + 6k 14. i + 2j =k 


15. Determine un vector de 2 unidades de longitud en la dirección de 
v= 4i — j + 4k. 


16. Encuentre un vector de 5 unidades de longitud en la dirección 
opuesta a la dirección de v = (3/5)i + (4/5)k. 

En los ejercicios 17 y 18, calcule|v|, |u|, v+u, u +v, v X u, u X y, 

|v X ul, el ángulo entre v y u, la componente escalar de u en la direc- 

ción de v y el vector proyección de u sobre v. 

17. v=i+j 18. v=i+j+2k 


u = 21 + ј – 2k u=-i-k 


En los ejercicios 19 y 20, escriba u como la suma de un vector parale- 

lo a v y otro ortogonal a v. 

19. v=2i+j-k 20. u=i-— 2) 
u=i+j-5k v=i+j+k 

En los ejercicios 21 y 22, trace los ejes coordenados y luego и, у y 

u X у como vectores iniciando en el origen. 

2l.u=i у-14-) 22. u=i-j v=i+j 

23. Si |у| = 2, || = 3, y el ángulo entre v y w es p/3, calcule 
|v = 2w]. 

24. ¿Para cuáles valores de a ocurre que los vectores u = 2i + 4j 

5k уу = —4i — 8j + ak son paralelos? 


En los ejercicios 25 y 26, calcule (a) el área del paralelogramo deter- 
minado por los vectores u y v, y (b) el volumen del paralelepípedo de- 
terminado por los vectores u, v y W. 


25.u=i+j-k, v=2i+j+k, w=-i-2j+3k 
26. u=i+j у=} w=i+j+k 


Rectas, planos y distancias 


27. Suponga que n es normal a un plano y que v es paralelo al mis- 
mo plano. Describa cómo encontraría un vector n que sea per- 
pendicular a v y paralelo al plano. 


28. Determine un vector en el plano, paralelo a la recta ax + by = c. 


En los ejercicios 29 y 30, calcule la distancia del punto a la recta. 
29. (2,2,0); x у= z 141 
30. (0,4, 1); x=2+% у=2+1, 1-1 


31. Parametrice la recta que pasa por el punto (1, 2, 3) y que es para- 
lela al vector у = —3i + 7k. 


32. Parametrice el segmento de recta que une a los puntos Р(1, 2, 0) y 
0(1, 3, —1). 

En los ejercicios 33 y 34, calcule la distancia del punto al plano. 

33. (6,0, —6), х-у = 4 

34. (3,0, 10), 2х + Зу += 2 


35. Determine una ecuación del plano que pasa por el punto (3, —2, 1) 
normal al vector n = 2i + j + К. 


36. Determine una ecuación del plano que pasa por el punto 
(=1, 6, 0) y es perpendicular a la recta x = —1 + t, y = 6 — 2t, 
2 = 31. 


En los ejercicios 37 у 38, encuentre una ecuación para el plano que 
pasa por los puntos P, O, y R. 


37. P(1, =1,2), 0(2,1,3), R(=1,2,=1) 
38. P(1,0,0), Q(0,1,0), R(0,0,1) 


39. Encuentre los puntos donde la recta х = 1 + 2t, y = —1 — t, 
z = 31 corta a los tres planos coordenados. 


40. Determine el punto donde la recta que pasa por el origen y es per- 
pendicular al plano 2х — y — z = 4 corta al plano 3x — 5y + 
25 = 6. 


41. Calcule el ángulo agudo entre el plano х = 7 y el plano х + y + 
22:--3. 


42. Calcule el ángulo agudo entre los planos x + y = Іуу + = = 1. 


43. Determine las ecuaciones paramétricas de la recta dada por la in- 
tersección de los planos х + 2y + z = lyx — у + 2z = –8 


44. Muestre que la recta de intersección de los planos 
x+2y-22=35 y 5x-2y-2z=0 


es paralela a la recta 


x=->-3+2, у= 3, 2= 1 +4. 


45. Los planos 3x + 6z = 1 y 2х + 2у — z = 3 se cortan en una 
recta. 


a. Muestre que los planos son ortogonales. 


b. Determine las ecuaciones de la recta de la intersección de los 
planos. 


46. Determine una ecuación del plano que pasa por el punto (1, 2, 3) 
y que es paralelo au = 2i + 3j + kyv=i-—j+Qk. 


47. 


48. 


49. 


50. 


51. 


52. 


53. 


54. 


55. 


56. 


57. 


58. 


59. 


60. 


61. 


62. 
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El vector у = 21 — 4j + К ¿tiene alguna relación especial con el 
plano 2x + y = 5? Justifique su respuesta. 


La ecuación п. РУР = 0 representa al plano que pasa рог Роу 
que es normal a n. ¿Qué conjunto de puntos en el espacio repre- 
senta a la desigualdad п, Р,Р > 0? 


Calcule la distancia del punto P(1, 4, 0) al plano que pasa por 
А(0, 0, 0), B(2, 0, -1) y С(2, —1, 0). 

Calcule la distancia del punto (2, 2, 3) al plano 2x + 3y + 
5:-0. 

Encuentre un vector paralelo al plano 2x — y — z = 4 y ortogo- 
паіаі + j + К. 


Determine un vector unitario ortogonal а А en el plano de В y С 
siA=2i-j+k,B=i+2+k,yC=iw+j-2k. 


Determine un vector de magnitud 2 paralelo a la recta de intersec- 
ción de los planos х + 2y +z — 1=0yx—y+22+7=0. 


Encuentre el punto en donde la recta que pasa por el origen y que 
es perpendicular al plano 2x — y — z = 4 corta al plano 3x 
= fyt 25 = 6. 


Encuentre el punto en donde la recta que pasa por P(3, 2, 1) y que 
es normal al plano 2x — y + 22 = —2 corta al mismo. 


¿Qué ángulo forma la recta de intersección de los planos 
2x+y-2=0 ух+х + y + 2 = 0 соп е] eje х positivo? 


La recta L 


L: x=3+2, у= 21, z=t 


corta al plano х + Зу — z = —4 en un punto Р. Encuentre las 
coordenadas de P y dé las ecuaciones de la recta en el plano que 
pasa por P y es perpendicular a L. 


Muestre que para cualquier número real k el plano 


x=2y+2+3+k0x-=y-=2z2+1)=0 
contiene a la recta de intersección de los planos 
x=2y+z2+3=0 y 2x-y-z+1=0. 


Determine una ecuación para el plano que pasa por A(—2, 0, —3) 
y В(1,-2,1) que sea paralelo a la recta que pasa por 
C(-2, —13/5, 26/5) y D(16/5, —13/5, 0). 


La recta x = 1 + 2t, y = —2 + 3,2 = —5t ¿tiene alguna rela- 
ción especial con el plano —4x — бу + 10z = 9? Justifique su 
respuesta. 


¿Cuáles de las siguientes ecuaciones describen al plano que pasa 
por los puntos Р(1, 1, —1), О(3, 0, 2), y К(-2, 1,0)? 


а. (21 — 3j + 3к):((х + 2)i + (y = 1)j + zk) = 0 
b. х=3- 6 у=-—11, 2=2- 3 

с. (1+2) + 1(у = 1) = 32 

а. (21 — 3j + 3k) х ((x + 2)i + (y = Dj + ск) = 0 


е. (21 — j + 3k) х (731 + Ҝ):((х + 2)i + (y — 1)j + К) 
= 0 

El paralelogramo que aparece en la siguiente figura tiene vértices 

en A(2, —1, 4), B(1, 0, —1), C(1, 2, 3), Determine 
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А(2, —1,‚ 4) 


C(1,2, 3) 


Las coordenadas de D, 


тов» 


El coseno del ángulo interno еп Р, 


с. El vector proyección de ВА sobre BC A 


a 


El área del paralelogramo, 


e. Una ecuación para el plano del paralelogramo, 


Capítulo 


1. Caza de submarinos Dos barcos maniobran tratando de deter- 
minar el curso de un submarino para preparar un ataque aéreo. 
Como se muestra, el barco A está en (4, 0, 0), mientras que el Баг- 
co B está en (0, 5, 0). Todas las coordenadas están dadas en miles 
de pies. El barco A localiza al submarino en la dirección del vec- 
tor 21 + 3j — (1/3)Kk, y el barco В lo localiza en la dirección del 
vector 18i — 6j — К. Cuatro minutos antes, el submarino se en- 
contraba en (2, —1, —1/3). El ataque estará preparado en 20 mi- 
nutos. Si el submarino se mueve en línea recta con velocidad 
constante, ¿hacia qué posición deben dirigir los barcos el ataque? 


2 


"ач. ча P” Submarino 
МО ESTÁ A ESCALA = y 


f. Las áreas de las proyecciones ortogonales del paralelogramo 
sobre los tres planos coordenados. 


63. Distancia entre rectas Calcule la distancia entre la recta Lı que 
pasa рог los puntos А(1,0,-1) y В(—1, 1,0) y la recta L 
que pasa por los puntos C(3, 1, —1) yD(4, 5, —2). La distancia 
se mide a lo largo de la recta perpendicular a ambas rectas. Pri- 
mero encuentre un vector n perpendicular a ambas rectas. Luego 
proyecte AC sobre n. 


64. (Continuación del ejercicio 63.) Calcule la distancia entre la recta 
que pasa por los puntos A(4, 0, 2) y В(2, 4, 1) y la recta que pasa 
por los puntos С(1, 3, 2) y DC, 2, 4). 


Superficies cuádricas 


Identifique y trace las superficies de los ejercicios 65 a 76. 


65. 2+y+2=4 66. х2 + (у= 1) + 2 = 1 
67. 402 + 4у2 + 2 = 4 68. 36x + 9y? + 42 = 36 
69. z= —( + y?) 70. y =-(2 +2) 

7. 2 + у? = 2 7. 2+ 2 = у? 

73. 2 + у -– 2 = 74. 4у2 + 2 – 42 = 4 
75. у 02 2 = 1 76. 2 = 2 -y = 1 


Ejercicios adicionales y avanzados 


2. Rescate de un helicóptero Dos helicópteros, Н, y H2, vuelan 
juntos. En el instante т = 0, se separan y siguen distintas trayec- 
torias rectas dadas por 

H: хэ6б-440, y=-3+10, ї--342 
Н: х=6 +110, у= -3 +4, 2=-3+t. 


El tiempo t se mide en horas y todas las coordenadas se miden еп 
millas. Debido a fallas mecánicas, Н» detiene su vuelo en (446, 
13, 1) y, en un intervalo de tiempo despreciable, aterriza en 
(446, 13, 0). Dos horas después, H; recibe un aviso del aterrizaje 
forzoso de Н» y se dirige hacia Н» a 150 mi/h. ¿Cuánto tiempo 
tardará Hı en alcanzar a Н»? 


3. Torque El manual del usuario de la podadora Toro, de 21 pul- 
gadas indica que “debe apretarse la bujía hasta 15 pies-libra (20.4 
N - m).” Si usted está instalando la bujía con una llave que tiene 
un brazo de 10.5 pulgadas y coloca su mano a 9 pulgadas del eje 
de la bujía, ¿qué tan fuerte debe jalar? Dé su respuesta en libras. 


Le 


9 pulg 


4. Cuerpo en rotación Та recta que pasa рог el origen y el punto 


A(1, 1, 1) es el eje de rotación de un cuerpo recto que gira con una 
rapidez angular constante de 3/2 rad/s. La rotación se da en el 
sentido de las manecillas del reloj, al mirar al origen desde A. 
Calcule la velocidad v del punto del cuerpo que está en la posi- 
ción B(1, 3, 2). 


. Determinantes y planos 
a. Muestre que 


59) х Y y z 2 
2 


-0 


ХХ узу BTT 


es una ecuación para el plano que pasa por los tres puntos по 
colineales Р (ху, уз, 21), P2(x2, ya, 22), y Рз(хз, уз, 23). 


b. ¿Qué conjunto de puntos en el espacio queda descrito por la 


ecuación 
х y z 1 
“m y za lj 0? 
о уу © 1 
хз уз z 1 


. Determinantes y rectas Muestre que las rectas 


x = а5 + bi, y = as + о, 5 = азу + Ьз,—ОО < s < 00, 


y 


х= сүї + di, y = Cat + da, = c3t + аз, 00 < t < оо, 


se cortan o son paralelas si y sólo si 


а C1 bı = а, 
da Co: ba = 4, = 0. 
аз c3 b3=d;z 


. Paralelogramo Га siguiente figura muestra al paralelogramo 
ABCD y el punto medio Р de la diagonal BD. 


a. Exprese BD en términos de AB yAD. 
b. Exprese AP en términos de AB y AD. 
с. Demuestre que Р es también el punto medio de la diagonal 


AC. 
B С 
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S. En esta figura, D es el punto medio del lado AB del triángulo 


9. 


10. 


11. 


12. 


13. 


14. 


АВС, y E está a un tercio de la distancia entre С y B. Use vectores 
para probar que F es el punto medio del segmento de recta CD. 


С 


А р B 


Use vectores para mostrar que la distancia de Р(х, ут) a la recta 
ах + Бу = с еѕ 


жь [аху + Буу = c| 
2 2+0 


a. Use vectores para mostrar que la distancia de Р(х, у, 21) al 
plano Ax + Ву + Cz = Des 


d= [Ах + Ву, + Са — D| 
2А2-82 020 


b. Encuentre una ecuación de la esfera que es tangente a los pla- 
| 


по8х+у+г=3Зух-+ у + т = 9 silos planos 
2x — у = 0y 3x — z = 0 pasan por el centro de la esfera. 


a. Muestre que la distancia entre los planos paralelos Ах + Ву 
+ Cz = Dı y Ax + By + Cz = Р» es 


[Dı — 2] 
[Аі + Bj + СК|` 


b. Calcule la distancia entre los planos 2х + 3y — z = бу 
2. + 3y=z= 12, 
с. Determine una ecuación para el plano paralelo al plano 
2x — y + 2z = —4 si el punto (3, 2, —1) equidista de ambos 
planos. 
d. Escriba ecuaciones para los dos planos paralelos al plano 


x 2у + z = 3.y que están a 5 unidades de distancia del 
mismo. 


Demuestre que cuatro puntos A, B, C, y D son coplanares (están 
en un mismo plano) si у sólo si Ар · (АВ X BC) = 0. 


La proyección de un vector sobre un plano Sean Р un plano 
en el espacio y v un vector. El vector proyección de v sobre el 
plano P, proypv, puede visualizarse como sigue. Suponga que 
el sol brilla de modo que sus rayos son normales al plano P, en- 
tonces proypv es la “sombra” de у sobre Р. Si Р es el plano 
x+2y+62=6 yv =i + j + k, calcule proypv. 


La siguiente figura muestra los vectores no nulos у, w y Z, con Z 
ortogonal a la recta L; у у w forman ángulos iguales b con L. Su- 
poniendo que |v| = |м |, calcule w en términos de v y 7. 


904 


15. 


16. 


17. 


18. 


19. 


20. 


21. 


22. 
23. 
24. 


25. 
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Triple producto escalar Por lo general, los triples productos 
escalares (u X у) X w y и X (у X w) no son iguales, aunque 
las fórmulas para calcularlos mediante sus componentes sean si- 
milares: 


(и Ху) х w= (u-w)v — (v-w)u. 
u X (у X w) = (u-w)v — (u- v)w. 


Verifique cada fórmula para los siguientes vectores, evaluando 
ambos lados de la igualdad y comparando los resultados. 


u У уу 
а. 21 2) 2К 
b.i-j+k 2i + j — 2k -i + 2j – k 
с. 21 +j 1 -ј+к і + 2k 
d. 1-1-2К -i-k 2i + 4j — 2k 


Productos cruz y punto Muestre que si u, v, w y r son vectores 
cualesquiera, entonces 


a. ux (vxw)+vX(wXu)+wxXx(uxv)=0 
b. u xX v = (u-v X i)i + (u-v X )) + (u-v х k)k 
u-w 
uer уг 


УУ 


с. (u Ху): (ж Хг) = 


Productos cruz y punto Determine si la siguiente fórmula es 
correcta o incorrecta 


u Xx (u х (u X у)): у = —Juj%u-v x w. 


Forme el producto cruz de dos vectores adecuados y deduzca la 
identidad trigonométrica 


sen (A — B) = sen A cos B — cos A sen B. 
Utilice vectores para probar que 
(а? + 2)(с2 + Ф) > (ас + bd? 


para cualesquiera cuatro números а, b, с, у а. (Sugerencia: Sean 


u = аі + рјуу = ci + dj.) 
Suponga que los vectores и у у по son paralelos у que 
u = w + г, donde w es paralelo a v y r es ortogonal a v. Exprese 


w y r en términos de u y у. 


Muestre que |u + v| = |u| + |v] para vectores u y v cuales- 
quiera. 


Muestre quew = |v|u + [и |у biseca el ángulo entre u y v. 
Muestre que |у|и + |u|v es ortogonal а|у|и — |и|у. 

El producto punto es definido positivo Muestre que el pro- 
ducto punto de vectores es definido positivo, es decir, muestre 
que о ·и > 0 para todo vector u, y que иг! = 0 si y sólo si 
и = 0. 

Masas puntuales y gravitación Ер física, la ley de gravitación 
dice que si P y O son masas (puntuales) con masas M y m, respec- 
tivamente, entonces P es atraída hacia O con la fuerza 


Е = ... 
[r| 


26. 


donde r es el vector que va de P a Q y G es la constante de gravi- 
tación universal. Además, si Оц,..., Ор son masas (puntuales) 
con masa тї,...., mg, respectivamente, entonces la fuerza sobre Р 
debida a todos los Q; es 


Ш СМт; 
> y 3 Те 
A | 
donde г; es el vector de Ра Q;. 
y 
Р(0, d) 
О 9, Qı Qo Q О: Qn 
S = E > s ә—> Х 

-nd -2d -d 0 d 24  .. nd 


a. Sea P un punto con masa M, localizado en el punto (0, d), 
а > 0, en el plano coordenado. Рага і = =n, =n + 1,..., 
—1, 0, 1,..., п, sea О; localizado en el punto (id, 0) con una 
masa mi. Calcule la magnitud de la fuerza gravitacional sobre 
Р debida a todos las Q? s. 


b. El límite de la magnitud de la fuerza sobre P, ¿es finito cuan- 
do п => оо ? ¿Por qué sí, o por qué no? 

Sumas relativistas Dicho de manera informal, la teoría de re- 
latividad especial de Einstein establece que con respecto a un 
sistema (marco) de referencia (sistema de coordenadas), ningún 
objeto material puede viajar tan rápido como c, la velocidad de 
la luz. Así, si if Ху Y son dos velocidades tales que |x| < су - 
|Y] < с, entonces la suma relativista ХФ y de ¥ y Y debe tener 
una longitud menor que c. La teoría de la relatividad especial de 
Einstein dice que 


220 1-7 | 4, ХХ(їХ)У) 
Xy = so Z g +1 ГЭХ 5, 
1+= атте 
с с 
donde 
1 
9; = —. 
xx 
1- 
В с? 


Se puede mostrar que si |x| < с у || < с, entonces 


|Х Ө y] < с. Este ejercicio analiza dos casos particulares. 
a. Demuestre que si Ху Y son ortogonales, |x| < с, || < с, 
entonces |ХФУ| < с. 


b. Demuestre que si Х y y son paralelos, |x| < с, | y] < c, en- 
tonces | ХӨ Ў| < с. 


с. Calcule іт. о Х ® Y. 
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Capítulo Proyectos de aplicación tecnológica 


Módulo de Mathematica/ Maple 


Uso de vectores para representar rectas y calcular distancias 
Partes I y П: Aprenda las ventajas de la interpretación de rectas como vectores. 
Parte Ш: Use vectores para calcular la distancia de un punto a una recta. 


Módulo de Mathematica/ Maple 


Poner una escena en tres dimensiones sobre un lienzo bidimensional 
Use el concepto de planos en el espacio para obtener una imagen bidimensional. 


Módulo de Mathematica/ Maple 


Iniciándose en la graficación en tres dimensiones 


Parte І: Use la definición vectorial de las rectas y los planos para generar gráficas y ecuaciones y comparar las distintas formas de las ecuaciones 
de una sola recta. 


Parte П: Grafique funciones definidas en forma implícita. 


FUNCIONES CON VALORES 
VECTORIALES Y MOVIMIENTO 
EN EL ESPACIO 


INTRODUCCIÓN Cuando un cuerpo (u objeto) viaja por el espacio, las ecuaciones 
x = f(t), y = g(t), yz = h(t) que dan las coordenadas del cuerpo como funciones del 
tiempo sirven como ecuaciones paramétricas para el movimiento y trayectoria del cuerpo. 
Con la notación vectorial podemos condensar esto en una ecuación r(t) = f(t)i + g(t)j 
h(t)k, la cual proporciona la posición del cuerpo como una función vectorial del tiempo. 
Para un objeto que se mueve en el plano xy, la función componente A(t) se anula para todo 
tiempo (es decir, es idénticamente nula). 

En este capítulo usamos el cálculo para estudiar las trayectorias, velocidades y acele- 
raciones de los cuerpos en movimiento. Nuestro trabajo responderá a las preguntas comu- 
nes sobre las trayectorias y movimientos de proyectiles, planetas y satélites. En la última 
sección usaremos el cálculo vectorial para deducir las leyes de Kepler sobre el movimien- 
to de los planetas a partir de las leyes de Newton sobre el movimiento y la gravitación. 


ээ 


PFO, 80), AO) 


y 


FIGURA 13.1 El vector posición r = OP 
de una partícula que se mueve en el espa- 
cio es una función del tiempo. 
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Cuando una partícula se mueve a través del espacio durante un intervalo de tiempo /, pen- 
samos en las coordenadas de la partícula como funciones definidas en 7: 


x= f(t), y = g(t), z = h(t), tel. (1) 


Los puntos (x, y, 2) = (f(t), g(t), h(t)), te 1, forman la curva en el espacio que llamare- 
mos la trayectoria de la partícula. Las ecuaciones e intervalo de la ecuación (1) parame- 
trizan la curva. Una curva en el espacio también puede representarse en forma vectorial. 
El vector 


r(t) = ОР = f(0i + g(0j + МОК (2) 


del origen а la posición de la partícula Р(/(7), g(t), h(t)) en el instante г es el vector posi- 
ción de la partícula (figura 13.1). Las funciones f, g y h son las funciones componentes 
del vector de posición. Consideremos la trayectoria de la partícula como la curva descrita 
por r durante el intervalo de tiempo /. La figura 13.2 muestra varias curvas en el espacio 
generadas por un programa de cómputo para graficación. No sería fácil trazar estas curvas 
a mano. 

La ecuación (2) define a г como una función vectorial de la variable real / en el inter- 
valo 1. Más en general, una función vectorial o una función con valores vectoriales sobre 
un conjunto dominio D es una regla que asigna un vector en el espacio a cada elemento en 
D. Por ahora, los dominios serán intervalos de números reales que producirán una curva en 
el espacio. Posteriormente, en el capítulo 16, los dominios serán regiones en el plano. Las 


N 


FIGURA 13.3 Та mitad superior de la 
hélice r(t) = (cos t)i + (sen £)j + tk 
(ejemplo 1). 
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funciones vectoriales representarán entonces superficies en el espacio. Las funciones vec- 
toriales en un dominio del plano o del espacio también dan lugar a “campos vectoriales”, 
que son importantes para estudiar el flujo de un fluido, los campos gravitacionales y los 
fenómenos electromagnéticos. En el capítulo 16 analizaremos los campos vectoriales y 
sus aplicaciones. 


A 
х 
х 
: >у | | | 
у 
r(t) = (sen3r)(cost)i + r(t) = (cos1)i + (senż)j + (sen2r)k  r(r) = (4 + sen20r)(cost)i + 
(ѕеп3г)(ѕелг)ј + tk (4 + sen20)(sent)j + 


(cos20:)k 
(a) (b) (c) 


FIGURA 13.2 Las curvas en el espacio, generadas por computadora, se definen mediante 
los vectores posición r(1). 


Nos referiremos a las funciones con valores reales como funciones escalares, para 
distinguirlas de las funciones vectoriales. Los componentes de r son funciones escalares 
de т. Cuando definimos una función con valores vectoriales mediante sus funciones com- 
ponentes, suponemos que el dominio de la función vectorial es el dominio común de los 
componentes. 


EJEMPLO 1 Graficación de una hélice 


Grafique la función vectorial 


r(t) = (cos /)і + (sen1)j + tk. 


Solución La función vectorial 


r(t) = (cos £)i + (sen 1)j + tk 


está definida para todos los valores reales de т. La curva descrita por r es una hélice (de 
una palabra del griego antiguo para “espiral”) que gira en el cilindro circular x? + y? = 1 
(figura 13.3). La curva está sobre el cilindro, pues los componentes de r en i y j , al ser las 
coordenadas x y y de la punta de r, satisfacen la ecuación del cilindro: 


х + у? = (cost)? + (sent)? = 1. 


La curva sube cuando el componente en К, z = т aumenta. Cada vez que f aumenta en 
2р „ la curva completa una vuelta, en el plano xy, alrededor del cilindro. Las ecuaciones 


x = С0581, y = sent, 2-1 


parametrizan a la hélice, donde se sobrentiende el intervalo —00 < f < оо Se pueden ver 
más hélices en la figura 13.4. a 
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< 


> 


` м 


r(t) = (cos 1)i + (sen j + tk 


y 


ПШ 
[| 


| 
| 


O 
| 
| 
| 


| 


| 
| 


| 
| 


її! 
! 
1) 


м 
y y 


r(t) = (cos t)i + (sen Aj + 0.31k г(ї) = (cos 5/)і + (sen 51)j + tk 


FIGURA 13,4 Hélices trazadas por computadora. 


Límites y continuidad 


La forma en que definimos los límites de funciones con valores vectoriales es similar a 
como definimos los límites de funciones con valores reales. 


DEFINICIÓN Límite de funciones vectoriales 


Sea r(t) = f(ti + g(j + h(t)k una función vectorial у L un vector. Decimos 
que г tiene un límite L cuando / tiende a tp y escribimos 


lím r(1) = L 
Г-?10 
si para todo número є > 0, existe un número correspondiente d > 0 tal que 
para toda t 
0<|lr= | <d > r(A = Ц < e. 


SiL = Li + Lj + Lsk, entonces lím,-,,r(1) = L precisamente cuando 


lím f(t) = Lı, lím g(t) = Lo, y lím A(t) = 1з. 
t—> to 


t> to t—to 
La ecuación 


lím r(1) = лө) + sD) + о) (3) 
1—10 1—10 1—10 tto 
proporciona una manera práctica para calcular límites de funciones vectoriales. 
EJEMPLO2 Cálculo de límites de funciones vectoriales 
Si r(t) = (cos £)i + (sen 1)j + tk, entonces 
lím r(t) = ( lím cos r)i + ( lím sen ) + ( lím Ja 
г-эр/4 г-эр/4 г-эр/4 г-эр/4 


22. 22. р 
= 5 1+5 jt К. a 


Definimos la continuidad para funciones vectoriales de la misma forma en que definimos 
la continuidad para funciones escalares. 
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DEFINICIÓN Continuidad en un punto 


Una función vectorial r(f) es continua en un punto / = fy de su dominio si 
lím; r(t) = r(to). La función es continua si si cumple con ser continua en 
cada punto de su dominio. 


De la ecuación (3), vemos que г(ї) es continua ent = tọ 51, y sólo si, cada función 
componente es continua en tal punto. 


EJEMPLO 3 Continuidad de curvas espaciales 


(a) Todas las curvas espaciales de las figuras 13.2 y 13.4 son continuas, pues sus fun- 
ciones componentes son continuas en cada valor de геп (—00, оо). 


(b) La función 
g(t) = (cos t)i + (sent)j + |1]k 


es discontinua en cada entero, pues ahí la función máximo entero| г | es discontinua. 
ш 


>N 


Derivadas y movimiento 


r(t + Df) — r(t) 


Suponga que r(t) = f(t)i + 6(0)) + h(t)k es el vector posición de una partícula que se 
mueve a lo largo de una curva en el espacio y que f; g y h son funciones diferenciables de 
t. Entonces, la diferencia entre las posiciones de la partícula en el instante ѓ y el instante 
t + Ates 


Ar = r(t + At) — r(t) 


(figura 13.5a). En términos de componentes, 


Ar = r(t + At) — r(t) 


[f(t + Ati + g(t + Ат] + h(t + At)k] 


>N 


r(t + Df) -r(t 
— [fi + (0) + Ak] 


= [f(t + At) — РЈ + [elt + At) — (01) + [Alt + At) — h(0)]k. 


Cuando А; tiende a cero, parecen ocurrir tres cosas en forma simultánea. Primero, О 

tiende a Р a lo largo de la curva. Segundo, la recta secante PO parece tender a una posición 

límite, tangente a la curva en Р. Y tercero, el cociente Ar/At (figura 13.5b) tiende 
>Y а] límite 


lím 
Ar>0 At 


r 9 + э» КӨ, т gt + At) – glo) |. 
ЫН At И At Ј 


FIGURA 13.5 Cuando Aż —> 0, el punt 

| к 22 h(t + At) — h(t) 
Q tiende al punto P a lo largo de la curva + | lím k 
С. En el límite, PO/At se convierte en el Аг-20 At 


vector tangente г” (2). 4 4 
зүг ЕГ 
dt аі аі 


Nuestra experiencia nos conduce entonces а la siguiente definición. 
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FIGURA 13.6 Una curva regular por 
partes, formada por cinco curvas regulares 


unidas por los extremos de manera 
continua. 


DEFINICIÓN Derivada 
La función vectorial r(t) = f(t)i + g(1)j + h(t)k tiene una derivada (es dife- 
renciable) en í si f, g y h tienen derivadas en t. La derivada es la función vectorial 


| dr . Tr +Ar)-r(t) df. dg. dh 
r()= q = im, At Swit uta 


Una función vectorial r es diferenciable si es diferenciable en cada punto de su do- 
minio. La curva descrita por r es regular (o suave) si dr/dt es continua y nunca se anula; 
es decir, si f, g y h tienen primeras derivadas continuas que по se anulan en forma si- 
multánea. 

El significado geométrico de la definición de derivada aparece en la figura 13.5. Los 
puntos P y О tienen vectores de posición г(ї) y r(t + At), y el vector PQ se representa 
mediante r(£ + At) - r(t). Para At > 0, el múltiplo escalar (1/At)(r(t + At) — r(t)) 
apunta en la misma dirección que el vector РО. Cuando 
Ді = 0, este vector tiende a un vector tangente a la curva en Р (figura 13.5b). Cuando el 
vector r'(t) es distinto de 0, entonces es el vector tangente а la curva en Р. La recta tan- 
gente a la curva en un punto (f(to), 8(10), 7(10)) se define como la recta que pasa por el 
punto y que es paralela a r'(tp). Necesitamos que dr/dt » 0 para una curva regular (o 
suave), con el fin de garantizar que la curva tenga una tangente que varíe continuamente 
en cada punto. Entonces en una curva regular no hay esquinas ni cúspides (vértices en 
forma de punta). 

Una curva formada por un número finito de curvas regulares pegadas en forma con- 
tinua es regular por partes (suave a trozos) (figura 13.6). 

Observe nuevamente la figura 13.5. Trazamos la figura para Аг positivo, de modo 
que Ar apunte hacia delante, en la dirección de movimiento. El vector Ar/At, con la 
misma dirección que Ar, también apunta hacia delante. En caso de que Ar fuera negativo, 
Ar apuntaría hacia atrás, contra la dirección de movimiento. Sin embargo, como el co- 
ciente Ar/At, es un múltiplo escalar negativo de Ar, apuntaría de nuevo hacia delante. Sin 
importar hacia donde apunte Ar, Аг/ Ат, apunta hacia delante y esperamos que el vector 
dr/dt = lima¡>0 Ar/At, al ser distinto de 0, cumpla lo mismo. Esto significa que la de- 
rivada dr/dt es justo lo que necesitamos para modelar la velocidad de una partícula. Ésta 
apunta en la dirección de movimiento y da la razón de cambio de la posición con respecto 
al tiempo. Para una curva regular, la velocidad nunca se anula, es decir, la partícula no se 
detiene ni cambia abruptamente la dirección de su movimiento. 


DEFINICIONES Velocidad, dirección, rapidez, aceleración 


Si r es el vector posición de una partícula que se mueve a lo largo de una curva 
regular en el espacio, entonces 


es el vector velocidad de la partícula, tangente a la curva. En cualquier instante 
t, la dirección de у es la dirección del movimiento, la magnitud de у es la rapi- 
dez de la partícula y la derivada a = dv/dt, cuando existe, es el vector ace- 
leración de la partícula. En resumen, 


1. La velocidad es la derivada de la posición: v= а. 
2. La rapidez es la magnitud de la velocidad: Rapidez = |v]. 
2 
3. La aceleración es la derivada de la velocidad: a= а ав 
dt аг 
4. El vector unitario у/ |у [es la dirección del movimiento en el instante t. 


y 


FIGURA 13.7 Та trayectoria de un 
planeador con vector posición 

r(t) = (3cos t)i + (3 sen 1)j + К 
(ejemplo 4). 
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Podemos expresar la velocidad de una partícula en movimiento como el producto de 

su rapidez y dirección: 
А У ? паби 
Velocidad = (+) = (rapidez) (dirección). 

En el ejemplo 4 de la sección 12.5 vimos esta expresión para la velocidad, la cual es útil, 
por ejemplo, para localizar la posición de un helicóptero que se mueve a lo largo de una 
línea recta en el espacio. Ahora veremos un ejemplo de un objeto que se mueve a lo largo 
de una curva en el espacio que no es recta. 


EJEMPLO 4 Vuelo de un planeador 


Una persona en un planeador vuela en espiral hacia arriba debido a una corriente de aire 

de rápido ascenso en una trayectoria con un vector de posición r(t) = (3 cos £)i 
+ (3 sint)j + Pk.La trayectoria es similar a la de una hélice (aunque no es una hélice, 

como veremos en la sección 13.4) y aparece en la figura 13.7, para 0 = t <= 4р. Deter- 

mine 

(a) Los vectores velocidad y aceleración, 

(b) La rapidez del planeador en cualquier instante t, 


(c) De existir, los instantes en que la aceleración del planeador es ortogonal a su veloci- 
dad. 


Solución 


(а) г = (3cosf)i + (3 sent)j + ГК 


У = а = —(3 sen t)i + (3 cos 1)j + 21k 
= ат = —(3 cos t)i — (3 sen t)j + 2k 
dé 


(b) La rapidez es la magnitud de v: 
|У(0| = 2 (-3sen1? + (3 cos 1)? + (21)? 


= 2 9sen?t + 9cos?1 + 41? 
= 29+ 412. 


El planeador se mueve cada vez más rápido, conforme sube en su trayectoria. 


(c) Para determinar los instantes en que v y a son ortogonales, buscamos valores de para 
los que 


v:a=09sentcost — 9costsent + 41 = 41 = 0. 


Así, el único instante en que el vector aceleración es ortogonal a у es cuando т = 0. En la 
sección 13.5 estudiaremos con más detalle la aceleración para movimientos a lo largo de 
ciertas trayectorias. Ahí descubriremos la forma en que el vector aceleración revela la na- 
turaleza y tendencia de la trayectoria a “doblarse” y alejarse de cierto plano que contiene 
al vector velocidad. п 


Reglas de derivación 

Como las derivadas de las funciones vectoriales pueden calcularse componente por com- 
ponente, las reglas para derivar las funciones vectoriales tienen la misma forma que las re- 
glas para derivar funciones escalares. 
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| aos la regla del producto cruz, recuer- 
de conservar el orden de los factores. Si 
и aparece primero en el lado izquierdo de 
la ecuación, también debe aparecer pri- 


mero a la derecha o los signos serán inco- 
rrectos. 


1. 


Reglas de derivación para funciones vectoriales 
Sean о у у funciones vectoriales diferenciables de /, С un vector constante, с un 
escalar y funa función escalar diferenciable. 


Regla de la función constante: “С = 0 


Reglas de los múltiplos escalares: e [cu(t)] = cu’ (t) 


EOD = FO) + FOC) 


Regla de la suma: AO + v(1)] = u' (1) + v'(t) 
Regla de la resta: d [ц(@) — v(t] = u' (1) — v' (t) 


Regla del producto punto: £ ш() «v(1)] = u (1) - v(t) + ult) :УТ(0) 
Regla del producto cruz: £ u(i) Xx у()] = u' (t) X v(t) + ult) Х v'(t) 


Regla de la cadena: £ 11615331 = Р (Ou (fo) 


Demostraremos las reglas de los productos y de la cadena, pero dejaremos las demás re- 
glas como ejercicio. 


Demostración de la regla del producto punto Suponga que 


u = u(ti + u(t)j + us(r)k 


у = у(1)і + ya(0)j + узок. 


Entonces 


(а-у) = а (шу! + изу» + изуз) 


= иу + иу» + изуз + шут + изу» + изуз. 


, А 


О Уу 527 


Demostración de la regla del producto cruz Esta demostración sigue el modelo de la 
demostración de la regla del producto para funciones escalares. De acuerdo con la defini- 
ción de derivada, 


u(t + h) X v(t + h) — u(t) х v(t) 
h : 


d 210 
цаа: 


Por conveniencia algebraica, a veces es- 
cribiremos el producto de un escalar c 
por un vector v como vc en lugar de cv. 


Esto permite, por ejemplo, escribir la re- 
gla de la cadena en una forma conocida: 


du _ duds 
dt ds dt” 


donde s = f(t). 


>N 


FIGURA 13.8 Si una partícula se mueve 
sobre una esfera de modo que su posición 
r sea una función diferenciable del tiempo, 
entonces г, (dr/dt) = 0. 
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Para cambiar este cociente por otro equivalente que contenga los cocientes de las diferen- 
cias para las derivadas de u y v, sumamos y restamos u(t) X v(t + h) en el numerador. 
Entonces 


d 
di (u x v) 

Ї u(t + h) X v(t + h) — u(t) X v(t + h) + ult) X v(t + h) — u(t) X v(t) 

Е к һ 
u(t + h) — ult v(t + А) = v(t 
= ш О араа О ВВ 
һ—0 Л һ 
u(t + А) — u(t v(t + h)— v(t 
= іт sl 2 x lím v(t + А) + lím u(t) х lím Wr 
һ—0 Л h—>0 һ—0 һ—0 һ 


La última de estas igualdades es válida porque el límite del producto cruz de dos funciones 

vectoriales es el producto cruz de sus límites, si éstos existen (ejercicio 52). Cuando Л 

tiende a cero, v(t + h) tiende a v(t) pues у, al ser diferenciable en /, es continua en / (ejer- 

cicio 53). Los dos cocientes tienden a los valores de dr/dt y dr/dt en t. En resumen, 
du dy 


“(а ху) = 2 ху+ах 


й й` = 


Demostración de la regla de la cadena Suponga que u(s) = a(s)i + b(s)j + c(s)k es 
una función vectorial diferenciable de s y que s = f(t) es una función escalar diferenciable 
de t. Entonces a, b y с son funciones diferenciables de т, y la regla de la cadena para fun- 
ciones diferenciables con valores reales implica 


d da. ав. ас 
101 = ін діт а 


da ds. dds. y ас ds 


aa та! aa 
ds { da. ар. ас 
ИР” (de; + 451+ der) 
_ ds du 
dt ds 
= f'(t)u'(f(t)). к= н 


Funciones vectoriales de mangitud constante 


Cuando seguimos a una partícula que se mueve en una esfera con centro en el origen 
(figura 13.8), el vector posición tiene una longitud constante igual al radio de la esfera. El 
vector velocidad dr/dt siempre es tangente a la trayectoria del movimiento, por lo que es 
tangente a la esfera, y entonces es también perpendicular a r. Esto ocurre siempre con una 
función vectorial diferenciable de magnitud o longitud constante. El vector y su primera 
derivada son ortogonales ya que con la longitud constante, el cambio en la función es sólo 
un cambio de dirección, y estos cambios de dirección ocurren en ángulos rectos. También 
podemos obtener este resultado mediante un cálculo directo: 


r(t) r(t) = с? 


|г(ї)| = с es constante. 
а 
di [r(t) -r(t)] = 0 Se derivan ambos lados. 
r (0) ert) +r()-r (1) = 0 Regla 5 con r(t) = u(t) = v(t) 


2r'(1) r(t) = 0. 
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Los vectores r(t) y r’(t) son ortogonales debido a que su producto punto es cero. En re- 
sumen, 


Si r es una función vectorial diferenciable de £ con longitud constante, entonces 


r:==0. (4) 


Usaremos esta observación varias veces en la sección 13.4. 


EJEMPLO 5 Confirmación de la ecuación (4) 


Demuestre que r(t) = (sen £)i + (cos t)j + 2 3k tiene una longitud constante y que es 
ortogonal a su derivada. 


Solución 


r(t) = (sen t)i + (cos £)j + 2 3k 


| (0| = 2 (sent)? + (cost? + (13 =21+3=2 


dr 3 : 

== t)i — t 

di (cos £)i — (sen 1)j 
Зи. A 


dt 


Integrales de funciones vectoriales 


Una función vectorial diferenciable К(7) es una antiderivada de una función vectorial r(t) 
en un intervalo Г si dR/dt = г en cada punto de /. Si R es una antiderivada de г en /, se 
puede mostrar (trabajando por componentes) que cada antiderivada de r en / tiene la forma 


DEFINICIÓN Integral indefinida 


La integral indefinida de г con respecto a 7 es el conjunto de todas las anti- 
derivadas de r, y se denota por / r(t) dt. Si R es una antiderivada de г, entonces 


fro dt = R(t) + C. 


R + C para algún vector constante C (ejercicio 56). El conjunto de todas las antiderivadas 
de r en / es la integral indefinida de r en 7. 
Las reglas aritméticas usuales de las integrales indefinidas siguen siendo válidas. 


EJEMPLO 6 Cálculo de integrales indefinidas 


Ке t)i + j — 21k) dt = (/ cos rar Ji + (/ а) - (/ за) (5) 


= (sent + Cii + (t + С)) — (1? + C3)k (6) 


= (sen fi +1) -Pk+C C=Qi+Qj- Ск 
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Сото en el caso de la integración de funciones escalares, le recomendamos que omita 108 
pasos de las ecuaciones (5) y (6) y vaya directamente a la forma final. Calcule la anti- 
derivada de cada componente y sume un vector constante al final. п 


Las integrales definidas de las funciones vectoriales se definen mejor en términos de 
componentes. 


DEFINICIÓN Integral definida 


Si los componentes de r(t) = f(t)i + eg(t)j + h(t)k son integrables en [a, b], 
entonces también lo es r, y la integral definida de r de aa bes 


b b b b 
/ r(t) dí = (/ 1403 а) + (/ g(t) a)i + (/ h(t) ак. 
ЕрЕМР1 07 Evaluación de integrales definidas 


р р р р 
| ((cos t)i + j — 21k) dt = (/ cos rdr Ji + | а) - (/ ак 
0 0 0 0 


= [зеп 3) і + Пи - [+2], k 


= [0 — Oli + [р — 0lj — [p? — 07k 
= pj- pk и 


El teorema fundamental del cálculo para funciones vectoriales continuas dice que 


b 
[oa = во] = RO) - ка) 
donde R es cualquier antiderivada de г, de modo que ЁТ(/) = r(t) (ejercicio 57). 


EJEMPLO 8 De nuevo, el vuelo de un planeador 


Suponga que la trayectoria del planeador del ejemplo 4 es desconocida, y que su vector 
aceleración es a(t) = —(3 cos t)i — (3 sen £)j + 2k. Además sabemos que inicialmente 
(en el instante £ = 0), el planeador partió del punto (3, 0, 0), con una velocidad у(0) = 3j. 
Determine la posición del planeador como función de t. 


Solución Nuestro objetivo es determinar к(7) si sabemos que 


La ecuación diferencial es: а= e = —(3 cos t)i — (3 sen 1)j + 2k 
Las condiciones adecuadas son: У(0) = 3j y r(0) = 3i + 0j + ОК. 
Al integrar ambos lados de la ecuación diferencial con respecto a t obtenemos 
v(t) = —(3 sen t)i + (3сов:)) + 2tk + С). 
Usamos v(0) = 3j to find С: 
3) = —(3 sen 0)i + (3 cos 0)ј + (0)k + С, 
3) = 3) + С, 
С, = 0. 
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La velocidad del planeador como función del tiempo es 


а = y(t) = —(3 sen t)i + (3 cos 1)j + 2tk. 


Al integrar ambos lados de esta última ecuación diferencial tenemos 
r(t) = (3cos t)i + (3 sen г)ј + Pk + C. 
Luego usamos la condición inicial r(0) = 3i para determinar C3: 


3i = (3 соѕ 0)i + (3 sen 0)ј + (09k + С, 
31 = 3i + (0)j + (0)k + C2 
C2 = 0. 
La posición del planeador como función de t es 


r(t) = (3cos t)i + (3 sent)j + ГК. 


Ésta es la trayectoria del planeador que vimos en el ejemplo 4 y que aparece en la figura 


13.7. 


Nota: En este ejemplo se dio la casualidad de que los dos vectores constantes de inte- 
gración, Cı y С», eran 0. Los ejercicios 31 y 32 dan resultados distintos para estas con- 


stantes. 


EJ ERCICIOS 13.1 


Movimientos en el plano xy 


En los ejercicios 1-4, r(t) es la posición de una partícula en el plano xy 
en el instante т. Encuentre una ecuación en x y en y cuya gráfica sea la 
trayectoria de la partícula. Luego determine los vectores velocidad y 
aceleración de la partícula en el valor dado de t. 


1. к) = (t+ 1)i + (£? -— 1), 1=1 
2. г) = (2 + 1)i + (2t — 1)j, t= 1/2 


3. r(t) = e'i + се”, т = 123 


4. r(t) = (cos 21)i + (3 sen 21)j, 1-0 


Los ejercicios 5-8 proporcionan los vectores posición de partículas 
que se mueven a lo largo de varias curvas en el plano xy. En cada caso, 
determine los vectores velocidad y aceleración de la partícula en los 
tiempos indicados y trácelos como vectores sobre la curva. 


5. Movimiento en la circunferencia x? + y? = 1 
r(t) = (sen t)i + (cos 0)ј; t= р/4ур/2 


6. Movimiento en la circunferencia x? + y? = 16 


r(t) = (42) | (зас): t = p y3p/2 


7. Movimiento en la cicloide x = t — sent, у = 1 — cost 


r(t) = (t = sen t)i + (1 — cosf)j; t= p y3p/2 


8. Movimiento en la parábola y = x? + 1 


r(t) = ti + (Ê + 1)j; t= —1,0, yl 


Velocidad y aceleración en el espacio 


En los ejercicios 9-14, r(t) es la posición de una partícula en el espa- 
cio en el instante t. Determine los vectores velocidad y aceleración de 
la partícula y luego encuentre la rapidez y la dirección de movimiento 
de la partícula en el valor dado de т. Escriba la velocidad de la par- 
tícula en ese instante como el producto de su rapidez y dirección. 


9. r(t) = (t+ Di + (2-1) + 216, 1=1 


10. гб) = (1 + ñi -) 
22 3 
11. r(t) = (2cos 1)i + (3 sent)j + 4rk, t= p/2 


12. r(t) = (sec t)i + (tan £)j + ik, t= р/6 


13. r(t) = (21n (t + 1))і + 12) +k, 1=1 


14. r(t) = (e Di + (2cos3t)j + (2sen31)k, t=0 


En los ejercicios 15-18, r(t) es la posición de una partícula en el espa- 
cio en el instante t. Calcule el ángulo entre los vectores velocidad y 
aceleración en el instante £ = 0. 


15. r(1) = (3t + Di+ 2 31) + Pk 


16. r(t) = (22 Ji (22. ів) 


17. r(t) = (Iin (£? + 1)ji + (аа1!0) -212-1К 


18. r(t) = 2 (1 Epi y ta (7?) 4 ЯГ 


En los ejercicios 19 y 20, к(1) es el vector posición de una partícula en 
el espacio en el instante т. Determine el instante o los instantes, en el 
intervalo dado, en que los vectores velocidad y aceleración son orto- 
gonales entre sí. 


19. г) = (t 
20. г(ї) = (веп)ї + tj + (соѕ К, 120 


sen Г)і + (1 — cos t)j, 0О<г=<2р 


Integración de funciones con valores vectoriales 


Evalúe las integrales de los ejercicios 21-26. 


1 
21. | [£i + 7) + (t+ 1)k] dt 
0 


: 5 4 
ЕС 61)i + 32 tj + 1» dt 
1 


р/4 
23. / [(sen 1)i + (1 + cos 1)j + (sec? 1)k] dt 
-р/4 


2 


N 


р/3 
24. 1 [(sec гїап ż)i (tan 1)j + (2 sen t cos t)k] аг 
0 


4 
1, 1:: 2 1 

2. [++ ка 
1 2 

æ. | | 219 23 a 
0121—11? 141 


Problemas iniciales para funciones con valores 
vetoriales 


Resuelva los problemas con condiciones iniciales de los ejercicios 27- 
32 para г como una función vectorial de /. 


27. Ecuacion diferencial: Н = -ti — tj — tk 
Condición inicial: г(0) = і + 2j + 3k 

28. Ecuación diferencial: иг = (18004 + (1801 — 1612) 
Condición inicial: r(0) = 100j 

29. Ecuación diferencial: o = 30 Б 1) ет) ч — ТК 
Condición inicial: r(0) = k 

30. Ecuación diferencial: a = (P + 4t)i + tj + 22и 
Condición inicial: r(0)=i+j 
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dr 
— = —32k 
аг 

г(0) = 100К у 
dr 
dt 


31. Ecuación diferencial: 
Condición inicial: 


= 81 + 8j 
1=0 


32. Ecuación diferencial: - = -(i+j+k) 
r(0) = 10i + 10j + 10k y 
dr 
dt 


Condición inicial: 


=0 
t=0 


Rectas tangentes a curvas regulares 


Como mencionamos en el texto, la recta tangente a la curva regular 
r(t) = f(t)i + g(t)j + h(t)k, en t = to es la recta que pasa por el 
punto (F(to), 8010), 7(00)) y que es paralela a У(10), el vector velocidad 
de la curva en ѓо. En los ejercicios 33-36, determine las ecuaciones pa- 
ramétricas de la recta que es tangente a la curva dada en el valor indi- 
cado del parámetro ѓ = lo. 


33. r(1) = (sen t)i + (Ê — cost)j + ek, 0 = 0 


34. r(t) = (2sen1)i + (2cos1)j + 51, tọ = 4р 


35. r(t) = (asen t)i + (acos1)j + btk, tọ = 2р 


36. r(t) = (cos t)i + (sen £)j + (sen21)k, tọ = 


No 


Movimiento en trayectorias circulares 


37. Cada una de las ecuaciones de las partes (а)—(е) describe el movi- 
miento de una partícula con la misma trayectoria, la circunferen- 
cia unitaria X” + у^ = 1. Aunque la trayectoria de cada partícula 
en las partes (а)—(е) es la misma, el comportamiento o la “dinámi- 
ca” de cada partícula es distinto. Para cada partícula, responda lo 
siguiente. 


i. ¿La partícula tiene rapidez constante? En tal caso, ¿cuál es 
esa rapidez? 


ii. ¿El vector aceleración de la partícula es siempre ortogonal а 
su vector velocidad? 


iii. ¿La partícula se mueve en la circunferencia en dirección de 
las manecillas del reloj, o en dirección contraria? 


iv. ¿La partícula parte del punto (1, 0)? 

. r(t) = (cos 1)i + (8600), 1=0 

. r(t) = cos (27)і + sen (21)j, 1=0 

p/2)i + sen (t — p/2)j, 1=0 
. r(t) = (cos 1)i — (8600), 1=0 

. г(ї) = cos (P)i + sen(P)j, (20 


a 
b 
c. r(t) = cos (t 
d 
e 


38. Muestre que la función con valores vectoriales 


г() = (2i + 2j + k) 


i | l, 1 ) j | los t agl ) 
+ cos t -1 =j | + sent 1-3 j 3 К 
22 22 23 23 2:3 


describe el movimiento de una partícula que se mueve en la cir- 


cunferencia de radio 1 con centro en el punto (2, 2, 1) en el plano 
хотоулт227-223 
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Movimiento a lo largo de una líanea recta 


39. 


40. 


En el instante г = 0, una partícula se localiza en el punto (1, 2, 
3). Viaja en línea recta hasta el punto (4, 1, 4), tiene una rapidez 
igual a 2 en (1, 2, 3) y una aceleración constante igual a 
3i — j + k. Encuentre una ecuación para el vector posición r(t) 
de la partícula en el instante t. 


Una partícula que viaja en línea recta se localiza en el punto (1, 
-1, 2) y tiene una rapidez igual a 2 en el instante £ = 0. La partí- 
cula se mueve hacia el punto (3, 0, 3) con una aceleración cons- 
tante 21 + j + К. Encuentre su posición к(7) en el instante t. 


Teoría y ejemplos 


41. 


42. 


43. 


di, 


Movimiento а lo largo de una parábola Una partícula se mue- 
ve a lo largo de la parte superior de la parábola Y? = 2X de iz- 
quierda a derecha con una rapidez constante de 5 unidades por se- 
gundo. Determine la velocidad de la partícula cuando pasa por el 
punto (2, 2). 

Movimiento a lo largo de una cicloide Una partícula se mueve 
en el plano xy, de tal manera que su posición en el instante г es 


r(t) = (t — sen t)i + (1 — cos 1)j. 


a. Grafique (1). La curva resultante es una cicloide. 


b. Determine los valores máximo y mínimo de | v| y | a]. 
(Sugerencia: primero encuentre los valores extremos de |v Р у 
2 : Р 
[а[ у luego considere las raíces cuadradas.) 


Movimiento а lo largo de una elipse Una partícula se mueve 
sobre la elipse (y/3)? + (2/2)? = 1 en el plano yz, de tal manera 
que su posición en el instante г es 


r(t) = (3 cos 1)j + (2 sen Г)К. 


Determine los valores máximo y mínimo de |у| y |а|. (Sugeren- 
cia: primero encuentre los valores extremos de | УГ y |a|? y luego 
considere las raíces cuadradas.) 


Un satélite en órbita circular Un satélite de masa т gira con 
una rapidez constante v alrededor de un cuerpo de masa M (la 
Tierra, por ejemplo) en una órbita circular de radio то (medida 
desde el centro de masa del cuerpo). Determine el periodo orbital 
T del satélite, es decir, el tiempo que tarda en completar una órbi- 
ta completa, como sigue: 


a. Establezca las coordenadas en el plano de la órbita, colocando 
el origen en el centro de masa del cuerpo, con el satélite en el 
eje х еп г = 0 y moviéndose en sentido contrario al de las 
manecillas del reloj, como en la siguiente figura. 


m 
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Sea r(t) el vector posición del satélite en el instante t. Muestre 
que и = yt/ro y por tanto que 


r(t) = (л cos и); | (» ѕеп и), 


b. Determine la aceleración del satélite. 


с. De acuerdo con la ley de gravitación de Newton, la fuerza 
gravitacional ejercida sobre el satélite está dirigida hacia M y 


está dada por 
_(_GmMYAr 
r- (Sa у» 


donde G es la constante de gravitación universal. Use la se- 
gunda ley de Newton, F = ma, y muestre que у? = GM/ro. 


d. Muestre que el periodo orbital T satisface УТ = 2pro. 
e. A partir de (c) y (d) muestre que 


Т? = 4p? , 


= Gm" 


Esto significa que el cuadrado del periodo, de un satélite en 
órbita circular, es proporcional al cubo del radio de la órbita. 


. Sea v una función vectorial diferenciable de t. Muestre que si 


v: (dv/dt) = 0 para toda 1, entonces | v | es constante. 


. Derivada del triple producto escalar 


a. Muestre que si u, v, y w son funciones vectoriales diferencia- 
bles de ї, entonces 


d аа, „dy 
ш уху) = 2 уХучи g + 
dw (7) 
uy xX- 


b. Muestre que la ecuación (7) es equivalente a 


duy du duz 


d UN и? из dt dt dt 
uY Y У = |У У y 
Ур Ид w3 wi 112) W3 
ИІ и? из 
y dy ау» 
“Їй d dt 
1121 w2 W3 
и| и? из 
У! У Уз 
+ : 
dwi бух dws ý 
dt dt dt 


La ecuación (8) dice que la derivada de un determinante de 3 X 3 
de funciones diferenciables es la suma de los tres determinantes 
obtenidos del original, derivando una fila a la vez. El resultado es 
válido para determinantes de cualquier orden. 


47. 


48. 


49. 


50. 


51. 


52. 


53. 


54. 


(Continuación del ejercicio 46.) Suponga que r(t) = f()i + е(0)) 
+h(t)k y que f, g, y h tienen derivadas hasta de orden tres. Use la 
ecuación (7) u (8) para mostrar que 


d dr dry dro dr 
dt (E 4 тт) r 6 á а). 


(Sugerencia: Derive el lado izquierdo у busque vectores cuyo 
producto sea cero.) 


Regla de la función constante Demuestre que si u es la fun- 
ción vectorial con el valor constante С, entonces du/dt = 0. 


Reglas del múltiplo escalar 


a. Demuestre que si u es una función diferenciable de /, y c es 
un número real, entonces 


d(cu) Е La 
dt dt ` 


b. emuestre que si u es una función diferenciable de т y fes una 
función escalar diferenciable de t, entonces 


d _df аа 
ш Чи) аар 

Reglas де la suma y la resta Demuestre que si и у у son fun- 
ciones diferenciables de t, entonces 


d _du dy 


агч Еу) dt dt 


_ ач dy 
dt dt ` 


pr (и — у) 


Prueba por componentes de la continuidad en un punto Mues- 
tre que la función vectorial г dada por r(t) = f(t)i + g(t)j + 
h(t)k es continua en 1 = tọ si, y sólo si, las funciones f, g y h son 
continuas en ѓо. 


Límite del producto cruz de funciones vectoriales Suponga 
que rit) = 71001450) + f3(t)k, 000) = 81001 + g2(t)j + 
g(t)k, lim >,ri(t) = A, y lim;>,r2(t) = B. Use la fórmula 
del determinante para el producto cruz y la regla del límite del 
producto de funciones escalares para mostrar que 


т (г1(2) х ю(0)) = А х В 


Las funciones vectoriales diferenciables son continuas Mues- 
tre que si r(1) = f(t)i + g(t)j + h(0)k es diferenciable en = to, 
entonces también es continua en fo. 


Establezca las siguientes propiedades de las funciones vectoriales 
integrables. 


a. La regla del producto por un escalar: 


b b 
| kr(t) dt = ef г(1) dt (kes un escalar arbitrario) 


55. 


56. 


57. 
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La regla para los negativos, 


b b 
/ (=r(0) dt = -| г(1) аг, 


se obtiene considerando К = —1. 


b. Las reglas para la suma y la resta: 


b b b 
Гео Е тй) = | тш) dt + [ыда 


с. Las reglas del producto por un vector constante: 


b b 
едас. | r(t) dt 


y 


(C es un vector constante 
arbitrario) 


b b 
| Схк() а= Сх | r(t) а: (С ез un vector constante 
а а arbitrario) 


Productos de funciones escalares y vectoriales Suponga que 
la función escalar u(f) y la función vectorial r(1) están definidas 
paraa = т< р. 


a. Muestre que ur es continua en [a, b] si u y r son continuas en 
[a, b]. 


b. Si u y r son diferenciables en [a, b], muestre que ur es dife- 
renciable en [a, b] y que 


a (ur) = y E Er 
а айа dt’ 


Antiderivadas de funciones vectoriales 


a. Use el corolario 2 del teorema del valor medio para funciones 
escalares con el fin de mostrar que si dos funciones vectoria- 
les Кү(7) y (7) tienen derivadas idénticas en un intervalo /, 
entonces las funciones difieren cuando mucho por un valor 
vectorial constante en todo /. 


b. Use el resultado de la parte (a) para mostrar que si К(7) es 
cualquier antiderivada de r(t) en /, entonces cualquier otra an- 
tiderivada de r en / es igual a Ё(7) + С para algún vector 
constante C. 


El teorema fundamental del cálculo El teorema fundamental 
del cálculo para funciones escalares de una variable también es 
válido para funciones vectoriales de una variable real. Use el teo- 
rema para funciones escalares para, en primer lugar, demostrar 
que si una función vectorial г(ї) es continua en el intervalo dado 
рога = t = b, entonces 


1 


Ёл r(t) dt = r(t) 


en cada punto t. Luego use la conclusión de la parte (b) del 
ejercicio 56 para mostrar que 81 R es cualquier antiderivada 
de r en [a, b], entonces 


b 
/ г() de = R(b) — Ría). 
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ANÁLISIS POR COMPUTADORA En los ejercicios 62 y 63 analizará gráficamente el comportamiento 
i de la hélice 
Trazo de tangentes a curvas especiales 


Use un programa de álgebra por computadora (SAC) y desarrolle los 
pasos que se indican en los ejercicios 58-61. 


r(t) = (cosat)i + (sen at)j + btk. 


conforme cambie los valores de las constantes a y b. Use el SAC y 


a. Trace la curva espacial descrita por el vector posición r. : БИН 
realice los pasos de cada ejercicio. 


b. Determine los componentes del vector velocidad 4г/ . 62. Considere que b = 1. y trace la hélice к(7) con la recta tangente a 


с. Evalúe dr/dt en el punto dado їр y determine la ecuación de la la curva en 1 = 3p/2 para а = 1,2,4, у 6 en el intervalo 
recta tangente a la curva en r(íp). 0 = t = 4р. Describa con sus propias palabras qué ocurre con 
la gráfica de la hélice y la posición de la recta tangente, cuando a 


d. Trace la recta tangente junto con la curva en el intervalo dado. Е 
aumenta según los valores anteriores. 


58. r(1) = (sent — гсоѕ Г)і + (cost + 1sent)j + ГК, 7 de 
0=<t=<6p, № = 3p/2 63. Ahora considere que a = ly trace la hélice к(1) con la recta tan- 


=. И _ ente a la curva en = 3p/2 para b = 1/4, 1/2,2, y 4 en el in- 
59. r(t) = 2 2ti + ej + ek, и, о 0 =т= 4р. то sus ыо qué ocu- 
60. r(1) = (sen 21) + (In (1 + 1))j + tk, 0=<1<4p, rre con la gráfica de la hélice y la posición de la recta tangente 
to = р/4 cuando b aumenta de acuerdo a los valores anteriores. 
61. 1(1) = (In (2 + 2))і + (tan! 30)) + 2 12+ 1k, 
—3=1= 5, h= 


Ё 32 Cómo modelar el movimiento de un proyectil 


Cuando dispararamos un proyectil al aire, por lo general queremos saber de antemano a 
qué distancia llegará (¿alcanzará el objetivo?), qué altura alcanzará (¿pasará sobre la coli- 
na?) y en qué momento tocará tierra (¿cuándo veremos resultados?). Podemos obtener es- 
ta información a partir de la dirección y la magnitud de la velocidad inicial del proyectil, 
por medio de la segunda ley de Newton. 


Ecuaciones vectoriales y paramétricas para el movimiento de un 
proyectil ¡deal 


Para deducir las ecuaciones de movimiento del proyectil, supondremos que éste se com- 
porta como una partícula que se mueve en un plano coordenado vertical y que la única 
fuerza que actúa sobre el proyectil durante su vuelo es la fuerza constante de la gravedad, 
la cual siempre apunta hacia abajo. Si deseamos gran exactitud, entonces debemos consi- 
derar los siguientes hechos: el suelo se mueve bajo el proyectil al rotar la Tierra, el aire 
crea una fuerza de fricción que varía con la rapidez y altura del proyectil, y la fuerza de 
gravedad cambia cuando el proyectil se mueve. Hay que tomar en cuenta todo esto y apli- 
car dichas correcciones a las predicciones de las ecuaciones ideales que vamos a deducir. 
Sin embargo, estas correcciones se consideran en esta sección. 

Suponemos que el proyectil se lanza desde el origen en el instante £ = O hacia el pri- 
mer cuadrante con una velocidad inicial уо (figura 13.9). Si vo forma un ángulo a. con la 
horizontal, entonces 


vo = (| vo|cos a)i + (| vo] sen a)j. 
Si usamos la notación Уџ para la rapidez inicial | vo|, entonces 
vo = (yo cos a)i + (yo sen a)j. (1) 
La posición inicial del proyectil es 


ro = 01 + 0j = 0. (2) 


№ sen aj 


r=0 | |wm|cosai 
en el 
tiempo: =0|a=-gj 


(a) 


>< 


(x, y) 


r =xi +») 


R >| 


Alcance horizontal 
(b) 


FIGURA 13.9 Posición, velocidad, acele- 
ración y ángulo de lanzamiento епт = 0. 
(b) Posición, velocidad y aceleración en un 
instante posterior t. 
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La segunda ley de Newton dice que la fuerza resultante que actúa sobre el proyectil es 
igual a la masa m del proyectil por su aceleración, o m(d 2p/ dt?) si т es el vector posición 
del proyectil y г es el tiempo. Si la única fuerza es la gravitacional —mg j, entonces 


Pr mej йй н 
ШЕ = —т8) y de = 78). 


Encontramos r como función de /, al resolver el siguiente problema con condiciones ini- 
ciales 


БЭРТ” : Pr = 4 
Ecuación diferencial: => = 78) 
dt 
Нэг ИКЕ _ dr _ _ 
Condiciones iniciales: Гг = ұу da Vo cuando т = 0 
La primera integración arroja 
dr 


ar = 080) + vo. 
Una segunda integración da 


r= => 80 + Vol + ro. 


Al sustituir los valores de vo y ro de las ecuaciones (1) y (2) tenemos 


24 


г = – 52) + (yocos a)ri + (уовспа)) + 0 


Vot 


Al agrupar términos, obtenemos 


Ecuación vectorial para el movimiento de un proyectil ideal 


г = (уусова)п + (6 sen а); — 140), (3) 


La ecuación (3) es la ecuación vectorial para el movimiento de un proyectil ideal. El 
ángulo a es el ángulo de lanzamiento, también llamado ángulo de disparo, o ángulo de 
elevación, del proyectil, y Yo,que como ya se dijo, es la rapidez inicial del proyectil. Los 
componentes de r dan las ecuaciones paramétricas 


х = (Уосовау у у = (Уоѕеп a): — Sel, (4) 


donde x es la posición horizontal y y es la posición vertical del proyectil en el instante 
1220. 


EJEMPLO 1 Disparo de un proyectil ¡deal 


Un proyectil es disparado desde el origen sobre el suelo con una rapidez inicial de 500 
m/seg y un ángulo de lanzamiento de 60°. ¿Dónde estará el proyectil 10 segundos des- 
pués? 
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Solución Usamos la ecuación Ур = 500, a = 60%, g = 9.8, ут = 10 para obtener los 
componentes del proyectil, 10 segundos después del disparo. 


г = (y,cos a)ri + (6 sen a) — 168) 


= (500) (ao + ( (22) = ( рөвуаөо ) 


= 25001 + 3840). 


Diez segundos después del disparo, el proyectil está aproximadamente a 3840 m de altura 
y a 2500 m de distancia horizontal. п 


Altura, tiempo de vuelo y alcance 


La ecuación (3) nos permite responder muchas preguntas sobre el movimiento de un pro- 
yectil ideal disparado desde el origen. 

El proyectil alcanza su punto más alto cuando el componente vertical de su velocidad 
se anula; es decir, cuando 


_ Yosena 
шиг 


7 = Yosena — gt = 0, о 


Para este valor де 7, el valor de y es 


sen a 1 senayY? (уоѕепа)? 
унь = (usen) (2S ) 1 «(005 = T 


Para determinar cuándo toca tierra el proyectil al ser lanzado desde el suelo, hacemos 
el componente vertical igual a cero en la ecuación (3) y despejamos t. 


(yo sen a)t — 38 -0 


Дуугаа = 18) -0 


2yo sen a 
t= 0, = ~g 
Como г = 0 es el instante en que se dispara el proyectil, entonces 1 = (2Yọ sen a)/g debe 
ser el instante en que el proyectil toca tierra. 

Para determinar el alcance R del proyectil, la distancia del origen al punto de impacto 
sobre el suelo, calculamos el valor del componente horizontal cuando г = (2yo sen a)/g. 


х = (Уосовау 


уг 
(2 sen a cos a) = g sen 2a 


2 
К = (Yo cos a) (223a) = v 


El máximo alcance ocurre cuando sen 2a = loa = 45°. 


10,000 
8000 
6000 
4000 
2000 
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Altura, tiempo de vuelo y alcance para el movimiento de un proyectil ideal 
Para el movimiento de un proyectil ideal, cuando un objeto se lanza desde el ori- 
gen sobre una superficie horizontal con una rapidez inicial Ур y un ángulo de lan- 


zamiento а: 
24 (уо sen a)? 
Altura máxima: Ymáx = g 
7 2yo sen а 
Tiempo de vuelo: E 550 
2 
Alcance: К = Уг ѕеп 2а. 


EJEMPLO 2 Estudio del movimiento de un proyectil ideal 


Determine la altura máxima, el tiempo de vuelo y el alcance de un proyectil lanzado desde 
el origen sobre una superficie horizontal con una rapidez inicial de 500 m/seg y un ángu- 
lo de lanzamiento de 60°(е1 mismo proyectil del ejemplo 1). 


Solución 


(yo sen a)? 

28 
_ (500 sen 60°)? 
2209.8) 
2yo sen а 
A 


2(500) sen 60° 
амын яс 88.4 seg 


Altura máxima: Ymáx = 


9566 m 


R 


Tiempo de vuelo: t = 


д 


0 
2 sen 2a 


(500)? sen 120° 
Е 9.8 


Alcance: R = 


= 22,092 т 


De la ecuación (3), el vector posición del proyectil es 


г = (yocos a)ri + (0 sen а); — 168) 


0 
-2000 


FIGURA 13.10 Та gráfica del proyectil 
descrito en el ejemplo 2. 


1 | П 1 Sy 
5000 10,000 15,000 20,000 


= (500 cos 60°) + (so sen 60%): — Lose) 


= 2504 + ((2502 3)1 — 4.92). 
En la figura 13.10 aparece una gráfica del proyectil. m 


Las trayectorias ideales son parabólicas 


Con frecuencia se afirma que el agua que sale de una manguera traza una parábola en el 
aire, pero cualquiera que observe más de cerca, verá que esto no es así. El aire frena al 
agua y su avance es demasiado lento como para mantener el paso con la razón con que cae. 
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0 


FIGURA 13,11 Та trayectoria de un pro- 
yectil lanzado desde (хо, yo) con una velo- 
cidad vo y un ángulo de a grados con la 
horizontal. 


Lo que realmente se afirma es que los proyectiles ideales se mueven a lo largo de pa- 
rábolas, lo que podemos ver en las ecuaciones (4). Si sustituimos г = x/(yy cos a) de la 
primera ecuación en la segunda, obtenemos la ecuación en coordenadas cartesianas 


у= da Б + (tan а)х. 


2y cos? a 


Esta ecuación tiene la forma y = ax? + bx, de modo que su gráfica es una parábola. 


Lanzamiento desde (Ху, Yo) 


Si lanzamos nuestro proyectil ideal desde el punto (хо, yo) en lugar del origen (figura 
13.11), el vector posición para la trayectoria de movimiento es 


г = (хо + (yocos алд + (so + (yo sen a)t — ТЭ! (5) 
como se le pedirá еп el ejercicio 19. 


EJEMPLO 3 Lanzamiento de una flecha en llamas 


Para la apertura de los Juegos Olímpicos de 1992 en Barcelona, el arquero medallista de 
bronce Antonio Rebollo encendió el fuego olímpico con una flecha en llamas (figura 
13.12). Suponga que Rebollo lanzó la flecha a una altura de 6 pies sobre el suelo, a 90 pies 
del pebetero y a 70 pies de altura, y también que él quería que la flecha alcanzara su altura 
máxima exactamente 4 pies sobre el centro del pebetero (figura 13.12). 


E а 


FIGURA 13.12 El arquero español Antonio Rebollo enciende el fuego olím- 
pico en Barcelona con una flecha en llamas. 


(a) Exprese ymáx en términos de la rapidez inicial Уо y el ángulo de lanzamiento а. 


(b) Use ymáx = 74 pies (figura 13.13) y el resultado de la parte (a) para calcular el valor 
de Уо sen a. 


(c) Determine el valor de Уо cos a. 


(d) Calcule el ángulo de lanzamiento inicial de la flecha. 


МО ESTÁ A ESCALA 


FIGURA 13,13 Trayectoria ideal de la 
flecha que encendió el fuego olímpico 
(ejemplo 3). 
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Solución 


(a) Usamos un sistema de coordenadas en que el semieje positivo x está a lo largo del 
suelo, hacia la izquierda (acorde con la segunda fotografía de la figura 13.12), y 
las coordenadas de la flecha en llamas en £ = 0 son хо = Оу уо = 6 (figura 13.13). 
Tenemos 


у = уо + (Уо sen а): - 280 Ecuación (5), componente ј 


= 6 + (Уоѕеп a) — Set. уо = 6 


Calculamos el instante en que la flecha alcanza su punto más alto con dy/dt = 0 y 
despejando т, y obtenemos 


Уо sen a 
8 


Para este valor de /, el valor de y es 
2 
E Yo sen a 1 Уо sen a 
унь = 6 + (yosena)( g ) Lal g ) 


2 
- (Уо sen a) | 
28 


= 6 


(b) Usamos Ymáx = 74 y g = 32 pies/s?, y de la ecuación anterior en la parte (a) vemos 
que 


(yo sen а)? 
2(32) 


74 -06- 
o bien 


yosena = 2 (68)(64). 


(с) Cuando la flecha alcanza ymáx, la distancia horizontal recorrida al centro del pebetero 
es х = 90 pies. Sustituimos el tiempo necesario para alcanzar y máx de la parte (а) y la 
distancia horizontal x = 90 pies en el componente i de la ecuación (5) para obtener 


х= хо + (Уо СОБ а); Ecuación (5), componente 1 
90 = 0 + (yocos a): х = 90, хо = 0 
= (yo cos a (2a) t = (yosena)/g 


Al despejar Yo cos a de esta ecuación, y al usar g = 32 y el resultado de la parte (b), 
tenemos 


а 90g 00 (90)(32) 
Yosena УИ 


(а) Las partes (b) у (с) implican que 


yosena _ (2(68(69) _ в 
tana = Yocosa ~ (90)(32) = 45 
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o bien 


а = tan! (8) 3 56.5%. 


Éste es el ángulo de disparo de Rebollo. п 


Movimiento de un proyectil con ráfagas de viento 


El siguiente ejemplo muestra cómo tomar en cuenta otra fuerza que actúa sobre un proyec- 
til. También suponemos que la trayectoria de la pelota de béisbol del ejemplo 4 está en un 
plano vertical. 


EJEMPLO 4 Bateo de una pelota de béisbol 


Una pelota de béisbol es bateada cuando está a 3 pies sobre el suelo. Abandona el bate con 
una rapidez inicial de 152 pies/s, formando un ángulo de 20° con la horizontal. En el ins- 
tante en que la pelota es bateada, una ráfaga instantánea de viento sopla en la dirección ho- 
rizontal, directamente opuesta a la dirección que toma la pelota hacia el jardín, agregando 
un componente de —8.81 (pies/s) a la velocidad inicial de la pelota (8.8 pies/s = 6 mi/h). 


(a) Determine una ecuación vectorial (vector posición) para la trayectoria de la pelota. 
(b) ¿Qué altura alcanzará la pelota, y en qué momento alcanzará esa altura máxima? 


(c) Suponiendo que nadie atrapa la pelota, encuentre su alcance y tiempo de vuelo. 


Solución 


(a) Usamos la ecuación (1) y tomamos en cuenta la ráfaga de viento, de modo que la ve- 
locidad inicial de la pelota es 


vo = (Уосов ал + (yy sen a)j — 8.81 
= (152 cos 20%)i + (152 sen 20°)j — (8.8)i 
= (152 cos 20° — 8.8)i + (152 sen 20°)ј. 


La posición inicial es го = 01 + 3j. La integración de 220/42 = —gj da 


Una segunda integración da 
_ ol n 
r 277803 + Vol + Ко, 


Al sustituir los valores de ур y го en la última ecuación obtenemos el vector posición 
de la pelota. 


r= => grj + vot + ro 


= —16%j + (152 cos 20° — 8.8)ti + (152 sen 20%)j + 3j 


= (152соз 20° — 8.8)гі + (3 + (152 sen 20°), — 16/2). 
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(b) La pelota alcanza su punto más alto cuando el componente vertical de la velocidad se 


(c) 


anula; es decir, 


dy _ 


"ГЭ 152 sen 20° — 32; = 0. 


Al despejar t obtenemos 


152 sen 20° 
32 


= 1.62 sec. 
Al sustituir este tiempo en el componente vertical para r obtenemos la altura máxima 
Ymáx = 3 + (152 sen 20°)(1.62) — 16(1.62)? 
= 45.2 pies. 


Es decir, la altura máxima de la pelota de béisbol es aproximadamente 45.2 pies, la 
cual se alcanza aproximadamente 1.6 segundos después de dejar el bat. 


Para ver cuándo toca tierra la pelota, hacemos que el componente vertical de r sea 
igual a O y despejamos t: 


3 + (152 sen 20°); — 162 = 0 
3 + (51.99); — 161? = 0. 


Los valores solución son aproximadamente t = 3.3 y т = —0.06 segundos Al susti- 
tuir el valor positivo en el componente horizontal de r, obtenemos el alcance 


R = (152 cos 20° — 8.8)(3.3) 
~ 442 pies. 


Así, el alcance horizontal es de aproximadamente 442 pies y el tiempo de vuelo es de 
aproximadamente 3.3 segundos. п 


En los ejercicios 29 а 31 consideraremos el movimiento del proyectil еп la presencia 


de una resistencia del aire que frena el vuelo. 


EJ ERCICIOS 13.2 


Los proyectiles de los siguientes ejercicios deben considerarse ideales, 
a menos que se indique lo contrario. Todos los ángulos de lanzamiento 
se miden desde la horizontal. También se supone que todos los proyec- 
tiles se lanzan desde el origen sobre una superficie horizontal, a me- 
nos que se indique lo contrario. 


1. Tiempo de recorrido Un proyectil se dispara con una rapidez 
de 840 m/s con un ángulo de 60°. ¿Cuánto tiempo tardará en re- 
correr horizontalmente 21 km? 


2. Cálculo de la rapidez de boca Calcule la rapidez de boca (má- 
xima rapidez inicial) de una pistola cuyo alcance máximo es de 
24.5 km. 


3. Tiempo de vuelo y altura Un proyectil se dispara con una rapi- 
dez inicial de 500 m/s con un ángulo de elevación de 45. 


a. ¿Cuándo y cuán lejos tocará tierra el proyectil? 


b. ¿A qué altura estará el proyectil cuando se encuentre a 5 km 
de distancia horizontal? 


с. ¿Cuál es la máxima altura alcanzada por el proyectil? 


. Lanzamiento de una pelota Una pelota de béisbol se lanza 


desde un puesto a 32 pies sobre el suelo, con un ángulo de 30° ha- 
cia arriba, desde la horizontal. ¿Cuándo y cuán lejos tocará la pe- 
lota el suelo si su rapidez inicial es de 32 piest/s? 


. Lanzamiento de bala Un atleta lanza una bala de 16 lb con un 


ángulo de 45° con respecto a la horizontal, desde 6.5 pies sobre el 
suelo con una rapidez inicial de 44 pies/s, como sugiere la si- 
guiente figura. ¿Cuánto tiempo después del lanzamiento y cuán 
lejos de la orilla interior del área de lanzamiento tocará la bala el 
suelo? 
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10. 


11. 


12. 


6.5 pies 


2 на, |. 
Л 25 Е ЧУ В-0---» х 
2 A de lanzamiento 


. (Continuación del ejercicio 5.) Debido a su elevación inicial, la 


bala del ejercicio 5 podría haber llegado un poco más lejos, si se 
hubiera lanzado con un ángulo de 40°. ¿Qué tan lejos? Dé la res- 
puesta en pulgadas. 


. Lanzamiento de pelotas de golf Una pistola de resorte lanza 


una pelota de golf a nivel del suelo con un ángulo de 45”. La pelo- 
ta toca tierra a 10 m de distancia. 


a. ¿Cuál fue la rapidez inicial de la pelota? 


b. Para la misma rapidez inicial, determine los dos ángulos de 
lanzamiento tales que el alcance sea de 6 m. 


. Rayos de electrones Un electrón en un cinescopio es lanzado 


horizontalmente con una rapidez de 5 X 10% m/s hacia la parte 
delantera a 40 cm de distancia. ¿Qué distancia habrá caído el 
electrón antes de chocar? 


. Cálculo de la rapidez de una pelota de golf Pruebas de labo- 


ratorio diseñadas para calcular la distancia recorrida por pelotas 
de golf con distintos grados de dureza, mostraron que una pelota 
con compresión 100, golpeada por un palo con una rapidez de 
100 mi/h y un ángulo de lanzamiento de 9° recorrió 248.8 yd. 
¿Cuál fue la rapidez de lanzamiento de la pelota? (Es mayor que 
100 mi/h y al mismo tiempo en que el palo se movía hacia delan- 
te, la pelota comprimida se alejaba del palo, lo que aumentaba la 
rapidez de la pelota.) 


Una bala humana será lanzada con una rapidez inicial de 


Yo = 802 10/3 pies/s. El ejecutante (con el calibre adecuado, 
por supuesto) espera aterrizar en un colchón especial localizado a 
200 pies de distancia horizontal, a la misma altura que la boca del 
cañón. El circo funciona en un enorme salón con un techo plano a 
75 pies arriba de la boca. ¿Es posible disparar al ejecutante hacia 
el colchón sin tocar el techo? En tal caso, ¿cuál debe ser el ángulo 
de elevación del cañón? 


Una pelota de golf deja el suelo con un ángulo de 30° y una rapi- 
dez de 90 pies/s. ¿Rebasará la copa de un árbol de 30 pies que es- 
tá en el camino, a 135 pies de distancia horizontal? Explique. 


Green elevado (Опа pelota de golf es golpeada con una rapidez 
inicial de 116 pies/s con un ángulo de elevación de 45° desde el 


13. 


14. 


15. 


16. 


17. 
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tee hasta un green que tiene una altura de 45 pies sobre el tee, co- 
mo muestra el diagrama. Si el pin, a 369 pies de distancia hori- 
zontal, no estorba, ¿dónde caerá la pelota en relación con el pin? 


369 pies 
NO ESTÁ A ESCALA 


El “Monstruo Verde” Опа pelota de béisbol, bateada por un 
jugador de los Medias Rojas de Boston con un ángulo de 20° a 3 
pies sobre el suelo, pasó sobre el extremo izquierdo del “Mons- 
truo Verde”, como se le conoce a la pared del jardín izquierdo en 
el estadio Fenway Park. Esta pared tiene 37 pies de altura y está a 
315 pies del home (vea la siguiente figura). 


a. ¿Cuál fue la rapidez inicial de la pelota? 


b. ¿Cuánto tiempo tardó la pelota en llegar a la pared? 


Ángulos de disparo con igual alcance Demuestre que un pro- 
yectil disparado con un ángulo de a grados, 0 < a < 90, tiene el 
mismo alcance que un proyectil disparado con la misma rapidez 
pero un ángulo de (90 — a) grados. (En los modelos que toman 
en cuenta la resistencia del aire, esta simetría se pierde.) 


Ángulos de disparo con igual alcance ¿Cuáles son los dos án- 
gulos de elevación que permiten a un proyectil alcanzar un objeti- 
vo que está a 16 km de distancia horizontal sobre el mismo nivel 
que la pistola, si la rapidez inicial del proyectil es 400 m/s? 


Alcance y altura versus rapidez 


a. Muestre que al duplicar la rapidez inicial de un proyectil con 
un ángulo de lanzamiento dado, el alcance se multiplica por 4. 


b. ¿Aproximadamente en qué porcentaje debe incrementarse la 
rapidez inicial para duplicar la altura y el alcance? 


Lanzamiento de bala En Moscú (1987), Natalya Lisouskaya 
estableció un récord mundial femenino, lanzando una bala de 8 lb 
y 13 oz a 73 pies 10 pulgadas. Si ella lanzó la bala con un ángulo 
de 40° con la horizontal, desde 6.5 pies sobre el suelo, ¿cuál fue 
la rapidez inicial de la bala? 


18. 


19. 


20. 


21. 


22. 


23. 


24. 


Altura versus tiempo Muestre que un proyectil alcanza tres cuar- 
tos de su altura máxima en la mitad del tiempo que tarda en alcan- 
zar la altura máxima. 


Disparo desde (хо, уо) Deduzca las ecuaciones 


х = хо + (Усов а), 


1 
у = yo + (Уоѕепа)г — > 80, 


(vea la ecuación (5) en el texto) resolviendo el siguiente problema 
con condiciones iniciales para un vector r en el plano. 

2 | Pr : 

Ecuación diferencial: 28 = —@] 


Condiciones iniciales: r(0) = xoi + yoj 


а (0) = (yocos a)i + (yo sen a)j 


Flecha en llamas Use el ángulo de disparo hallado en el ejem- 
plo 3 para calcular la rapidez con que la flecha en llamas salió del 
arco de Rebollo. Vea la figura 13.13. 


Flecha en llamas El pebetero del ejemplo 3 tiene 12 pies de 
diámetro. Use la ecuación (5) y el ejemplo 3c para determinar el 
tiempo que tardó la flecha en recorrer la distancia horizontal has- 
ta la orilla del pebetero. ¿A qué altura estaba la flecha en ese mo- 
mento? 


Describa la trayectoria de un proyectil dado por las ecuaciones (4) 
cuando a = 90°. 


Tren miniatura La siguiente fotografía multiflash muestra un 
tren miniatura que se mueve con rapidez constante en una vía ho- 
rizontal recta. Mientras se mueve la locomotora, una canica se 
lanza al aire mediante un resorte en la chimenea de la locomotora. 
La canica continúa moviéndose con la misma rapidez hacia de- 
lante que la locomotora, y regresa a ésta un segundo después del 
lanzamiento. Mida el ángulo que forma la trayectoria de la canica 
con la horizontal y use la información para determinar la altura 
máxima de la canica y la rapidez de la locomotora. 


Choque de canicas La siguiente figura muestra un experimen- 
to con dos canicas. La canica A fue lanzada hacia la canica B con 
un ángulo de lanzamiento a y una rapidez inicial Yo. Еп el mis- 
mo instante, la canica В se dejó caer desde el reposo a А tan OL 
unidades directamente sobre un punto a R unidades de distancia 
horizontal de A. Se observó que las canicas chocaron, indepen- 
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dientemente del valor de Уо. ¿Fue una mera coincidencia, o debía 
ocurrir? Justifique su respuesta. 


25. Lanzamiento colina abajo Un proyectil ideal se lanza hacia 
abajo en un plano inclinado, como muestra la siguiente figura. 


a. Demuestre que el máximo alcance colina abajo se logra cuan- 
do el vector velocidad inicial biseca al ángulo AOR. 


b. Si el proyectil fuese lanzado hacia arriba y no hacia abajo, 
¿qué ángulo de lanzamiento maximiza su alcance? Justifique 
su respuesta. 


Vertical 


26. Bateo de una pelota de béisbol bajo la influencia de una ráfaga 
de viento Una pelota de béisbol es golpeada cuando está a 2.5 
pies sobre el suelo. Abandona el bate con una rapidez inicial de 
145 pies/s y un ángulo de lanzamiento de 23°. En el instante del 
golpe, una ráfaga instantánea de viento sopla contra la pelota, 
agregando un componente de —14i(pies/s) a la velocidad inicial 
de la pelota. Una barda de 15 pies de altura está a 300 pies del 
plato (la almohadilla de home) en la dirección del vuelo. 


a. Determine una ecuación vectorial para la trayectoria de la pe- 
lota. 


b. ¿A qué altura llega la pelota, y cuándo alcanza la altura máxi- 
ma? 

с. Calcule el alcance y el tiempo de vuelo de la pelota, supo- 
niendo que nadie la atrapa. 


d. ¿En qué momento la pelota se encuentra a 20 pies de altura? 
¿A qué distancia (horizontal) del home está la pelota a esa 
altura? 


e. ¿El bateador anotó un cuadrangular (o home run)? Explique. 


27. Voleibol Un balón de voleibol es golpeado cuando está a 4 pies 
sobre el suelo y a 12 pies de una red que tiene 6 pies de altura. 
Deja el punto de impacto con una rapidez inicial de 35 piest/s y 
un ángulo de 27°, sin ser tocado por el equipo contrario. 
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a. Encuentre una ecuación vectorial para la trayectoria del balón. 


b. ¿Qué altura alcanza el balón? ¿Cuándo alcanza su altura má- 
xima? 


с. Calcule su alcance y su tiempo de vuelo. 


d. ¿En qué momento el balón se encuentra a 7 pies sobre el sue- 
lo? ¿A qué distancia (horizontal) se encuentra el balón del 
punto donde tocará el suelo? 


e. Si la red sube hasta 8 pies de altura, ¿cambian las cosas? Ex- 
plique. 

28. Donde las trayectorias alcanzan la cima Рага un proyectil dis- 
parado desde el suelo con un ángulo de lanzamiento о y una rapi- 
dez inicial Yọ, considere a 0. como una variable y а Ур como una 
constante. Para cada a, siendo que a,0 < a < p/2,obtenemos 
una trayectoria parabólica como la que aparece en la siguiente fi- 
gura. Muestre que los puntos en el plano que dan las alturas má- 
ximas de estas trayectorias parabólicas están sobre la elipse 


2: 1 ( уо" ) yo 
х^ + 4(у = 2 
48 4g? 


donde x = 0. 


y 


Elipse 


== 


E R, 23) 
Trayectoria 


352 parabólica 


Movimiento de un arrastre lineal 


La principal fuerza que afecta al movimiento de un proyectil, además 
de la gravedad, es la resistencia del aire, llamada fuerza de arrastre o 
de resistencia. Esta fuerza actúa siempre en dirección opuesta a la ve- 
locidad del proyectil (vea la siguiente figura). Sin embargo, para pro- 
yectiles que se mueven en el aire con una rapidez relativamente baja, 
la fuerza de arrastre es (aproximadamente) proporcional a la rapidez 
(elevada a la primera potencia) y por eso se le llama lineal. 


y 


Е Velocidad 
шега 


de arrastre 


Gravedad 


>X 


29. 


30. 


31. 


Arrastre lineal Deduzca las ecuaciones 
x= Ya — е7“) cosa 
k 
Yo kN (e & Е 
= = — + — - - 
у= (1— e (sin a) 02 (1 =kt=e*) 


resolviendo el siguiente problema con condiciones iniciales para 
un vector r en el plano. 


dr В _ : dr 
ri Мин лийн К 


Ecuación diferencial: 
Condiciones iniciales: r(0) = 0 


йг = vo = (ypcos a)i + (Yo sen a)j 
dt |т=0 

El coeficiente de arrastre k es una constante positiva que 
representa la resistencia debida a la densidad del aire; Yọ y a son 
la rapidez y ángulo de lanzamiento iniciales y g es la aceleración 
de la gravedad. 


Bateo de una pelota con arrastre lineal Considere el proble- 
ma de la pelota de béisbol del ejemplo 4 cuando hay arrastre li- 
neal (vea el ejercicio 29). Suponga que el coeficiente de arrastre 
es k = 0.12, pero que no hay ráfagas de viento. 


a. Use el ejercicio 29 y escriba una forma vectorial para la tra- 
yectoria de la pelota. 


b. ¿Qué altura alcanza la pelota? ¿Cuándo alcanza la altura má- 
xima? 


с. Calcule el alcance y el tiempo de vuelo de la pelota. 


d. ¿En qué momento la pelota se encuentra a 30 pies de altura? 
¿A qué distancia (horizontal) del plato se encuentra la pelota 
a esa altura? 


e. La barda del jardín, de 10 pies de altura, está a 340 pies del 
plato y en la dirección de vuelo de la pelota. El jardinero pue- 
de brincar y atrapar cualquier pelota hasta una altura de 11 pies 
por arriba del suelo para evitar que pase la barda. ¿Consiguió 
el bateador un cuadrangular? 


Bateo con arrastre lineal y una ráfaga de viento Considere de 
nuevo el problema de la pelota de béisbol del ejemplo 4. Esta vez, 
suponga que hay un coeficiente de arrastre de 0.08 y una ráfa- 
ga instantánea de viento que agrega un componente de —17.6i 
(pies/s) a la velocidad inicial en el instante en que la pelota es 
golpeada. 


a. Encuentre una forma vectorial para la trayectoria de la pelota. 


b. ¿Qué altura alcanza la pelota? ¿Cuándo alcanza la altura má- 
xima? 


с. Calcule el alcance y el tiempo de vuelo de la pelota. 


d. ¿En qué momento la pelota se encuentra a 35 pies de altura? 
¿A qué distancia (horizontal) del plato se encuentra la pelota 
a esa altura? 


e. La barda del jardín, de 20 pies de altura, está a 380 pies del 
home y en la dirección de vuelo de la pelota. ¿El bateador 
consiguió un cuadrangular? En caso afirmativo, ¿qué cambio 
en el componente horizontal de la velocidad inicial de la pelo- 
ta la mantendría dentro del parque? En caso negativo, ¿qué 
cambio habría permitido un home run? 
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Punto base 


FIGURA 13,14 А las curvas regulares es 
posible darles una escala similar a la de las 
rectas numéricas, donde la coordenada de 
cada punto es su distancia dirigida a lo 
largo de la curva desde un punto base 
predeterminado. 


Imagine los movimientos que podría experimentar si viajara а alta velocidad a lo largo de 
una trayectoria en el aire o el espacio. Específicamente, imagine los movimientos de dar 
vuelta hacia la izquierda o a la derecha y los movimientos hacia arriba о hacia abajo que 
tiendan a levantarlo de o a presionarlo contra su asiento. Los pilotos que vuelan en la at- 
mósfera, girando en vuelos acrobáticos, ciertamente viven estos movimientos. Las vueltas 
demasiado cerradas, las bajadas y subidas demasiado pronunciadas, o bien, movimientos 
con a una alta velocidad creciente, podrían hacer que una nave perdiera el control, e inclu- 
so que se partiera a la mitad en el aire, y se precipitara hacia la Tierra. 

En ésta y en las dos siguientes secciones estudiaremos aquellas características de una 
curva que describen, en forma matemática, lo pronunciado de sus giros y de las vueltas 
perpendiculares al movimiento. 


Longitud de arco a lo largo de una curva en el espacio 


Una de las características de las curvas regulares en el espacio es que tienen una longitud 
medible. Esto permite localizar puntos a lo largo de estas curvas mediante su distancia di- 
rigida s a lo largo de la curva desde algún punto base, que es la forma de localizar puntos 
en los ejes coordenados, es decir, por medio de su distancia dirigida desde el origen (figu- 
ra 13.14). El tiempo es el parámetro natural para describir la velocidad y la aceleración de 
un cuerpo en movimiento, aunque s es el parámetro natural para estudiar la forma de una 
curva. Ambos parámetros aparecen en el análisis de los vuelos espaciales. 

Para medir la distancia a lo largo de una curva regular en el espacio, agregamos un 
término z a la fórmula que usamos para las curvas en el plano. 


DEFINICIÓN Longitud de una curva regular 
La longitud de una curva regular r(t) = x(t)i + y(t)j + z(0)k, a < t S b, re- 
corrida exactamente una vez cuando ї уа de t = a hasta t = b, es 


b 2 2 2 
- dx dy dz 
r= f E) E (Ea ш 


Al igual que con las curvas planas, podemos calcular la longitud de una curva en el 
espacio con cualquier parametrización conveniente que cumpla las condiciones dadas. 
Omitiremos la demostración. 

La raíz cuadrada de la ecuación (1) es |у |, la longitud de un vector tangente dr/dt. Es- 
to nos permite escribir de forma reducida la fórmula para la longitud. 


Fórmula para la longitud de un arco 


b 
L= [va (2) 


Distancia rrecorrida por un planeador 


EJ EMPLO 1 


Un planeador viaja hacia arriba a lo largo de la hélice r(t) = (cos 1)i + (sin £)j + tk. 
¿Qué distancia recorrerá el planeador a lo largo de su trayectoria, desde т = O hasta 
t = 2p = 6.28 seg? 
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FIGURA 13.15 La hélice r(t) = 
(cos 1)i + (sen 1)j + tk del ejemplo 1. 


>N 


FIGURA 13.16 Та distancia dirigida a lo 
largo de la curva desde P(tp) hasta cual- 


quier punto P(t) es 


80) = ШЗ 


Solución El segmento de trayectoria durante este tiempo corresponde a una vuelta 
completa de la hélice (figura 13.15). La longitud de esta parte de la curva es 


b 2p 
L= Í |у[а = | 2 (—sen t)? + (cos 1)? + (1)2 dt 
а 0 


2р Е 
= | 224 = 2р 2 2 unidades de longitud. 
0 


Esto ев 2 2 veces la longitud de la circunferencia en el plano xy sobre la que se eleva la 
hélice. ш 


Si elegimos un punto base P(tp) sobre una curva regular С parametrizada por t, cada 
valor de ѓ determina un punto P(t) = (x(t), y(t), z(t)) en C y una “distancia dirigida” 


s(t) = | мө, 


medida a lo largo de C desde el punto base (figura 13.16). Si t > tọ, s(t) es la distancia de 
Р(10) a Р(0). Si t < tọ, s(t) es el negativo de tal distancia. Cada valor de s determina un 
punto de С y esto parametriza a С con respecto a s. Decimos que s es un parámetro longi- 
tud de arco de la curva. El valor del parámetro se incrementa en la dirección en que t cre- 
ce. El parámetro longitud de arco es de particular utilidad al estudiar la naturaleza de los 
giros y vueltas de una curva en el espacio. 


Parámetro longitud de arco con punto base P(tp) 


s(t) - [2 ХОР + iyt)? + (t)? at = ora: (3) 


Usaremos la letra griega t (“tau”) como variable de integración, pues la letra / se usa 
ya como el límite superior. 

Si una curva к(1) ya está dada en términos de cierto parámetro t, y s(t) es la longitud 
de arco dada por la ecuación (3), entonces podemos expresar £ como función de s:t 

= t(s). Por ello la curva puede ser reparametrizada en términos de s, sustituyéndola por 
t:r = r(t(s)). 
EJEMPLO2 Parametrización por longitud de arco 
Si tọ = 0, el parámetro longitud de arco a lo largo de la hélice 
r(t) = (cos £)i + (sen 1)j + tk 


desde tọ hasta / es 


E 
s(t) = nora: Ecuación (3) 
0 


Ёз 
| 224 Valor del ejemplo 1 
0 
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Al despejar / de esta ecuación tenemos que t = s/2 2. Sustituimos este valor en el vector 
posición r para obtener la siguiente parametrización por longitud de arco para la hélice: 


r(1(s)) = (eo =.) + (se 5) Fy ш 
22 22 22 


A diferencia del ejemplo 2, la parametrización por longitud de arco es, por lo general, 
difícil de calcular para una curva dada en términos de algún otro parámetro т. Sin embargo 
y por fortuna, en pocas ocasiones necesitaremos una fórmula exacta para «(7) o su inversa 
t(s). 

EJEMPLO 3 Distancia a lo largo de una recta 


Mostrar que siu = ui + uj + uzk es un vector unitario, entonces el parámetro longitud 
de arco a lo largo de la recta 


r(t) = (xo + tu )i + (уо + шэ)) + (20 + tuz)k 
es el propio г, desde el punto Ро(хо, уо, zo), donde т = 0. 


Solución 
v= La + tu)i + @ + tu)j + es + tuz)k = щі + mj + uk = u 
dt dt dt 2 


de modo que 


1 1 t 
9 = f vidt = f ма = [ла =; п 
0 0 0 


Rapidez en una curva regular 


Como las derivadas dentro del radical de la ecuación (3) son continuas (la curva es regu- 
lar), el teorema fundamental del cálculo nos dice que s es una función diferenciable de £ 
con derivada 


== =|v()l. (4) 


Como ya sabíamos, la rapidez con que una partícula se mueve a lo largo de su trayectoria 
es la magnitud de v. 

Observe que aunque el punto base P(tp) juega un papel en la definición de s en la 
ecuación (3), no juega un papel en la ecuación (4). La razón con que una partícula en mo- 
vimiento cubre la distancia a lo largo de su trayectoria, es independiente de lo lejos que se 
encuentre del punto base. 

Observe además que ds/dt > 0 pues, por definición, | v| nunca se anula para una cur- 
va regular. De nuevo vemos que s es una función creciente de t. 


Vector unitario tangente T 
Ya sabemos que el vector velocidad v = dr/dt es tangente a la curva, y que el vector 


Y 


Т = 
М 
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FIGURA 13.17 НаПатоѕ el vector unita- 
rio tangente T, dividiendo a у entre |у |. 


es entonces un vector unitario tangente a la curva (regular). Como ds/dt > 0 para las cur- 
vas en cuestión, s es uno a uno y tiene una inversa que da a £ como función diferenciable 
de s (sección 7.1). La derivada de la inversa es 


d 1 1 
ds  ds/dt |У| 


Esto hace де r una función diferenciable de s cuya derivada puede calcularse mediante la 
regla de la cadena como 


dr ага y у 
ds аа» |v] [v] 


T; 


Esta ecuación dice que dr/ds es el vector unitario tangente en la dirección del vector velo- 
cidad v (figura 13.17). 


DEFINICIÓN Vector unitario tangente 
El vector unitario tangente de una curva regular r(t) es 


dr dr/dt v 
ds уй У| 


T 


El vector unitario tangente T es una función diferenciable de / siempre que v sea una 
función diferenciable de t. Como veremos en la sección 13.5, T es uno de los tres vectores 
unitarios en un sistema de referencia móvil que se usa para describir el movimiento de ve- 
hículos espaciales y otros cuerpos que viajan en tres dimensiones. 


EJEMPLO 4 Cómo encontrar el vector unitario tangente T 


Encuentre el vector unitario tangente a la curva 
r(t) = (3 cos t)i + (3 sen t)j + Pk 


que represente la trayectoria del planeador del ejemplo 4, sección 13.1. 


Solución En ese ejemplo, vimos que 


v= аг = —(3 sen t)i + (3 соѕ 1)j + 2tk 
у 
|у|=29+47. 
Así, 
T у 3 sen £ i+ 3 cos t Ор 21 k Е 


Ї ) == 
М 29-42 29-48 29 +42 


EJ EMPLO 5 


FIGURA 13.18 El movimiento r(t) = 
(cos t)i + (sen £)j (ejemplo 5). 
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Movimiento en la circunferencia unitaria 


Para el movimiento en contra de las manecillas del reloj 


r(t) = (cos £)i + (sen 1)j 


alrededor de la circunferencia unitaria, 


у = (—sen /)і + (cos 1)j 


ya tenemos un vector unitario, de modo que T = y (figura 13.18). п 


Vectores unitarios tangentes 
y longitudes de curva 


En los ejercicios 1-8, encuentre el vector unitario tangente a la curva. 
Además, calcule la longitud de la parte indicada de la curva. 


1. r(t) = (2cos 1)i + (2senf)j + 2 5tk, О tsp 
‚ r(t) = (6sen21)i + (6cos2t)j + 5tk, 0О<т<р 
‚тб =14+(Q/3k, 051:8 
. r(t) = (2 +ti-—(t+1)j+tk, 0О<г<3 


2 
3 
4 
5. r(t) = (соѕ?г)ј + (sen?t)k, 0О<г=р/2 
6. r(t) = 61 – 215) – ЗРК, 1=1=<2 
7 
8 
9 


. r(t) = (1со8 t)i + (tsen t)j + (22 2/з)??К, O=st=p 


sen £)j, 22<=г=2 


. r(t) = (tsent + cos t)i + (tcos t 


. Determine el punto sobre la curva 


r(t) = (58601) + (5cos1)j + 121k 


que se encuentra a una distancia de 26p unidades desde el origen 
а lo largo de la curva, en la dirección en que crece la longitud de 
arco. 


10. Determine el punto sobre la curva 


r(t) = (12 sen t)i — (12cos 1)j + 5tk 


que se encuentra a una distancia de 13p unidades desde el origen 
a lo largo de la curva, en la dirección opuesta a la dirección en 
que crece la longitud de arco. 


Parámetro de longitud de arco 


En los ejercicios 11-14, determine el parámetro de longitud de arco a 
lo largo de la curva desde el punto en que т = 0), evaluando la integral 


s= [мю 
0 


de la ecuación (3). Luego calcule la longitud de la parte indicada de la 
curva. 


11. г(0) = (4cos 1)i + (4sen1)j + 31k, 0 = t = p/2 

12. г(ї) = (cost + tsen 1)i + (sent — tcosf)j, p/2=t=p 
13. r(t) = (ecos 1)i + (e sent)j + ek, —-In4=1=<0 

14. r(t) = (1 + 20)i + (1 + 3t)j + (6 — 6t)k, 


1 =7:= 0 


Teoría y ejemplos 
15. Longitud de arco Calcule la longitud de la curva 
r(t) = (2 21)і + (2 21) + (1 — 2)k 


desde (0, O, 1) hasta (2 2, 2 2,0). 


16. Longitud de una hélice La longitud 2р2 2 de una de las 
vueltas de la hélice del ejemplo 1 es también la longitud de la dia- 
gonal de un cuadrado con 2p unidades de longitud por lado. 
Muestre la forma de obtener este cuadrado, mediante el corte y 
aplanado de una parte del cilindro en que se enrolla la hélice. 


17. Elipse 


a. Muestre que la curva 
r(t) = (cos £)i + (sen 1)j + (1 — соѕ 0) К,0 < т< 2p,es 
una elipse, demostrando que es la intersección de un cilindro 
circular recto y un plano. Determine las ecuaciones del cilin- 
dro y del plano. 


b. Trace la elipse sobre el cilindro. Agregue a su dibujo los vec- 
tores unitarios tangentes en ѓ = 0, p/2, p, y 3p/2. 


с. Muestre que el vector aceleración siempre es paralelo al plano 
(ortogonal a un vector normal al plano). Así, si usted traza la 
aceleración como un vector pegado a la elipse, estará en el 
plano de la elipse. Agregue los vectores aceleración para 
t = 0, р/2, р, y 3p/2a su dibujo. 


а. Escriba una integral para la longitud de la elipse. No intente 
evaluarla, pues no es elemental. 


e. Integrador numérico Estime la longitud de la elipse con 
dos cifras decimales. 


18. La longitud es independiente de la parametrización Рага 
ilustrar el hecho de que la longitud de una curva regular no de- 
pende de la parametrización utilizada para calcularla, calcule la 
longitud de una vuelta de la hélice del ejemplo 1 con las siguien- 
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tes parametrizaciones. 


a. г(ї) = (cos41)i + (sen41)j + 416, 0 = t= p/2 
b. г(ї) = [cos (1/2)]i + [sen (1/2)]j + (t/2)k, 0 = £= 4р 


с. г(ї) = (соѕ )і — (sen 1)j — tk, 


19. La involuta de una circunferencia 51 una cuerda enrollada al- 
rededor de una circunferencia fija se desenrolla mientras se man- 
tiene tensa en el plano de la circunferencia, su extremo P traza 
una involuta de la circunferencia. La siguiente figura muestra la 
circunferencia en cuestión, y está dada por x? + y? = 1; el punto 
que traza la curva comienza en (1, 0). La parte no desenrollada de 
la cuerda es tangente а la circunferencia en O, y t es la medida en 
radianes del ángulo entre el semieje positivo x y el segmento OQ. 


Deduzca las ecuaciones paramétricas 


x = cost + tsent, у 5601-1081, 120 


del punto P(x, y) sobre la involuta. 


=2p sts 0 


20. (Continuación del ejercicio 19.) Determine el vector unitario tan- 
gente a la involuta de la circunferencia en el punto P(x, y). 


34. Curvatura y el vector unitario normal N 


En esta sección estudiaremos cómo se dobla una curva. Primero analizaremos las curvas 
en el plano y luego las curvas en el espacio. 


Curvatura y el vector unitario normal N 


Cuando una partícula se mueve a lo largo de una curva regular en el plano, T = dr/ds gi- 
ra al doblarse la curva. Como T es un vector unitario, su longitud permanece constante y 
sólo cambia su dirección cuando la partícula se mueve a lo largo de la curva. Su curvatura 
es la razón con que T gira por unidad de longitud, a lo largo de la curva (figura 13.19). El 
símbolo tradicional para la función curvatura es la letra griega к (“карра”). 


FIGURA 13,19 Cuando Р se mueve a lo 
largo de la curva, en la dirección en que la 
longitud de arco crece, el vector unitario 
tangente gira. El valor de | 4T/ds|en Р es 
la curvatura de la curva en P. 


DEFINICIÓN  Curvatura 


Si T es el vector unitario tangente de una curva regular, la función curvatura de 
ésta es 


Si|dT/ds|es grande, entonces Т gira rápidamente cuando la partícula pasa por Р y la 
curvatura en Р es también grande; mientras que si el valor de |4T/ds|es cercano a cero, 
entonces T gira más lentamente y la curvatura en P es menor. 

Si una curva regular к(7) está dada en términos de otro parámetro £ distinto al paráme- 
tro de longitud de arco s, podemos calcular la curvatura como 


К = ат = ат а Regla de la cadena 
ds dt ds 
а 
|ds/dt| | а 
1 [dT ds _ 
Ма вон 


FIGURA 13.20 А lo largo de una línea 
recta, T siempre apunta en la misma 
dirección. La curvatura, | dT/ds|, es cero 
(ejemplo 1). 
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Fórmula para calcular la curvatura 
Si r(£) es una curva regular, entonces la curvatura es 
юэ 
М 


ат 
а 


: (1) 


donde Т = у/ |у | еѕ el vector unitario tangente. 


Al probar la definición, en los dos siguientes ejemplos vemos que la curvatura es 
constante para las líneas rectas y las circunferencias. 


EJEMPLO 1 La curvatura de una línea recta es cero 


En una línea recta, el vector unitario tangente T siempre apunta en la misma dirección, de 
modo que sus componentes son constantes. Por tanto, |4T/ds| = |0| = O (figura 13. 20). 
и 


EJEMPLO 2 [а curvatura de una circunferencia де radio aes 1/а 
Para ver por qué, comenzamos con la parametrización 

r(t) = (acos t)i + (a sen 1)j 
de una circunferencia de radio a. Entonces, 


dr 


кете — (а sen /)і + (а соѕ 1)j 
|у| = 2 (-аѕеп 2)? + (acost}? = 2 a? = |а| = a. Сотоа > 0, 
De esto vemos que хэл 
=, : : 
Т - | = —(ѕеп t)i + (cos £)j 
T = —(cos f)i — (sen 1)j 
T = 2 соѕ2г + sent = 1. 
Así que, para cualquier valor del parámetro t, 
1 [dT 1 1 
шалт! di = 201) = 9: а 


Aunque la fórmula para el cálculo de К en la ecuación (1) también es válida para cur- 
vas en el espacio, en la siguiente sección encontraremos otra fórmula más conveniente pa- 
ra este cálculo. 

Entre los vectores ortogonales al vector unitario tangente T hay uno de particular im- 
portancia, pues apunta en la dirección en que gira la curva. Como T tiene longitud cons- 
tante (a saber, 1), la derivada dT/ds es ortogonal a T (sección 13.1). Por tanto, si dividi- 
mos dT/ds entre su longitud К, obtenemos un vector unitario N ortogonal a Т (figura 
13.21). 
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FIGURA 13.21 El vector dT/ds, normal 
a la curva, siempre apunta en la dirección 


en que T gira. El vector unitario normal N 
es la dirección de dT/ds. 


DEFINICIÓN Normal unitario principal 
En un punto donde К = 0, el vector normal unitario principal de una curva re- 
gular en el plano es 


Ваг 


М Kas 


El vector dT/ds apunta en la dirección en que T gira al doblarse la curva. Por tanto, si 
observamos en la dirección en que la longitud de arco aumenta, el vector dT/ds apunta ha- 
cia la derecha si T gira en el sentido de las manecillas del reloj, y hacia la izquierda si T 
gira en el sentido contrario. En otras palabras, el vector normal principal N apunta hacia el 
lado cóncavo de la curva (figura 13.21). 

Si una curva regular к(7) está dada en términos de un parámetro ! distinto al parámetro 
de longitud de arco s, podemos usar la regla de la cadena para calcular N de manera di- 
recta: 

dT/ds 


|4 Т/а$ | 


(dT/dt)(dt/ds) 
© |dT/dt||dt/ds| 


_ dT/dt 1 
~ |ат/а{` ds аја 


> 0 se cancela 


Esta fórmula nos permite determinar N, sin necesidad de hallar primero k y s. 


Fórmula para calcular N 
Si r(t) es una curva regular, entonces el vector normal unitario principal es 
dT/dt 


donde Т = v/|v|es el vector unitario tangente. 


EJEMPLO 3 Cómo determinar Ty N 


Determine T y N para el movimiento circular 


r(t) = (cos 21)i + (sen 2£)j. 


Solución Primero encontramos T: 


у = —(2sen 21)i + (2 cos 21)j 


|у| = 2 4sen? 21 + 4cos? 2t = 2 


T = 17 = —(sen 21)i + (cos 21)j. 


Círculo de 
curvatura 


Centro de 


curvatura 
е Curva 


Radio de 
curvatura 


FIGURA 13.22 El círculo osculador en Р 
está hacia el lado interno de la curva. 
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A partir de esto vemos que 


ат 


dJ —(2 cos 21)i — (2 sen 2t)j 


ат 


ЭЭ С 2 4с05221 + 45еп2 2t = 2 


_ ах/а 
© |dT/dt| 


= —(cos 21)i — (sen 2£)j. 


Ecuación (2) 


Observe que T-N = 0, lo que comprueba que М es ortogonal а Т. Observe también que 
para este movimiento circular, N apunta desde r(t) hacia el centro de la circunferencia en 
el origen. п 


Circunferencia de curvatura para curvas planas 


El círculode curvatura o círculo osculador en un punto Р de una curva plana con К = 0, 
es el círculo en el plano de la curva tal que 


1. Es tangente a la curva en Р (tiene la misma recta tangente que la curva) 
2. Tiene la misma curvatura que la curva tiene en P 


3. Está del lado cóncavo o interno de la curva (como en la figura 13.22). 


El radio de curvatura de la curva en P es el radio del círculo de curvatura, lo que de 
acuerdo con el ejemplo 2 es 


Radio de la curvatura = r = Ł. 


Para calcular r , determinamos К y luego tomamos su recíproco. El centro de curvatura 
de la curva en P es el centro del círculo de curvatura. 


EJ EMPLO 4 


Determine y grafique el círculo osculador de la parábola у = x? en el origen. 


Cómo determinar el círculo osculador de una parábola 


Solución Parametrizamos la parábola con el parámetro £ = х (sección 10.4, ejemplo 1) 


г() = і + 2]. 
Primero calculamos la curvatura de la parábola en el origen mediante la ecuación (1): 


_dr_. : 
v= gp A+ 21 


2 1 + 41? 


М 


de modo que 


T= 17 = (1 + 47) !/?4 + 21 + 42) 13, 


A partir de esto vemos que 
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Circunferencia 
osculatriz 


FIGURA 13.23 El círculo osculador 
para la parábola y = x? en el origen 
(ejemplo 4). 


FIGURA 13.24 La hélice 


r(t) = (acos )і + (asent)j + btk, 
trazada con a, b positivos ут 2 0 
(ejemplo 5). 


ат 


= АК 439 + pa + 402) 712 – 80201 + 422) 73/21). 


En el origen, £ = 0, de modo que la curvatura es 


k(0) = 


І т 
KO 


(0) | Ecuación (1) 


1 
joi + 2j| 
21 


(1)2 02 + 22 = 2. 


Por tanto, el radio de curvatura es 1/К = 1/2 y el centro de Іа circunferencia es (0, 1/2) 
(vea la figura 13.23). La ecuación del círculo osculador es 


iy 1\ 

в=@ 69-27) 
4 Гү? 
Х + (0-2) = а 


En la figura 12.23 se puede observar que en el origen, el círculo osculador es una mejor 
aproximación a la parábola que la recta tangente y = 0. п 


o bien 


Curvatura y vectores normales para curvas en el espacio 


Si una curva regular en el espacio se especifica mediante el vector posición r(f) como fun- 
ción de cierto parámetro т, y si s es el parámetro de longitud de arco de la curva, entonces 
el vector unitario tangente Т is dr/ds = v/| v|. Entonces la curvatura en el espacio se de- 
fine como 


ат 
ds 


21 
М 


ат 
а 


| o 


al igual que en el caso de las curvas planas. El vector dT/ds es ortogonal a Т y definimos 
el vector normal unitario principal como 


тат _ dT/dt 
K ds (4т/4| 


N = 


EJEMPLO 5 Cálculo de la curvatura 


Determine la curvatura de la hélice (figura 13.24) 


r(t) = (acost)i + (asen 1)j + btk, a,b = 0, а + b = 0. 
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Solución Calculamos T a partir del vector velocidad v: 


у = —(asen t)i + (acos t)j + bk 


|у| = 2 а? ѕеп2г + а? соѕв2 7 + b = 2 а? +b 


-yL 1 
|v] 2 a? +b 


T [—(a sen Р)і + (acos t)j + bk]. 


Luego, usando la ecuación (3), 


1 (ат 
hi DA 
Iv] | dt 
= l ! [—(a cos t)i — (asen 1)j] 
2 2 + 212 a? +0? 
а : : 
== | —(сов £)i — (sen £)j| 


a 
al +b’ 


a 2 2 
= 5 2 (cost) + (sent) = 
218 (соз 1)” + (sen 1) 


De esta ecuación vemos que al aumentar b manteniendo constante a a, la curvatura decre- 
ce. Pero si a decrece y b se mantiene fija, también decrece la curvatura. Al estirar un resor- 
te hacemos que tienda a enderezarse, es decir, a perder su curvatura. 

Sib = 0, la hélice se reduce a una circunferencia de radio a y su curvatura se reduce 
a 1/a, como debe ser. Sia = 0, la hélice se convierte en el eje т, y su curvatura se reduce a 
0, de nuevo como debe ser. п 


EJEMPLO 6 Cómo determinar el vector normal unitario principal N 


Determine N para la hélice del ejemplo 5. 


Solución Tenemos 


ат 1 


а == == 2 EFD [(а cos t)i + (a sen ЭД Ejemplo 5 
Ч = =1—— 2 а? сов? + а? зеп = E 
dt 22+ь. 2 2 + 0 
dT/dt 
= Ecuación (4) 
|dT/dt| 


дале. 1 
4 2 2 +? 


[(а cos t)i + (a sen £)j] 


= —(cos t)i — (sen £)j. ш 
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Curvas planas 


Determine Т, М y К para las curvas planas de los ejercicios 1-4. 


1. 


8. 


2. r(t) = (In sec t)i + tj, 
3. 
4 
5 


. r(t) = (cost + tsen t)i + (sent — tcos t)j, 


г(ї) = ti + (Incos 0), —p/2 < t < p/2 
-р/2 <1< p/2 


r(t) = (2t + 3)i + (5 — 2) 


1-0 


. Una fórmula para la curvatura de una gráfica de una función 


en el plano xy 


a. La gráfica y = f(x) en el plano xy tiene automáticamente la 
parametrización х = х, у = f(x), y la fórmula vectorial r(x) 
=хі + f(x)j. Use esta fórmula para mostrar que si fes una 
función de x dos veces diferenciable, entonces 


17760) 
ы 
b. Use la fórmula рага к de la parte (a) para determinar la curva- 


tura de y = In (cos х), —р/2 < х < р/2. y compare su res- 
puesta con la del ejercicio 1. 


с. Muestre que la curvatura se anula en un punto de inflexión. 


. Una fórmula рага la curvatura de una curva plana parame- 


trizada 


a. Muestre que la curvatura de una curva plana r(t) = f(t)i + 
8(1)) definida mediante las funciones dos veces diferencia- 
bles х = f(t) y y = g(t) está dada por la fórmula 


padis 
= (#2 + 5299 


Aplique la fórmula para determinar la curvatura de las siguientes 
Curvas. 
b. r(t) = ti + (Insenf)j, 0<t<p 


с. r(t) = Пап” (senh £)]i + (In cosh /)). 


. Normales a curvas planas 


a. Muestre que n(1) = —g'(t)i + /(0)у —n(1) = g'()i — 
ГР (0) son normales a la curva r(t) = f(1)i + g(t)j en el 
punto (Kt), 200). 
Para obtener N en el caso de una curva plana particular, podemos 
elegir entre n o —n de la parte (a), de modo que apunte hacia el 
lado cóncavo de la curva, y transformarlo en un vector unitario. 
(Vea la figura 13.21.) Aplique este método y encuentre N para las 
siguientes curvas. 


b. гї) = її + e”j 


с. r(1)=24-Pi+ tj, 


(Continuación del ejercicio 7.) 


2; = == 


a. Use el método del ejercicio 7 para determinar N para la curva 
r(t) = ti + (1/3)? ) cuando г < 0; cuando 1 > 0. 


b. Calcule 


aT/dt И 
[ат/а "7° 


para la curva de la parte (a). ¿Existe N en т = 0? Grafique la 
curva y explique qué ocurre con М cuando / pasa de los valo- 
res negativos a los positivos. 


Curvas espaciales 


Determine Т, N y к para las curvas en el espacio de los ejercicios 
9-16. 


9. 
10. 
11. 
12. 
13. 
14. 
15. 
16. 


r(t) = (3 ѕеп t)i + (3 соѕ 1)j + 4tk 

r(t) = (созт + 18601) + (sent — tcos1)j + 3k 
r(t) = (е'соѕ t)i + (e' sen t)j + 2k 

r(t) = (6 sen 21)i + (6cos 21)j + 5tk 

r(t) = (/3)i + (12/2)j, 1>0 

r(t) = (cos? t)i + 0< t< p/2 

r(t) = ti + (acosh (1/a))j, a>0 

r(t) = (cosh 1)i — (senh ż)j + tk 


(sen? 1), 


Más sobre la curvatura 


17. 


18. 


19. 


20. 


21. 


Muestre que la parábola у = ax?, a % 0, tiene su mayor curvatu- 
ra en su vértice y no tiene curvatura mínima. (Vota: Puesto que la 
curvatura de una curva sigue siendo la misma si la curva se trasla- 
da o rota, este resultado es cierto para cualquier parábola.) 


Muestre que la elipse х = acos t, y = bsent, a > b > 0, tiene 
su curvatura máxima en el eje mayor, y su curvatura mínima en el 
eje menor. (Como en el ejercicio 17, esto es válido para cualquier 
elipse.) 


Maximización de la curvatura de una hélice Еп el ejemplo 
5 encontramos la curvatura de la hélicer(t) = (a cos t)i + 
(asen t)j + brk((a, b > 0) como К = a/(a? + b?). ¿Cuál es el 
máximo valor que K puede tener para un valor dado de b? Justifi- 
que su respuesta. 

Curvatura total Рага calcular la curvatura total de la parte 
que уа de 5 = 50 Оа ѕ = sı > so de una curva regular, se integra 
к de sy a sı. Si la curva tiene algún otro parámetro, digamos /, en- 
tonces la curvatura total es 


к= [ka = | кё а = f куа, 


donde ty y tı corresponden a sy y sı. Calcule las curvaturas tota- 

les de 

a. La parte de la hélice r(1) = (3 cos t)i + (3 sen 1)j + tk 
0=1< 4р. 

р. La parábola у = х? donde 00 < х < оо, 

Determine una ecuación para el círculo de curvatura que corres- 

ponda a la curva г(ї) = ti + (sen £)j en el punto (p/2, 1). (La 

curva parametriza la gráfica de y = senx en el plano xy.) 


22. Determine una ecuación para el círculo de curvatura que corres- 


ponda а la curva r(t) = (2 In Ai — [t + (1/0), e 51562, 


en el punto (0, —2), donde ż = 1. 


Exploraciones con graficadores 


La fórmula 


17769 
Ср 


k(x) = 


obtenida en el ejercicio 5 expresa la curvatura К(х) de una curva plana 
dos veces diferenciable y = f(x) como función de x. Determine las 
funciones de curvatura de cada una de las curvas de los ejercicios 23- 
26. Luego grafique f(x) junto con k(x) en el intervalo dado. Tendrá al- 
gunas sorpresas. 


23. у= х, -2=x=2 


24. у = х4, -2=x=<2 
25. у = ѕепх, 0 = х= 2р É 


26. y D slaras? 


Il 
% 


EXPLORACIONES POR COMPUTADORA 
Circunferencias de curvatura 


En los ejercicios 27-34 use un SAC para explorar el círculo de curva- 
tura en un punto P de una curva plana, donde К 4 0. Use dicho pro- 
grama para realizar los siguientes pasos: 


a. Trazar la curva plana dada en forma paramétrica o como una fun- 
ción en el intervalo dado, para ver su apariencia. 


b. Calcular la curvatura к de la curva en tọ con la fórmula adecuada 
del ejercicio 5 o 6. Use la parametrización х = t y y = f(t), si 
la curva está dada como una función y = f(x). 
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с. Determinar el vector unitario normal N en tọ. Observe que los 
signos de los componentes de N dependen de si el vector unitario 
tangente T, en г = to. gira en el sentido de las manecillas del re- 
loj, o en sentido contrario. (Vea el ejercicio 7.) 


d. SiC = ai + bjes el vector que va del origen al centro (a, b) del 
círculo osculador, determine el centro C a partir de la ecuación 
vectorial 


_1_ 

K(t0) 
El punto Р(хо, yo) sobre la curva está dado por el vector posición 
г(10). 

e. Trace en forma implícita la ecuación 


(х – а)? + (y 
la curva у el círculo osculador juntos. Tal vez necesite experi- 


С = г(10) + №). 


by? = 1/2 del círculo osculador. Luego trace 


mentar con el tamaño de la pantalla, pero asegúrese de que sea 
cuadrada. 


27. r(t) = (3 cos 1)i + (58600), 0=<1=<2p, tọ = p/4 
28. г(ї) = (cos? t)i + (зеп?) 0=1=2p, = р/4 
29. r(t) = 11 + (7 -30j, -45154, tp=3/5 


30. r(t) = (0 — 21? — tji + 3 -j -251:55, t=1 
21 +1 
31. r(t) = (27 — sen t)i + (2 — 2cos f)j, 0 = t= 3p, 
їр = 3р/2 


32. r(1) = (е 'со$)ї + (е 'зеп)}, 0O=<t=<6p, ю-р/4 
33. у=х?—х, —2<х<5, хо-1 
34. у= х(1- х), —1=х=2, хо-1/2 


35 Torsión y el vector unitario binormal B 


FIGURA 13.25 El marco (sistema) TNB 
de vectores unitarios mutuamente ortogo- 

nales que viajan a lo largo de una curva en 
el espacio. 


Si viaja a través de una curva en el espacio, entonces los vectores unitarios і, j у К no son 
importantes para usted. Los que son importantes, en este caso, son los vectores que repre- 
sentan el movimiento hacia delante (el vector unitario tangente T), la dirección en que se 
dobla la trayectoria (el vector unitario normal N) y la tendencia de su movimiento a “girar” 
fuera del plano creado por estos vectores en la dirección perpendicular a este plano (defi- 
nida por el vector unitario binormal В = Т х N).La expresión del vector aceleración a lo 
largo de la curva, como una combinación lineal de este marco (o sistema) TNB de vecto- 
res unitarios mutuamente ortogonales que viajan con el movimiento (figura 13.25), revela, 
en particular, la naturaleza de la trayectoria y del movimiento a lo largo de ella. 


Torsión 
El vector binormal de una curva en el espacio es B = T X N, un vector unitario ortogo- 


nal a Т y N (figura 13.26). Juntos, los vectores Т, N y В definen un sistema de referencia 
vectorial derecho, y en moviemiento, que juega un papel significativo en el cálculo de las 
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FIGURA 13.26 Los vectores Т, N y В 
(en ese orden) definen un sistema de 


referencia vectorial derecho de vectores 
unitarios ortogonales en el espacio. 


Binormal 
Plano 
rectificador Plano normal 
O Normal 
principal 
Y 
22 
Ж 
Plano osculador 


Tangente unitario 


FIGURA 13.27 Los nombres de los tres 
planos determinados por Т, М y В. 
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trayectorias de partículas que se mueven en el espacio. Se le llama marco de Frenet (o sis- 
tema de Frenet, en honor de Jean-Frédéric Frenet, 1816-1900) o marco TNB. 

¿Cómo se comporta dB/ds con respecto а T, N y В? De la regla para derivar el pro- 
ducto cruz obtenemos 


dB _ ат ах 
“гайг XN+Tx a 
Como N es la dirección de dT/ds, (4Т/45) X N = 0y 
dB _ AN _„„аМ 
ds O FTX". == TX > 


De aquí vemos que dB/ds es ortogonal a T, pues un producto cruz es ortogonal a sus fac- 
tores. 

Como dB/ds también es ortogonal a B (pues éste tiene longitud constante), asumimos 
que dB/ds es ortogonal al plano de B y T. En otras palabras, dB/ds es paralelo a N, de 
modo que dB/ds es un múltiplo de N. En símbolos, 


dB __ 
de tN. 


El signo negativo de esta ecuación es tradicional. El escalar t es la torsión a lo largo de la 
curva. Observe que 


dB _ СИЕ E 
Ел М М.М t(1) t, 
de modo que 
dB 
t= ds N. 
DEFINITCIÓN Тогѕібп 
Sea В = Т х М. La función torsión de una curva regular es 
- 2B, 
t= 2 М. (1) 


A diferencia de la curvatura К, que nunca es negativa, la torsión T puede ser positiva, 
negativa o nula. 

Los tres planos determinados por T, N y B tienen los nombres que se indica en la fi- 
gura 13.27. La curvatura К = |4T/ds| puede considerarse como la razón (por unidad de 
longitud) con la que el plano normal gira cuando el punto P se mueve a lo largo de su tra- 
yectoria. De manera análoga, la torsión t = —(dB/ds) · М es la razón (por unidad de lon- 
gitud) con que el plano osculador gira alrededor de T. La torsión mide entonces cuánto se 
tuerce la curva. 

Si consideramos la curva como la trayectoria de un cuerpo en movimiento, entonces 
|d'T/ds| nos dice qué tanto la trayectoria se curvea hacia la izquierda o hacia la derecha 
cuando el objeto se mueve, y se llama la curvatura de la trayectoria del objeto. El valor de 
—(dB/ds) - М nos dice qué tanto, la trayectoria de un cuerpo, da vueltas o sale de su plano 
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de movimiento cuando el objeto se mueve, y a esto se le llama la torsión de la trayectoria 
del cuerpo. Observe la figura 13.28. Si P es un tren que sube por una vía curva, la razón 
con que las luces giran de un lado a otro por unidad de distancia es la curvatura de la vía. 
La razón con que la locomotora tiende a salir del plano formado por T y N es la torsión. 


La torsión 
en Р es (dB/ds)*N. 


La curvatura en P 
17 es |(4Т/а5)|. 
s aumenta 


FIGURA 13.28 Todo cuerpo en movimiento viaja con un marco 
TNB que caracteriza la geometría de su trayectoria. 


Componentes tangenciales y normales de la aceleración 


Cuando un cuerpo es acelerado por la gravedad, los frenos, una combinación de motores 
en un cohete o de alguna otra cosa, frecuentemente queremos saber qué parte de la acele- 
ración actúa en la dirección del movimiento, que es la dirección tangencial T. Esto po- 
demos calcularlo usando la regla de la cadena para rescribir y como 

dr _ dr ds ds 


Ү= dsd “4 


Y luego derivamos ambos extremos de esta cadena de igualdades para obtener 


dv _ d (.ds d?s ds ат 
a= ad (т&) Е 21 +t H dt 
d?s ds (4Т ds d?s ds ds ат _ 
Er g(a t) Ear E (rd) ds ON 


_ ds ds Y 
Еа 13 N. 


DEFINICIÓN Componentes tangenciales y normales de la definición 


a = arT + амМ, (2) 
donde 
24824 (в мур 
ат = de == dt АА у ам = 1 ) = Ку | (3) 
son los componentes escalares tangencial y normal de la aceleración. 
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FIGURA 13.29 Las componentes 
tangencial y normal de la aceleración. 
La aceleración a siempre está en el plano 


de T y N, ortogonal a B. 


FIGURA 13.30 Las componentes tangen- 
cial y normal de la aceleración de un cuer- 
po que acelera cuando se mueve en contra 

de las manecillas del reloj en una circunfe- 
rencia de radio Г. 


Observe que el vector binormal B no aparece en la ecuación (2). Sin importar la forma en 
que la trayectoria del cuerpo en movimiento parezca girar en el espacio, la aceleración a 
siempre está en el plano de Т y М, el cual es ortogonal a В. La ecuación también nos dice 
exactamente qué parte de la aceleración es tangente al movimiento (d 25) dt?) y qué parte 
es normal al movimiento [K(ds/dr)?] (figura 13.29). 

¿Qué información podemos obtener de las ecuaciones (3)? Por definición, la acelera- 
ción a es la razón de cambio de la velocidad у y, en general, tanto la longitud como la di- 
rección de v cambian cuando el cuerpo se mueve a lo largo de su trayectoria. El compo- 
nente tangencial de la aceleración ат, mide la razón de cambio de la magnitud de у (es 
decir, el cambio en la rapidez). El componente normal de la aceleración ay mide la razón 
de cambio de la dirección de v. 

Observe que el componente escalar normal de la aceleración es el producto de la cur- 
vatura por el cuadrado de la rapidez. Esto explica por qué hay que mantener la rapidez 
cuando un auto da una vuelta cerrada (к grande) con gran rapidez (|у | grande). Si usted 
duplica la rapidez de su auto, sentirá cuatro veces el componente normal de la aceleración 
para la misma curvatura. 

Si un cuerpo se mueve en una circunferencia con rapidez constante, d 25/ dt? se anula 
y la aceleración apunta a lo largo de N hacia el centro de la circunferencia. Si el cuerpo 
acelera o frena, a tiene un componente tangencial no nula (figura 13.30). 


Para calcular ам, por lo general usamos la fórmula ay = 2 |а ЇЕ — ат?, que proviene 
de resolver la ecuación гар = а:а = ат? + ам en términos de ам. Con esta fórmula 
podemos determinar ay sin tener que calcular primero К. 


Fórmula para el cálculo del componente normal de la aceleración 


ам = 2 Jal? – ат? (4) 


EJEMPLO 1 Cómo determinar los componenetes де la aceleración ат, an 
Sin determinar T y N, escriba la aceleración del movimiento 
r(t) = (cost + tsen t)i + (sent — tcos t)j, t>0 


en la forma a = атТ + anN. (La trayectoria del movimiento es la involuta de Ја circunfe- 
rencia que aparece en la figura 13.31.) 


Solución Usamos la primera de las ecuaciones (3) para encontrar ат: 


= dr 


di T (sent + sent + tcos t)i + (cost — cost + tsen t)j 


(tcos t)i + (tsen 1)j 


|у| = 2 cost + Psen?r= 2 Ё =|t] = 1 г»0 
ат ЧЫ d (0) 1. Ecuación (3) 


Una vez determinada ат, usamos la ecuación (4) para encontrar ам: 


a = (cost — tsen t)i + (sent + 1cos1)j 
a? = 12 + 1 
2 (гар = ат? 


= 2 (2+1) – (1) = 222 = ғ. 


Después de un poco de algebra 


ах 


FIGURA 13.31 Las componentes 
tangencial y normal de la aceleración del 
movimiento r(t) = (cost + tsen t)i + 
(sent — tcos t)j, for £ > 0. Si una cuerda 
enrollada en una circunferencia fija se 
desenrolla, manteniendo su tensión en el 
plano de la circunferencia, su extremo P 
traza una involuta de la circunferencia 
(ejemplo 1). 


| Notación de Newton para derivadas 

Los puntos de la ecuación (6) denotan 
las derivadas con respecto a t, una deri- 
vada por cada punto. Así, < entra a > (“х 
punto”) significa d?x/dr?, Х (“x dos 
puntos”) significa 42х/412,у Х (“х tres 
puntos”) significa d*x/dt?. De manera 
similar, y = dy/dt, etcétera. 
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Luego usamos la ecuación (2) para determinar a: 


а= атТ + а = (DT + (9N = Т +N. m 


Fórmulas para calcular la curvatura y la torsión 


Ahora daremos unas fórmulas sencillas para calcular la curvatura y la torsión de una curva 
regular. De la ecuación (2) tenemos 


2 2 
_ (as а?» ds 
vxa= (Er) х та) 


_ fds ds ds Y 


v = dr/dt = (ds/dt)T 


TXT=0 у 
ТхХ-в 
3 
ds 
= К == | В. 
dt 
d. 
0 ЗЭР y 1 
Esto implica que 6 
3 
ds 3 
x a| = К |B| = К|у. 
|у x al = К IB] = klv] 
Al despejar к tenemos la siguiente fórmula. 
Fórmula vectorial para la curvatura 
|v xal 


k = 


|ур 


La ecuación (5) calcula la curvatura, una propiedad geométrica de la curva, a partir de 
la velocidad y la aceleración de cualquier representación vectorial de la curva, tal que |у | 
sea distinta de cero. Piense un poco en la importancia que tiene esto: a partir de cualquier 
fórmula para el movimiento a lo largo de una curva, sin importar lo variable que sea el mo- 
vimiento, siempre que у no se anule, podemos calcular una propiedad física de la curva 
que aparentemente no tiene que ver con la forma de recorrer la curva. 

La fórmula más utilizada para la torsión, que se deduce en textos más avanzados, es 


х y 2 
t= =< (siv Ха #0). (6) 


|v x aļ? 
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Esta fórmula calcula la torsión directamente de las derivadas de las funciones componen- 
tesx = f(t), у = glt), = h(t) que conforman г. El primer renglón del determinante pro- 
viene de у, el segundo de a y el tercero de а = da/dt. 


EJEMPLO 2 Cálculo de la curvatura y la torsión 


Use las ecuaciones (5) у (6) para determinar К y t para la hélice 


r(t) = (acos t)i + (asen 1)j + btk, a,b = 0, а? + 2 = 0. 


Solución Con la ecuación (5) calculamos la curvatura: 


у = —(asent)i + (acost)j + bk 


а = —(acos t)i — (a sen 1)j 
i j k 
уха = |-asent acost р 
=acost —asent 0 


= (ab sen tji — (ab cos t)j + аж 
J 


_lvxal_ 20252404) a2a?+b _ a (7) 
ҮГ (а? dle Ь2)3/2 (а? тэ Ь2)3/2 а? + Ь?` 


Observe que la ecuación (7) coincide con el resultado del ejemplo 5 de la sección 13.4, 
donde calculamos la curvatura directamente de la definición. 

Para evaluar la ecuación (6) y obtener la torsión, encontramos las entradas del deter- 
minante, derivando г con respecto a /. Ya tenemos a v y a, y 


á= da _ (a sen t)i — (a cos t)j. 
dt 
Por tanto, 

у Ё —a sent acost b 

у Үү =acost —asent 0 

х у 2 asent —acost 0 
{ = "ийн 50 Valor de |v X a] 
ух ај (а2 а +b ) de la ecuación (7) 


b(a cos? t + a? sen? t) 
aa? + b?) 


ша 
a? + b?’ 


De esta última ecuación vemos que la torsión de una hélice alrededor de un cilindro 
circular es constante. De hecho, la curvatura constante y la torsión constante, pero no nu- 
las, distinguen a la hélice de las otras curvas en el espacio. п 


Curvatura: 


Torsión: 


Vector unitario tangente: 
Vector unitario normal principal: 


Vector binormal: 


Componentes escalares tangencial 


y normal de la aceleración: 
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Fórmulas para curvas en el espacio 


т У. 
|v] 
_ dT/dt 
_ |dT/dt| 
B=TXxN 
k= 4T] - |v X a] 
ds УГ 
х Y Z 
ав ў ў Ж 
ds |у хар 


а- атї + амм 
ат = Ev 
аі 


ам = Кур =R гар ын ат? 


EJERCICIOS 13.5 


Cálculo de la torsión y el vector binomial 


En la sección 13.4 (ejercicios 9-16), ya se calcularon T, N y k. Ahora, 
con estos datos, determine В у т para los ejercicios 1-8 para estas cur- 
vas en el espacio. 


1. r(t) = (3 sen ż)i + (3 cos 1)j + 41k 

2. r(t) = (cost + tsen1)i + (sent — tcos t)j + 3k 
3. r(t) = (e cos 1)i + (el sen 1)j + 2k 

4. r(t) = (6sen21)i + (6cos 21)j + 5tk 

5. г) = (12/3) + (1/2), 1>0 

6. r(t) = (cos? t)i + (sen? Aj, 0 < t< p/2 

7. r(t) = ti + (acosh (t/a))jj, а> 0 

8 


‚ r(t) = (cosh £)i — (senh 1)j + tk 


Componentes tangencial 
y normal de la aceleración 


En los ejercicios 9 y 10, escriba a en la forma атТ + ах sin encon- 
trar T y N. 


9. r(t) = (acos 1)i + (asent)j + btk 
10. г) = (1 + 30)i + (t — 2)j — 31k 


En los ejercicios 11-14, escriba a en la forma a = атТ + ayN en el 
valor dado de г, sin encontrar Т y N. 


11. к) = (t+ Di+2 5 + tk, 1=1 


12. r(t) = (1cos Mi + (tsent)j + fk, 1=0 


13. r(t) = ti + (t + (1/3) ) + (t = (1/3):k, 1=0 


14. r(t) = (ecos £)i + (e sen 0)ј + 2 2e'k, t=0 


En los ejercicios 15 y 16, determine r, T, N y B en el valor dado de t. 
Luego, determine las ecuaciones para los planos osculador, normal y 
rectificante en ese valor de t. 


15. r(t) = (cos 1)i + (5600) — k, t= р/4 


16. r(t) = (cos ż)i + (sen t)j + tk, 1-0 


Aplicaciones físicas 


17. El velocímetro de su auto mide 35 mi/h constantemente. ¿Podría 
estar acelerando? Explique. 


18. ¿Puede decirse algo acerca de la aceleración de una partícula que 
se mueve con rapidez constante? Justifique su respuesta. 


19. ¿Puede decirse algo acerca de la rapidez de una partícula cuya 
aceleración es siempre ortogonal a su velocidad? Justifique su 
respuesta. 
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20. Un objeto de masa m viaja a lo largo de la parábola y = x? con 
una rapidez constante de 10 unidades/s. ¿Cuál es la fuerza neta 
sobre el objeto debida a su aceleración en (0, 0)? ¿Y en (217, 2)2 
Escriba sus respuestas en términos де i y j. (Recuerde la segunda 
ley de Newton, F = ma). 


21. La siguiente es una cita de un artículo publicado por The Ameri- 
can Mathematical Monthly, llamado “Curvatura en los ochentas”, 
por Robert Osserman (octubre 1990, página 731): 


La curvatura también juega un papel fundamental en la física. La 
magnitud de la fuerza necesaria para mover un objeto con rapi- 
dez constante a lo largo de una trayectoria curva es, de acuerdo 
con las leyes de Newton, un múltiplo constante de la curvatura de 
dicha trayectoria. 


Explique matemáticamente por qué la segunda frase de la cita es 
cierta. 


22. Muestre que una partícula en movimiento continuará moviéndose 
en línea recta si el componente normal de su aceleración se anula. 


23. Un atajo para la curvatura Si usted ya conoce | ах| y |v], en- 
tonces la fórmula ах = K|v|? proporciona una manera conve- 
niente de determinar la curvatura. Úsela para calcular la curvatura 
y radio de curvatura de la curva 


r(t) = (cost + 18601) + (sent — tcost)j, 120. 


(Tome ам y |у | del ejemplo 1.) 


24. Muestre que Ку t se anulan para la recta 


r(t) = (xo + Арі + (yo + Btj + (zo + СПК. 


Teoría y ejemplos 
25. ¿Qué puede decirse acerca de la torsión de una curva plana regu- 
lar r(t) = f(t)i + g(t)j? Justifique su respuesta. 


26. La torsión de una hélice En el ejemplo 2 calculamos la torsión 
de la hélice 


r(t) = (acost)i + (asent)j + btk, a,b = 0 


como Ё = b/(a? + Ь?). ¿Cuál es el máximo valor que puede te- 
ner © para un valor dado de a? Justifique su respuesta. 


27. Las curvas diferenciables con torsión nula están en planos 
Que una curva suficientemente diferenciable con torsión nula esté 
en un plano, es un caso particular del hecho de que una partícula 
cuya velocidad permanece perpendicular a un vector fijo C se 
mueve en un plano perpendicular a C. Esto, a su vez, puede con- 
siderarse como la solución del siguiente problema de cálculo. 

Suponga que r(t) = f(t)i + g(1)j + h(t)k es dos veces di- 
ferenciable para toda т en un intervalo [a, b], que г = O cuando 
t = a y que v+k = 0 para toda геп [a, b]. Entonces, h(t) = O pa- 
ra toda ten [a, b]. 

Resuelva este problema. (Sugerencia: Comience con a = 
Фт/аг y aplique las condiciones iniciales en sentido contrario.) 


28. Una fórmula que calcula Та partir de В уу Si comenzamos 
con la definición t = —(dB/ds) · М y aplicamos la regla de la ca- 
dena para escribir 4В/ 48 como 


dB _dBdt _ dB 1 
ds а аф 


obtenemos la fórmula 


_ 1 (ав, 
= a х). 


La ventaja de esta fórmula sobre la ecuación (6) es que es más fá- 
cil de derivar y de establecer. La desventaja es que su evaluación 
puede requerir mucho trabajo sin una computadora. Use la nueva 
fórmula para determinar la torsión de la hélice del ejemplo 2. 


EXPLORACIONES POR COMPUTADORA 
Curvatura, Torsión, y el marco TNB 


Redondee las respuestas a cuatro cifras decimales. Use un programa 
de cómputo para determinar у, a, la rapidez, Т, N, B, К, t , y las com- 
ponentes tangencial y normal de la aceleración para las curvas de los 
ejercicios 29-32 con los valores dados de t. 


29. г(ї) = (tcos t)i + (18601)) + tk, t= 2 3 

30. r(t) = (ecos 1)i + (el sen 1)j + e'k, г = In2 

31. r(t) = (t — sen ti + (1 — cos f)j + 2 —1k, t= -3p 
32. r(t) = (3t — Pi+ (30) + Gt 41 Ж, 1=1 


[ 3.6 | Movimiento de planetas y satélites 


En esta sección deduciremos las leyes de Kepler sobre el movimiento de los planetas a 
partir de las leyes de movimiento y gravitación de Newton, y analizaremos las órbitas de 
los satélites de la Tierra. La deducción de las leyes de Kepler a partir de las leyes de New- 
ton es uno de los triunfos del cálculo. Ésta se basa en casi todo lo que hemos estudiado 
hasta ahora, incluyendo el álgebra y la geometría de los vectores en el espacio, el cálculo 
de las funciones vectoriales, las soluciones de las ecuaciones diferenciales y los problemas 
con condiciones iniciales, así como la descripción en coordenadas polares de las secciones 


cónicas. 


RE 


ug 


P(r, Ө) 


FIGURA 13.32 La longitud de r es la 
coordenada polar positiva r del punto P. 


Así, u,, que es r/|r |, también es r/r. 
Las ecuaciones (1) expresan a u, y Uu 
en términos de i y j. 


>= 


FIGURA 13.33 Еп coordenadas polares, 


el vector velocidad es 


у = Fu, + тү 


| Observe дие |г| = rifz # 0. 


FIGURA 13.34 Vector posición y 
vectores unitarios básicos en coordenadas 


cilíndricas. 
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Movimiento en coordenadas polares y cilíndricas 


Cuando una partícula se mueve a lo largo de una curva en el plano con coordenadas pola- 
res, expresamos su posición, velocidad y aceleración en términos de los vectores unitarios 
móviles 


u, = (cos U)i + (sen U)j, uy = —(sen U)i + (cos U)j, (1) 


que aparecen en la figura 13.32. El vector OP, apunta a lo largo del vector posición < en- 
tra 2, р. 951 >, de modo que г = ru,. El vector ци, ortogonal a u,, apunta en la dirección 
de crecimiento de U. 

De las ecuaciones (1) vemos que 


du, 
23 = —(sen U)i + (cos U)j = Uy 

(2) 
СҮН (сокі — (sen uj = — 
du 7 7 (cos і — (sen U)j = —и,. 


Al derivar u, y Uy con respecto a t, para saber cómo cambian con el tiempo, la regla de 
la cadena implica 


. du, . : | ац. . 
о, = т и = ищ, Uy = “19 = —ич,. (3) 
Рог їашо, 
o. d И ы ; 
У = Ё = ЁТ, ru, | = ru, + rù, = ru, + rUuuy. (4) 


Vea la figura 13.33. Como en la sección anterior, usamos la notación de punto de Newton 
para las derivadas con respecto al tiempo con el fin de mantener las fórmulas lo más senci- 
llas posible: ù, significa du,/dt, U < entra 7, р. 951 > significa Цаг, etcétera. 

La aceleración es 


a = ў = (fu, + 7ú,) + (Uuu + rÚu, + гий). (5) 

Al usar las ecuaciones (3) para evaluar ù, y Uy y al separar los componentes, la ecuación 
para la aceleración es 

а = (7 — ги”), + (ги + 2+U)u. (6) 


Para ampliar estas ecuaciones de movimiento al caso espacial, agregamos zk al lado 
derecho de la ecuación r = ru,. Entonces, en estas coordenadas cilíndricas, 


r =ru, + zk 
у = ѓи, + гиц + ¿k (7) 
a = (F — rib)u, + (ги + 270) + ЁК. 


Los vectores и,, Uy, у К forman un sistema de referencia vectorial derecho (figura 
13.34), en donde 


u, х Uy = К, Uy х К = 9 k x u, = Uuu. (8) 


Los planetas se mueven en planos 


La ley de la gravitación de Newton dice que si r es el radio vector desde el centro de un sol 
de masa M hasta el centro de un planeta de masa m, entonces la fuerza F de atracción gra- 
vitacional entre el planeta y el sol es 


_GmM г. 


Е = 
Цан 


(9) 
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FIGURA 13.35 La fuerza de gravedad se 
dirige a lo largo de la línea que une los 
centros de masa. 


C=rxr 


iy al 
Planeta . 
т 


FIGURA 13.36 Un planeta que obedece 
las leyes de gravitación y movimiento de 


Newton viaja en el plano que pasa por el 
centro de masa del sol perpendicular a 
C=rxr. 


Posición del perihelio 
Z (punto más 
cercano al Sol) 


АЕ r 0 =0 


P(r, 0) 


FIGURA 13.37 El sistema de coordena- 
das para el movimiento planetario. El mo- 
vimiento es contrario al de las manecillas 
del reloj cuando se ve desde arriba, como 
se muestra y U> 0. 
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(figura 13.35). G es la constante de gravitación universal y si la masa se mide en kilo- 
gramos, la fuerza en newtons y la distancia en metros, entonces G es aproximadamente 
6.6726 х 107"! Nm? kg”. 

Al combinar la ecuación (9) con la segunda ley de Newton, F = тї, para llegar a la 
fuerza que actúa sobre el planeta, tenemos 


т = — СтМ г. 
цац 
. (10) 
НЕН 
El planeta se acelera hacia el centro del sol en todo momento. 
La ecuación (10) dice que Y es un múltiplo de r, de modo que 
rxr=0, (11) 
Un cálculo de rutina muestra que r X Fr X r: 
d шоо эд TER Т 
ди RES ERRE EX P= TXT, (12) 
0 
Por tanto, la ecuación (11) es equivalente a 
d Бо 
т\т Х®) = 0, (13) 
que se integra como 
rxr=C (14) 


para cierto vector constante C. 

La ecuación (14) dice que r y ѓ siempre se encuentran en un plano perpendicular а С. 
Por tanto, el planeta se mueve en un plano fijo que pasa por el centro de su sol (figura 
13.36). 


Coordenadas y condiciones iniciales 


Ahora introducimos coordenadas, colocando el origen en el centro de masa del sol y hace- 
mos que el plano de movimiento del planeta sea el plano con coordenadas polares. Esto 
hace que r sea el vector posición (en coordenadas polares) del planeta, que |r | sea igual a r 
y r/|r | igual a и,. También colocamos el eje z de modo que К sea la dirección de С. Así, К 
tiene la misma relación derecha con r X ѓ que С, y el movimiento del planeta es en direc- 
ción contraria a la de las manecillas del reloj, cuando se ve desde el semieje positivo z. Es- 
to hace que Ucrezca con t, de modo que Ù > 0 para toda г. Por último, de ser necesario gi- 
ramos el plano con coordenadas polares alrededor del eje z, para que el rayo inicial 
coincida con la dirección de r cuando el planeta está más cerca del sol. Esto hace que el 
rayo pase por la posición del perihelio del planeta (figura 13.37). 

Si medimos el tiempo de modo que г = О en el perihelio, tenemos las siguientes con- 
diciones iniciales para el movimiento del planeta. 


r = го, el radio mínimo, cuando t = 0 
+ = 0 cuando г = 0 (pues r tiene un valor mínimo ahí) 


u = 0 cuando t = 0 


>Р о о н 


[у | = Yo cuando 1 = 0 


BIOGRAFÍA HISTÓRICA 


Johannes Kepler 
(1571-1630) 


Planeta 


> 


Sol 


FIGURA 13.38 Та línea que une a un 
planeta con su sol barre áreas iguales en 
tiempos iguales. 
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Como 
Yo = | vl:=0 


= ти, + гоо yl г-0 Ecuación (4) 


= [run 1=0 += 0 cuando ż = 0 
= (ги шг-0 

= |rUl:=0 [чу] = 1 

= (гШу=о, гу йрозїйуоз 


también sabemos que 
5. ги = yocuando г = 0. 


Primera ley de Kepler (La ley de la sección cónica) 


La primera ley de Kepler dice que la trayectoria de un planeta es una sección cónica con el 
sol en uno de los focos. La excentricidad de la cónica es 


2 
e=] (15) 
y la ecuación polar es 
_ (1 +e)ro 
"TA ecosu' ЫН) 


Esta deducción necesita la segunda ley de Kepler, de modo que establecemos y de- 
mostramos la segunda ley antes de demostrar la primera. 


La segunda ley de Kepler (La ley de áreas iguales) 


La segunda ley de Kepler dice que el radio vector desde el centro de masa del sol hasta el 
centro de masa de un planeta (el vector r en nuestro modelo) barre áreas iguales en tiem- 
pos iguales (figura 13.38).Para deducir la ley, usamos la ecuación (4) para evaluar el pro- 
ducto cruz С = r X Ё de la ecuación (14): 


С=гхг=гху 


= ru, X (fu, + гаа) Ecuación (4) 
= riu, X u) + г(гй)(и„ X uu) (17) 
0 k 
= r(rUk. 
Al establecer 1 igual а cero tenemos 
С = [r(rU)];=0k = royok. (18) 
АІ sustituir este valor de С еп la ecuación (17) obtenemos 
roYoK = ГЭЖ, or г20 = royo. (19) 


Aquí es donde entra el área. La diferencial de área en coordenadas polares es 
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(Sección 10.7). De acuerdo con esto, dA/dt tiene el valor constante 


4 1130 = 5 туо (20) 
Así, dA/dt es constante, lo que nos da la segunda ley de Kepler. 

Para la Tierra, го es aproximadamente 150, 000, 000 km, yo es aproximadamente 
30 km/s у dA/dt es aproximadamente 2,250,000,000 кт? /5. Cada vez que late su corazón, 
la Tierra avanza 30 km a lo largo de su órbita, y el radio que une la Tierra con el Sol barre 
2, 250,000,000 km? de área. 


Demostración de la primera ley de Kepler 


Para demostrar que un planeta se mueve a lo largo de una sección cónica con el sol en uno 
de los focos, necesitamos expresar el radio del planeta r como una función de и. Esto re- 
quiere una larga serie de cálculos y sustituciones que no son del todo evidentes. 

Comenzaremos соп la ecuación que resulta de igualar los coeficientes de u, = r/|r| 
en las ecuaciones (6) y (10): 


=-22 (21) 


Eliminamos temporalmente Ù, reemplazándolo por roYo/ r? de la ecuación (19) y reorde- 
namos la ecuación resultante para obtener 


2/2 

эс f СМ 

= y 30 == >> (22) 
r F 


Usamos un cambio de variable para convertir esto en una ecuación de primer orden. Con 


_ dr dir _ dp Фаг _ dp 
PO w q а ааа Par 


Regla de la cadena 


La ecuación (22) se convierte en 


d Za 2 
р _ то уо GM (23) 
dr r? r2 


Al multiplicar por 2 e integrar con respecto a r tenemos 


21:52 
р = (+? = _ к нё. (24) 


Las condiciones iniciales r = rọ y + = 0 cuando £ = 0, determinan el valor de Су como 


2 2GM 
С, = Уд = To ` 


De acuerdo con esto, podemos reordenar la ecuación (24) como 
2 2 ro? 1 1 
17 = Уб 1- 2 + 2GM\ к = ту). (25) 
r 


El efecto del paso de la ecuación (21) a la ecuación (25) ha sido el reemplazo de una 
ecuación diferencial de segundo orden en r por una ecuación diferencial de primer orden 
en r. Nuestro objetivo sigue siendo expresar r en términos de U, de modo que regresamos 
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Ua la escena. Para esto, dividimos ambos lados de la ecuación (25) entre los cuadrados de 
los lados correspondientes de la ecuación r2U= royo (Ecuación 19) y usamos el hecho 
de que +/U = (dr/dt)/(du/dt) = dr/du para obtener 


1(dY- 1 1 , 26M (11 
r4 \du m 2 rye АЛ 70 


h= к. (26) 
0 y0 
Lala a(i 1). 
ro r 
Para simplificar un poco más, sustituimos 
а и и ldr du) 1(фү 
2 0 r du r2? du du r4 \аи/? 
y obtenemos 
du Y 
(а) = ир — и? + 2hu — 2huọ = (uy — h? — (и — В)?, (27) 
d 42 (и — MP (и h. (28) 
du 


¿Qué signo debemos tomar? Sabemos que Ч = rọ r? es positivo. Además, r co- 
2 0 
mienza con un valor mínimo еп 7 = 0, de modo que по puede decrecer de inmediato, y 
t = 0, al menos рага los primeros valores positivos de t. Por tanto, 


dr ї du __1dr 
a u’ y du adu 


El signo correcto para la ecuación (28) es el negativo. Una vez determinado esto, reorde- 
namos la ecuación (28) e integramos ambos lados con respecto a U: 


=] du 2 
2 (ио = h? — (и = h} 4 


cos ~! (х +) = и+ С. 


ио = h 


(29) 


La constante C, es igual а cero, pues и = uy cuando и = 0 y cos ! (1) = 0. Por tanto, 


ай С = cos и 
uy = h 
у 
1. 
y= u= h + (uo — й) cos U. (30) 


Unas cuantas maniobras algebraicas más producen la ecuación final 


_ (1+ е) 
r= IF есоѕи (31) 
donde 
2 
Leja CN (32) 


roh GM 
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Juntas, las ecuaciones (31) y (32) dicen que la trayectoria del planeta es una sección cóni- 
ca con el sol en uno de los focos, y con excentricidad igual a (г0Ус/ GM) — 1. Ésta es la 
formulación moderna de la primera ley de Kepler. 


Tercera ley de Kepler (La ley de tiempo-distancia) 


El tiempo Т que tarda un planeta en dar una vuelta a su sol es el periodo orbital del plane- 
ta. La tercera ley de Kepler dice que T y el semieje mayor a de la órbita se relacionan me- 
diante la ecuación 


Цан ээ (33) 


Como el lado derecho de esta ecuación es constante en un sistema solar fijo, la razón entre 
T? y а? es la misma para cada planeta del sistema. 

La tercera ley de Kepler es el punto de partida para estimar el tamaño de nuestro siste- 
ma solar. Permite expresar el semieje mayor de cada órbita planetaria en unidades astronó- 
micas, donde el semieje mayor de la Tierra es la unidad. La distancia entre cualesquiera 
dos planetas en cualquier instante se puede predecir en unidades astronómicas y sólo falta 
calcular una de estas distancias en kilómetros. Esto puede lograrse haciendo rebotar ondas 
de radio en Venus, por ejemplo. Ahora se sabe, después de una serie de tales mediciones, 
que la unidad astronómica es 149,597,870 km. 

Deduciremos la tercera ley de Kepler, combinando dos fórmulas para el área encerra- 
da por la órbita elíptica del planeta: 


La fórmula de la geometría donde a es el 


Fórmula 1: Area = pab semieje mayor y b es el semieje menor 


Т 
Fórmula 2: Área = / dA 
0 


T 
= / 1 royo dt Ecuación (20) 
о 2 


1 
= 0 Гуо. 
Al igualar esto obtenemos 
2pa b 2p 42 7 Para cualquier elipse, 
Т = тоУо = roYo 21 e”. b=a21-e? (34) 


Sólo falta expresar a у e en términos de ro, Yo, С, у М. La ecuación (32) hace esto pa- 
ra e. Para a, observamos que al igualar исор л en la ecuación (31) tenemos 


22146 
Гах 7 0ч = e" 
Por tanto, 
2r0 2r4GM 


(35) 


2а = ro + ках = = А 
$ 1-е 2СМ — royo 


Al elevar al cuadrado ambos lados de la ecuación (34) y al sustituir los resultados de las 
ecuaciones (32) y (35) se produce la tercera ley de Kepler (ejercicio 15). 
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Datos orbitales 


Aunque Kepler descubrió sus leyes en forma empírica y las estableció sólo para los seis 
planetas conocidos en su época, las deducciones modernas de las leyes de Kepler mues- 
tran que pueden aplicarse a cualquier cuerpo sobre el que actúe una fuerza que obedezca 
una ley de cuadrados inversos, como la ecuación (9). Éstas aplican para el cometa Halley y 
el asteroide Ícaro, así como a la órbita de la Luna alrededor de la Tierra y a la órbita de la 
nave Apolo 8 alrededor de la Luna. 

Las tablas 13.1 a 13.3 proporcionan más datos de órbitas planetarias y de siete satéli- 
tes artificiales de la Tierra (figura 13.39). Vanguard 1 envió datos que revelaron diferen- 


Altura del perigeo 


<— Altura del — 
apogeo 


FIGURA 13.39 Га órbita de un satélite cias entre los niveles de los océanos de la Tierra, los cuales proporcionaron los primeros 
de la Tierra: 2a = diámetro de la Tierra cálculos de las posiciones precisas de algunas de las más aisladas islas del Pacífico. Los 
+ altura del perigeo + altura del apogeo. datos también verificaron que la gravitación del sol y la luna afectarían la órbita de los sa- 


télites de la Tierra y que la radiación solar podría ejercer la presión suficiente para defor- 
mar una órbita. 


TABLA 13.1 Valores de a, e y Трага los principales planetas 

Semieje 
Planeta mayor a” Excentricidad e Periodo T 
Mercurio 31:93 0.2056 87.967 días 
Venus 108.11 0.0068 224.701 días 
Tierra 149.57 0.0167 365.256 días 
Marte 227.84 0.0934 1.8808 años 
Jupiter 778.14 0.0484 11.8613 años 
Saturno 1427.0 0.0543 29.4568 años 
Urano 2870.3 0.0460 84.0081 años 
Neptuno 4499.9 0.0082 164.784 años 
Plutón 5909 0.2481 248.35 años 


*Millones de kilómetros. 


TABLA 13.2 Datos de satélites de la Tierra 

Tiempo o 

tiempo Masa en el Altura Altura Semieje 

Fecha de esperado lanzamiento Periodo del perigeo del apogeo mayora  Excentricidad 

Nombre lanzamiento de vuelo (kg) (min) (km) (km) (km) 
Sputnik 1 Oct. 1957 57.6 días 83.6 96.2 215 939 6955 0.052 
Vanguard 1 Маг. 1958 300 años 1.47 138.5 649 4340 8872 0.208 
Syncom 3 Aug. 1964 > 10% años 39 1436.2 35,718 35,903 42,189 0.002 
Skylab 4 Nov. 1973 84.06 días 13,980 93.11 422 437 6808 0.001 
Tiros П Oct. 1978 500 años 734 102.12 850 866 7236 0.001 
GOES 4 Sept. 1980 > 10% años 627 1436.2 35,776 35,800 42,166 0.0003 
Intelsat 5 Dec. 1980 > 10% años 1928 1417.67 35,143 35,707 41,803 0.007 
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TABLA 13.3 Datos numéricos 


С = 6.6726 х 107"! Nm? kg ? 
1.99 x 10% kg 
5.975 х 10% kg 


Constante de gravitación universal: 
Masa del Sol: 
Masa de la Tierra: 


Radio del ecuador de la tierra: 6378.533 km 
Radio polar de la Tierra: 6356.912 km 
Periodo de rotación de la Tierra: 1436.1 min 


Periodo orbital de la Tierra: l año = 365.256 días 


Syncom 3 es parte de una serie de satélites de telecomunicaciones del Departamento 
de Defensa de los Estados Unidos. Tiros II (satélite de observación infrarroja por televi- 
sión) es un satélite para analizar el clima. GOES 4 (satélite ambiental operacional geoesta- 
cionario) forma parte de una serie de satélites diseñados para reunir información sobre la 
atmósfera terrestre. Su periodo orbital de 1436.2 minutos, es casi igual al periodo de rota- 
ción de la Tierra de 1436.1 minutos y su órbita es casi circular (е = 0.0003). Intelsat 5 es 
un satélite comercial de telecomunicaciones de alta capacidad. 


EJ ERCICIOS 13.6 


Recordatorio: Cuando un cálculo necesite la constante de gravitación 
G, exprese la fuerza en newtons, la distancia en metros, la masa en ki- 
logramos y el tiempo en segundos. 


1. Periodo del Skylab 4 Сото la órbita del Skylab 4 tenía un se- 


5. Diámetro promedio de Marte (Continuación del ejercicio 4.) 
La nave Viking 1 estaba a 1499 km de la superficie de Marte en su 
punto más cercano, y a 35, 800 km de la superficie en el punto 
más lejano. Use esta información y el valor obtenido en el ejerci- 


mieje mayor de a = 6808 km, la tercera ley de Kepler debe dar el 
periodo. Considere M igual a la masa de la Tierra. Calcule el pe- 
riodo y compare su resultado con el valor que aparece en la tabla 
13.2. 


2. Rapidez de la Tierra en el perihelio La distancia de la Tierra 
al Sol en el perihelio es de aproximadamente 149, 577, 000 km. 
La excentricidad de la órbita de la Tierra alrededor del Sol es 
0.0167. Calcule la rapidez ур de la Tierra en el perihelio de su ór- 
bita. (Use la ecuación (15).) 


3. Semieje mayor del Proton І En julio de 1965, la URSS lanzó 
el Proton 1, con un peso de 12, 200 kg (en el lanzamiento), con 
una altura del perigeo de 183 km, una altura del apogeo de 589 km 
y un periodo de 92.25 minutos. Use los datos de masa de la Tierra 
y la constante gravitacional G para determinar el semieje mayor a 
de la órbita, a partir de la ecuación (3). Compare su respuesta con 
el número obtenido al sumar las alturas de perigeo y apogeo con 
el diámetro de la Tierra. 


4. Semieje mayor del Viking I La nave orbitante Viking I, que hi- 
zo un reconocimiento de Marte de agosto de 1975 a junio de 1976, 
tuvo un periodo de 1639 minutos. Use esto y la masa de Marte, 
6.418 х 10% kg, para calcular el semieje mayor de la órbita del 
Viking 1. 


cio 4 para estimar el diámetro promedio de Marte. 


. Periodo del Viking 2 La nave orbital Viking 2, que hizo un re- 


conocimiento de Marte de septiembre de 1975 a agosto de 1976, 
describió una elipse cuyo semieje mayor era de 22, 030 km. ¿Cuál 
fue su periodo orbital? (Exprese su respuesta en minutos.) 


. Órbitas geosíneronas Varios satélites en el plano ecuatorial de 


la Tierra tienen órbitas casi circulares cuyos periodos son iguales 
al periodo de rotación de la Tierra. Tales órbitas son geosíncronas 
o geoestacionarias, pues mantienen al satélite sobre el mismo 
punto de la superficie terrestre. 


a. Aproximadamente, ¿cuál es el semieje mayor de una órbita 
geosíncrona? Justifique su respuesta. 


b. ¿Cuál es la altura aproximada de una órbita geosíncrona sobre 


la superficie terrestre? 


с. ¿Cuáles de los satélites de la tabla 13.2 tienen órbitas (casi) 
geosíncronas? 


. La masa de Marte es de 6.418 х 102% kg.Si un satélite que gira 


alrededor de Marte debe mantener una órbita estacionaria (tener 
el mismo periodo que el de rotación de Marte, que es de 1477.4 


10. 


1. 


12. 


13. 


14. 


15. 


minutos), ¿cuál debe ser el semieje mayor de su órbita? Justifique 
su respuesta. 


. Distancia de la Tierra а la Luna El periodo de rotación de la 


Luna alrededor de la Tierra es de 2.36055 X 10% segundos. ¿Apro- 
ximadamente a qué distancia se encuentra la Luna? 


Cálculo de la rapidez de un satélite Un satélite se mueve alre- 
dedor de la Tierra en una órbita circular. Exprese la rapidez del 
satélite como una función del radio de la órbita. 


Periodo orbital 51 T se mide en segundos y a en metros, ¿cuál 
es el valor de 7?/a* рага los planetas de nuestro sistema solar? 
¿Para los satélites que orbitan la Tierra? ¿Para los satélites que or- 
bitan la Luna? (La masa de la Luna es 7.354 X 102 kg.) 


Tipo de órbita ¿Para qué valores de уо en la ecuación (15) ocu- 
rre que la órbita de la ecuación (16) sea una circunferencia? ¿Una 
elipse? ¿Una parábola? ¿Una hipérbola? 

Órbitas circulares Muestre que un planeta en órbita circular se 
mueve con rapidez constante. (Sugerencia: Esto es consecuencia 
de una ley de Kepler.) 


Suponga que r es el vector posición de una partícula que se mue- 
ve a lo largo de una curva plana, у dA/dt es la razón con que el vec- 
tor barre el área. Sin usar coordenadas y suponiendo que las deri- 
vadas necesarias existen, proporcione un argumento geométrico 
basado en incrementos y límites para demostrar la validez de la 
ecuación 


dA 1 : 
a a pr xr]. 

Tercera ley de Kepler Complete la deducción de la tercera ley 
de Kepler (lo que continúa después de la ecuación (34)). 
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En los ejercicios 16 y 17, dos planetas, A y B, orbitan su sol en trayec- 
torias circulares, de modo que A es el planeta interior y B el más leja- 
no. Suponga que las posiciones de A y В en el instante t son 


ra(1) = 2cos (2p1)i + 2 sen (2p1)j 


гв(ї) = 3 cos (рг + 3 sen (pr)j, 


respectivamente, donde se supone que el sol está en el origen y las dis- 
tancias se miden en unidades astronómicas. (Observe que el planeta A 
se mueve más rápido que el planeta B.) 

Los habitantes del planeta A consideran a su planeta y no al sol 
como el centro de su sistema planetario. 


16. Use el planeta A como origen de un nuevo sistema de coordena- 
das y dé ecuaciones paramétricas para la posición del planeta B 
en el instante т. Escriba su respuesta en términos de cos (pt) y 


sen (рї). 


17. Use el planeta A como origen y grafique la trayectoria del planeta B. 


Este ejercicio muestra la dificultad que en la época anterior a 
Kepler (con una visión geocéntrica — planeta A — del sistema so- 
lar) se tuvo para comprender los movimientos de los planetas (por 
ejemplo, el planeta B podría ser Marte). Al respecto vea el artícu- 
lo de D. G. Saari en American Mathematical Monthly, Vol. 97 (fe- 
brero, 1990), páginas 105-119. 


18. Kepler descubrió que la trayectoria de la Tierra alrededor del Sol 
es una elipse con el Sol en uno de los focos. Sea r(t) el vector po- 
sición del centro del Sol al centro de la Tierra, en el instante t. Sea 
w el vector que va del Polo Sur al Polo Norte de la Tierra. Se sabe 
que w es constante y no ortogonal al plano de la elipse (el eje de 
rotación de la Tierra está inclinado). En términos de r(1) у w, dé el 
significado matemático del (i) perihelio, (ii) afelio, (iii) equinoc- 
cio, (iv) solsticio de verano, (v) solsticio de invierno. 


Capítulo 


Preguntas de repaso 


. Enuncie las reglas para derivar e integrar funciones vectoriales. 


Dé ejemplos. 


. ¿Cómo se define y se calcula la velocidad, la rapidez, la dirección 


de movimiento y la aceleración de un cuerpo que se mueve a lo 
largo de una curva en el espacio, suficientemente diferenciable? 
Dé un ejemplo. 


. ¿Qué tienen de particular las derivadas de las funciones vectoria- 


les con longitud constante? Dé un ejemplo. 


. ¿Cuáles son las ecuaciones vectoriales y paramétricas para el mo- 


vimiento de un proyectil ideal? ¿Cómo se encuentra la altura má- 
xima, el tiempo de vuelo y el alcance de un proyectil? Dé ejem- 
plos. 


. ¿Cómo se define y se calcula la longitud de un segmento de una 


curva regular en el espacio? Dé un ejemplo. ¿Qué hipótesis mate- 
máticas están implicadas en la definición? 


6. ¿Cómo se mide la distancia a lo largo de una curva regular en el 
espacio, a partir de un punto base? Dé un ejemplo. 


7. ¿Qué es un vector unitario tangente a una curva diferenciable? Dé 
un ejemplo. 


8. Defina curvatura, círculo de curvatura (círculo osculador), centro 
y radio de curvatura para curvas dos veces diferenciables en el 
plano. Dé ejemplos. ¿Cuáles curvas tienen curvatura cero? ¿Cuá- 
les tienen curvatura constante? 


9. ¿Qué es un vector normal principal de una curva plana? ¿Cuándo 
está definido? ¿En que dirección apunta? Dé un ejemplo. 


10. ¿Cómo se define a N y a k de las curvas en el espacio? ¿Cuál es la 
relación entre ambas? Dé ejemplos. 
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11. ¿Qué es un vector binormal a una curva? Dé un ejemplo. ¿Cuál 
es la relación de este vector con la torsión de la curva? Dé un 
ejemplo. 

12. ¿Cuál fórmula permite escribir la aceleración de un cuerpo como 
la suma de sus componentes tangencial y normal? Dé un ejemplo. 


¿Por qué escribirla de esta manera? ¿Qué pasa si el cuerpo se 
mueve con rapidez constante? ¿Y qué pasa si se mueve con rapi- 
dez constante a lo largo de una circunferencia? 


13. Enuncie las leyes de Kepler. ¿A qué fenómenos se aplican? 


Capítulo Ejercicios de práctica 


Movimiento en un plano cartesiano 


En los ejercicios 1 y 2, grafique las curvas y bosqueje los vectores ve- 
locidad y aceleración en los valores dados de /. Luego escriba a en la 
forma a = ay T + ayN sin determinar Т y №, y encuentre К en los va- 
lores dados de /. 


1. r(t) = (4cos t)i + (2 2 зев 1). г-0ур/4 
. r(t) = (2 3 sec t)i + (2 3 tant)j, t=0 


З. La posición de una partícula en el plano en el instante 7 es 


N 


Calcule la máxima rapidez de la partícula. 

4. Suponga que r(t) = (e' cos t)i + (el sen t)j. Muestre que el ángu- 
lo entre r y a nunca cambia. ¿Cuál es ese ángulo? 

5. Cálculo de la curvatura En el punto P, la velocidad y la acele- 
ración de una partícula que se mueve en el plano son v = 3i + 4j 
ya = 5i + 15j. Calcule la curvatura de la trayectoria de la partí- 
cula en P. 


6. Determine el punto de la curva y = е* donde la curvatura es má- 
xima. 


7. Una partícula se mueve a lo largo de la circunferencia unitaria en 
el plano xy. Su posición en el instante tes r = xi + yj, donde ху 
y son funciones diferenciables de t. Determine dy/dt, si уі = y. 
¿El movimiento se realiza en el sentido de las manecillas del re- 
loj, o en sentido contrario? 


8. Usted envía un mensaje a través de un tubo neumático que sigue 
la curva 9y = х? (distancia en metros). En el punto (3, 3), уг! 
= 4 y a:i = —2. Determine los valores de v-j уа?) en (3, 3). 


9. Caracterización del movimiento circular Una partícula se 
mueve en el plano de modo que sus vectores velocidad y acelera- 
ción son siempre ortogonales. Muestre que la partícula se mueve 
en una circunferencia con centro en el origen. 


10. Rapidez а lo largo de una cicloide Una rueda circular con un 
radio de 1 pie y con centro en C rueda hacia la derecha a lo largo 
del eje x, dando media vuelta por segundo. (Vea la siguiente figu- 
ra.) En el instante / (en segundos), el vector posición del punto Р 
sobre la circunferencia de la rueda es 


г = (pr — sen pí)i + (1 — cos pt)j. 


a. Trace la curva descrita por P durante el intervalo 0 = £ = 3. 

b. Determine у y a en г = 0, 1, 2, y agregue estos vectores a su 
dibujo. 

с. En un instante dado, ¿cuál es la rapidez hacia delante del pun- 
to superior de la rueda y de C? 


>< 


Movimiento de proyectiles y movimiento en un 
plano 


11. Lanzamiento de bala Una bala sale de la mano del lanzador a 
6.5 pies sobre el suelo con un ángulo de 45° a 44 pies/s. ¿Dónde 
está 3 segundos después? 


12. Jabalina Una jabalina sale de la mano del lanzador a 7 pies 
sobre el suelo con un ángulo de 45° a 80 pies/s. ¿Qué altura al- 
canza? 


13. Una pelota de golf es golpeada con una rapidez inicial yy forman- 
do un ángulo a con respecto a la horizontal, desde un punto que 
está al pie de una colina recta que guarda una inclinación de un 
ángulo f con la horizontal, donde 


0-1 <а<5. 


Muestre que la pelota toca tierra a una distancia 


2yo? cos a 
gcos?f 


еп (а = f), 


medida sobre la colina. Por tanto, muestre que el mayor alcance 
que puede lograr para Yo dado ocurre cuando a = (f /2) + (p/4); 
es decir, cuando el vector de la velocidad inicial biseca el ángulo 
entre la vertical y la colina. 


14. 


15. 


16. 


17. 


18. 


19. 


El Dictator El mortero Dictator usado en la guerra civil esta- 
dounidense pesaba tanto (17,120 libras) que debía montarse en un 
vagón de ferrocarril. Tenía un calibre de 13 pulgadas y usaba una 
carga de pólvora de 20 libras para disparar un proyectil de 200 li- 
bras. El mortero fue fabricado por Charles Knapp en su fundición 
de Pittsburgh, Pennsylvania, y fue utilizado por el ejército de la 
Unión en 1864 en el sitio de Petersburg, Virginia. ¿Qué tan lejos 
disparaba? Aquí tenemos una diferencia de opinión. El manual de 
ordenanza afirmaba que hasta 4325 yardas, mientras que los ofi- 
ciales de campo afirmaban que 4752 yardas. Suponiendo un pro- 
yectil ideal y un ángulo de disparo de 45°, ¿cuáles es la rapidez de 
boca correspondiente a cada caso? 


El récord mundial para tapones de botella de champaña 


a. Hasta 1988, el récord mundial de distancia recorrida por un 
tapón al abrir una botella de champaña era de 109 pies 6 pul- 
gadas, establecido por el capitán Michael Hill de la Artillería 
Real Británica (por supuesto). Suponiendo que el capitán Hill 
sostuvo el cuello de la botella a nivel del suelo con un ángulo 
de 45° y que el corcho se comportó como un proyectil ideal, 
¿cuál fue la rapidez del corcho al salir de la botella? 


b. Un nuevo récord mundial de 177 pies 9 pulgadas fue estable- 
cido el 5 de junio de 1988 por el profesor Heinrich del Rens- 
selaer Polytechnic Institute, al disparar a 4 pies del suelo en 
los viñedos de Woodbury en Nueva York. Suponiendo una tra- 
yectoria ideal, ¿cuál fue la rapidez inicial del corcho? 


Jabalina En Postdam en 1988, Petra Felke, de la entonces Ale- 
mania Oriental, estableció un récord mundial para mujeres, cuan- 
do arrojó una jabalina a 262 pies 5 pulgadas. 


a. Si Felke lanzó la jabalina con un ángulo de 40° con respecto a 
la horizontal, a 6.5 pies sobre el suelo, ¿cuál fue la rapidez 
inicial de la jabalina? 

b. ¿Hasta dónde llegó la jabalina? 


Curvas síncronas Elimine о de las ecuaciones del proyectil 
ideal 


х = (ypcosa)t, у = (yosen a) — 280, 


Demuestre que х2 + (у + gr?/2)? = yo?*1?. Esto implica que to- 
dos los proyectiles lanzados en forma simultánea desde el origen 
con la misma rapidez inicial estarán en algún momento en la cir- 
cunferencia de radio yo? con centro en (0, —g1?/2), sin importar 
su ángulo de lanzamiento. Estas circunferencias reciben el nom- 
bre de curvas síncronas del lanzamiento. 


Radio de curvatura Demuestre que el radio de curvatura de 
una curva plana dos veces diferenciable r(t) = f(t)i + g(t)j es- 
tá dado por la fórmula 
-2 -2 

X + 5 

E a donde A EA 
202+ Y - 9? 


Curvatura Exprese la curvatura de la curva 


(Гоо) (Ге (н) 


como función de las distancias dirigidas, s, del origen а los puntos 
de la curva. (Vea la siguiente figura.) 
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-0:75 025 05 0.75 7 


20. Una definición alternativa de la curvatura en el plano Una 
definición alternativa da la curvatura de una curva plana suficien- 
temente diferenciable como | df /ds|, donde ф es el ángulo entre 
T ei (figura 13.40a). La figura 13.40b muestra la distancia s me- 
dida en el sentido contrario al de las manecillas del reloj alrede- 
dor de la circunferencia x? + y? = a? del punto (a, 0) a un pun- 
to Р, junto con el ángulo ф en Р. Calcule la curvatura de la 
circunferencia con esta definición alternativa. (Sugerencia: 


f = u+ p/2.) 


х 


(b) 


FIGURA 13.40 Figuras para el 


ejercicio 20. 


Movimiento en el espacio 

Calcule las longitudes de las curvas de los ejercicios 21 y 22. 
21. r(t) = (2cos fi + (2sent)j + fk, 0 = t= p/4 
22. r(t) = (3 cos t)i + (3 sen t)j + 2k, 05153 


En los ejercicios 23-26, determine T, N, B, К, y теп el valor dado 
de t. 


4 


23. r(t) = а (1 titi ! 


(р) 4 з !Е 


т= 0 


24. r(t) = (el sen 21)i + (e'cos 21)j + 2e'k, т=0 
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25. r(t) = й + 368 г-102 


26. r(t) = (3 соѕһ 27)і + (3 senh 21)j + 6tk, t= 2 


En los ejercicios 27 y 28, escriba a en la forma a = атТ + anN еп 
t = 0, sin determinar Т y №. 


27. r(t) = (2 + 3t + 3t°)i + (41 + 41?) — (6cos t)k 

28. г) = (2 + Hi + (+28) + (1 +{?)К 

29. Determine Т, №, В, К, у t como funciones de / si г(ї) 
= (sen /)і + (2 2 cos 1) + (sen £)k. 


30. ¿En qué instantes del intervalo 0 = г = р , los vectores veloci- 
dad y aceleración son ortogonales al movimiento  r(r) = і 
+ (5 cos 1)j + (3 sen 1)k? 


31. La posición de una partícula, que se mueve en el espacio, en el 
instante г = 0 es 


г(ї) = 21 4 (за) | (з 5) 


Determine el primer instante en que г es ortogonal al vector 
1-1 

32. Determine las ecuaciones para los planos osculador, normal y гес- 
tificante de la curva r(t) = ti + 12) + гк en el punto (1, 1, 1). 


33. Determine las ecuaciones paramétricas de la recta que es tangente 
a la curva r(t) = еї + (sen £)j + In(1 — fkent= 0. 

34. Encuentre las ecuaciones paramétricas de la recta tangente a la 
hélice r(1) = (2 2 cos t)i + (2 2 sen 1) + tk en el punto don- 
de t = p/4. 


35. Vista desde el Skylab 4 ¿Qué porcentaje del área de la superfi- 


cie de la Tierra podían ver los astronautas cuando Skylab 4 estaba 
en su altura de apogeo, 437 km arriba de la superficie? Para deter- 
minar esto, modele la superficie visible como la superficie gene- 
rada al girar el arco circular СТ que muestra la siguiente figura, 
alrededor del eje y. Luego realice estos pasos: 


1. Use triángulos semejantes en la figura para mostrar que 
Уд/6380 = 6380/(6380 + 437). Despeje yo. 


2. Calcule el área visible (con cuatro cifras significativas) como 


3. Exprese el resultado como porcentaje del área de la superfi- 
cie terrestre. 


S (Skylab) 
437 
| х = V(6380)? — y? 


> х 


Capítulo Ejercicios adicionales y avanzados 


Aplicaciones 


1. Un río recto tiene 100 m de ancho. Un bote de remos sale de la 
orilla lejana en el instante £ = O. La persona del bote rema a ra- 
zón de 20m/min, siempre hacia la orilla cercana. La velocidad del 
río en (x, y) es 


1 ЭРЭГ? 
у ( 250 Y 50)-4 10 i m/min, 0 < y < 100. 


a. Dado que г(0) = 01 + 100), ¿cuál es la posición del bote en 
el instante 1? 


b. ¿A qué distancia río abajo llegará el bote a la orilla cercana? 


100 Orilla lejana 


Ци 


0 Orilla cercana 


2. Un río recto tiene 20 m de ancho. La velocidad del río en (x, y) es 


2 3x(20 = х), : 122 22:44 
y=-— > jm/min, = х= 20. 


Un bote deja la orilla en (0, 0) y viaja por el agua con una veloci- 


dad constante. Llega a la orilla opuesta en (20, 0). La rapidez del 
bote es siempre 2 20 m/min. 


ЧИ 


a. Calcule la velocidad del bote. 
b. Determine la posición del bote en el instante t. 


с. Trace la trayectoria del bote. 


3. Una partícula Р que no experimenta fricción, parte del reposo en 


el instante г = 0 en el punto (a, 0, 0), y se desliza hacia abajo por 
la hélice 


r(0) = (acos 0)і + (asen0)j + ЬӨК (a,b > 0) 


bajo la influencia de la gravedad, como muestra la siguiente figu- 
ra. Ө en esta ecuación es la coordenada cilíndrica Ө estándar, y la 
hélice es la curva r = = а, = = БӨ, Ө = 0, en coordenadas ci- 
líndricas. Suponemos que Ө es una función diferenciable de т para 
el movimiento. La ley de la conservación de la energía nos dice 
que la rapidez de la partícula después de caer directamente hacia 
abajo una distancia z es V 222, donde g es la magnitud de la ace- 
leración constante de la gravedad. 


a. Determine la velocidad angular 40/4: cuando 0 = 27. 


b. Exprese las coordenadas 0- y z de la partícula como funciones 
de t. 


с. Exprese las componentes tangencial y normal de la velocidad 
dr/dt y de la aceleración d?r/dt? como funciones de t. ¿La 
aceleración tiene una componente no nula en la dirección del 
vector binormal B? 


х 
La hélice 
“r=a,z=b0 


El semieje z positivo 
pa apunta hacia abajo 
2 


4. Suponga que la curva del ejercicio 3 se reemplaza con la hélice 


cónica r = а0, < = b0 que muestra la siguiente figura. 
a. Exprese la velocidad angular d8/dt como función de Ө. 


b. Exprese la distancia recorrida por la partícula a lo largo de la 
hélice como función de Ө. 


Hélice cónica 
г = а0,: = 0 


El semieje z positivo 
apunta hacia abajo 


| 
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Sistemas de coordenadas polares 
y el movimiento del espacio 


5. 


Нь 


10. 


Deduzca, a partir de la ecuación orbital 


a (1 ын e)ro 
tE ecos 0 


que un planeta está más cerca de su sol cuando Ө = 0, y muestre 
que r = го en ese instante. 


. Una ecuación de Kepler El problema de localizar un planeta 


en su órbita, en una fecha y hora dada, implica resolver ecuacio- 
nes “de Kepler” de la forma 


х) = х— 1 


1 E 
y Senx 0. 


a. Muestre que esta ecuación particular tiene una solución entre 
x=0yx=2. 

b. Con su computadora o calculadora en “modo de radianes”, 
use el método de Newton para hallar la solución con el núme- 
ro de cifras significativas que desee. 


. En la sección 13.6 vimos que la velocidad de una partícula que se 


mueve en el plano es 
у= їі +уј = ѓа, + r0uy. 
а. Exprese х en términos de y, evaluando los productos punto 
v'iyv'j. 


b. Exprese + en términos de rô , evaluando los productos punto 
vu, ууу. 


. Exprese la curvatura de una curva dos veces diferenciable 


r = f(0) en el plano con coordenadas polares, en términos de f y 
sus derivadas. 


. Una varilla fina que pasa por el origen del plano en coordenadas 


polares gira, en el plano alrededor del origen, a razón de 3 rad/min. 
Un escarabajo parte del punto (2, 0) y camina a lo largo de la va- 
rilla hacia el origen, a razón de una pulgada por minuto. 


a. Determine la aceleración y la velocidad del escarabajo en for- 
ma polar, cuando está a la mitad del camino (a una pulgada) 
del origen. 


¿Cuál será la longitud de la trayectoria recorrida por el esca- 
rabajo (en décimas de pulgada) cuando llegue al origen? 


Conservación del momento angular Sea г(7) la posición en el 


espacio de un objeto en movimiento en el instante t. Suponga que 
la fuerza neta que actúa sobre el objeto en el instante 7 es 


€ 


F(t) = OF 


r(t), 


donde c es una constante. En física, el momento angular de un 
objeto en el instante 7 se define como L(t) = r(t) X mv(t), don- 
de m es la masa del objeto y у(7) es la velocidad. Demuestre que 
el momento angular se conserva; es decir, demuestre que 1.(7) es 
un vector constante, independiente del tiempo. Recuerde la ley de 
Newton F = ma. (Éste es un problema de cálculo, no de física.) 
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Sistemas de coordenadas cilíndricas a. Muestre que u,, Uy, y k, en ese orden, forma un sistema de 


P ТР аа referencia vectorial derecho de vectores unitarios. 
11. Vectores unitarios para la posición y el movimiento en coorde- 


nadas cilíndricas Cuando la posición de una partícula que se b. Muestre que 
mueve en el espacio está dada en coordenadas cilíndricas, los vec- du, йау 
tores unitarios que usamos para describir su posición y movi- ар У ор =н 
miento son 
u, = (cos U)i + (sen U)j, uu = —(sen U)i + (cos Ш), с. Suponiendo que las derivadas necesarias con respecto ат 
existen, exprese у = È y a = ř en términos de u,, щ, К, +, y 
y k (vea la siguiente figura). Entonces, el vector posición de la ù. (Los puntos indican las derivadas con respecto а t: Ё signi- 
partícula es г = ru, + zk, donde r es la coordenada de distancia fica dr/dt, E, significa d?r/dt?, etcétera.) En la sección 13.6 
polar positiva de la posición de la partícula. dedujimos estas fórmulas y mostramos la forma de usar los 
А vectores aquí mencionados para describir el movimiento pla- 
л netario. 


12. Longitud de arco en coordenadas cilíndricas 


a. Demuestre que al expresar ds? = dx? + dy? + dz? en térmi- 
nos de coordenadas cilíndricas, se obtiene ds? = dr? + 
rdl + de. 

b. Interprete este resultado geométricamente en términos de las 
aristas y una diagonal de una caja. Haga un bosquejo de la ca- 
ja. 


с. Use el resultado de la parte (а) para determinar la longitud de 
la curvar = ес = е0 = и = uls. 


Capítulo Proyectos de aplicación tecnológica 


Módulo de Mathematica/ Maple 


Seguimiento de un objeto móvil mediante el radar 

Visualice los vectores posición, velocidad y aceleración para analizar el movimiento. 

Módulo де Mathematica/ Maple 

Ecuaciones paramétricas y polares con un patinador de figura 

Visualice los vectores posición, velocidad y aceleración para analizar el movimiento. 

Módulo de Mathematica/ Maple 

Movimiento en tres dimensiones 

Calcule la distancia recorrida, la rapidez, la curvatura y la torsión del movimiento a lo largo de una curva en el espacio. Visualice y calcule los vec- 
tores tangente, normal y binormal asociados con el movimiento a lo largo de una curva en el espacio. 


ОО 
SER 
50) ) 


INTRODUCCIÓN Al estudiar un fenómeno del mundo real, es usual que una cantidad de- 
penda de dos o más variables independientes. Por lo tanto, debemos ampliar las ideas bási- 
cas del cálculo de funciones de una variable a funciones de varias variables. Aunque las re- 
glas de cálculo son las mismas, en este caso tenemos mayor riqueza. Las derivadas de las 
funciones de varias variables tienen mayor variedad y son más interesantes debido a las 
distintas formas de interacción entre las variables. Sus integrales conducen a una mayor 
variedad de aplicaciones. El estudio de la probabilidad, la estadística, la dinámica de flui- 
dos y la electricidad, por mencionar algunos casos, conduce de manera natural a funciones 
de más de una variable. 


E 4 g Ң Funciones de varias variables 


Muchas funciones dependen de más de una variable independiente. La función V = р r?h 
calcula, a partir de su radio y su altura, el volumen de un cilindro circular recto. La fun- 
ción f(x, y) = x? + y? calcula la altura del paraboloide z = x? + y? sobre el punto P(x, 
y), a partir de las dos coordenadas de P. La temperatura T de un punto sobre la superficie 
terrestre depende de su latitud х y su longitud у, lo que se expresa escribiendo Т = f(x, y). 
En esta sección definiremos funciones de más de una variable independiente y analizare- 
mos algunas formas de graficarlas. 

Las funciones reales de varias variables independientes reales se definen de una for- 
ma que puede deducirse fácilmente del caso de una variable. Los dominios son conjuntos 
de parejas (ternas, cuartetas, n-adas) de números reales, y las imágenes (o rangos) son 
conjuntos de números reales del mismo tipo del que hemos utilizado. 


DEFINICIONES Función de n variables independientes 


Suponga que D es un conjunto de n-adas de números reales (x1, x2,..., Xn).. Una 
función real /еп D es una regla que asigna un único número real 


w= Т(ху, х0,..., ха) 


а cada elemento en D. El conjunto D es el dominio de la función, mientras que el 
conjunto de valores w asumidos por fes el rango de la función. El símbolo w es 
la variable dependiente de f y se dice que f es una función de las n variables in- 
dependientes хү a х,. . Las х, son las variables de entrada de la función у w es 


7 
la variable de salida de la función. 
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Si f es una función de dos variables independientes que por lo general son х y y, entonces 
dibujamos el dominio de f como una región en el plano xy. Si f es una función de tres va- 
riables independientes que por lo general son x, y y z, entonces dibujamos el dominio co- 
mo una región en el espacio. 

En las aplicaciones tendemos a usar letras que nos recuerdan lo que representan las 
variables. Para decir que el volumen de un cilindro circular recto es una función de su ra- 
dio y altura, podemos escribir У = f(r, h). Para ser más específicos, podríamos reempla- 
zar la notación fr, h) por la fórmula que calcula el valor de V a partir de los valores de r y 
h, y escribir V = p r?h. En cualquier caso, r у h serán las variables independientes у У la 
variable dependiente de la función. 

Como es usual, para evaluar funciones definidas mediante fórmulas, sustituimos los 
valores de las variables independientes en la fórmula y calculamos el valor correspondien- 
te de la variable dependiente. 


EJEMPLO 1 Evaluación de una función 
El valor de f(x, у, 2) = 2 x? + y? + 2? enel punto (3, 0, 4) es 


7(8, 0, 4) = 2 (3)? + (0)? + (4)? = 2 25 = 5, 


De la sección 12.1 reconocemos а f como la función distancia del origen al punto (х, y, z), 
en coordenadas cartesianas en el espacio. п 


Dominios e imágenes 


Para definir una función de más de una variable, seguimos la práctica usual de excluir las 
entradas que conducen a números complejos o a la división entre cero. Si 
f(x, y) = 2 y — x°, y y no puede ser menor que x? . Si f(x, y) = 1/(xy), xy no puede ser 
cero. Supondremos que el dominio de una función es el conjunto más grande con el que la 
regla de definición genera números reales, a menos que específicamente se indique lo 
contrario. El rango o la imagen consta del conjunto de valores de salida para la variable 
dependiente. 


EJEMPLO 2(a) Funciones de dos variables 


Función Dominio Rango 
уз2у-х! y=x? (0, оо) 
w= у #0 (=, 0) U (0, со) 
w = senxy Todo el plano [=1, 1] 


(b) Funciones de tres variables 


Función Dominio Rango 

м= 2 х2 + у2 + 22 Todo el espacio [0, оо) 
1 

= ини жин ‚У, 2) # (0,0,0 0, оо 

жез се (x,y,z) = ( ) (0, со) 


w = хуа 2 Semiespacio z > 0 (00, оо) н 


1 
Ч £ 


E Yo) 


(a) Punto interior 


(хо, Yo) 


Ж 


=- 


(р) Punto frontera 


м 


FIGURA 14.1 Puntos interiores y puntos 
frontera de una región plana R. Un punto 
interior es necesariamente un punto de R. 
Un punto frontera de R no tiene que 


pertenecer a R. 
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Funciones de dos variables 


Las regiones en el plano pueden tener puntos interiores y puntos frontera, como pasa con 
los intervalos de la recta real. Los intervalos cerrados [a, b] incluyen sus puntos frontera, 
los intervalos abiertos (a, b) no incluyen sus puntos frontera, y los intervalos [a, b) no son 
abiertos ni cerrados. 


DEFINICIONES Puntos interiores, frontera, abiertos y cerrados 


Un punto (хо, yo) en una región (conjunto) R del plano xy es un punto interior 
de К 51 es el centro de un disco de radio positivo que está completamente dentro 
de R (figura 14.1). Un punto (xp, yo) es un punto frontera de R si cada disco con 
centro en (хо, yo) contiene puntos que están fuera de А y puntos que están en К. 
(El punto frontera no tiene que pertenecer a R, pero el punto interior desde luego 
que sí.) 

Los puntos interiores de una región conforman (como conjunto) el interior 
de la región. Los puntos frontera de una región conforman su frontera. Una re- 
gión es abierta si consta sólo de puntos interiores. Una región es cerrada si con- 
tiene todos sus puntos frontera (figura 14.2). 


y y y 
A A A 
4 5 М 
A aS А 
0 » Х » Х 0 » Х 
149 1х2 + у? < 1} {б у) [х2 + у? = 1} {(х у) |2 + у? = 1} 
Disco unitario abierto. Frontera del disco Disco unitario cerrado. 
Cada punto es un unitario. (La circun- Contiene atodos los 
punto interior. ferencia unitaria). puntos frontera. 


FIGURA 14.2 Puntos interiores y puntos frontera del disco unitario en el plano. 


Al igual que con los intervalos de números reales, algunas regiones del plano no son 
abiertas ni cerradas. Si comenzamos con el disco abierto de la figura 14.2 y agregamos al- 
gunos, pero no todos sus puntos frontera, el conjunto resultante no es abierto ni cerrado. 
Los puntos frontera que están en él hacen que el conjunto no sea abiertoy la ausencia de 
los demás puntos frontera hace que el conjunto no sea cerrado. 


DEFINICIONES Regiones acotadas y по acotadas en el plano 


Una región en el plano está acotada si está dentro de un disco de radio fijo. Una 
región es no acotada si no tiene fronteras. 


Algunos ejemplos de conjuntos acotados en el plano son los segmentos de recta, 
triángulos, interiores de triángulos, rectángulos, circunferencias y discos. Algunos ејет- 
plos de conjuntos no acotados en el plano son las rectas, los ejes coordenados, las gráficas 
de funciones definidas en intervalos infinitos, los cuadrantes, los semiplanos y el propio 
plano. 
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y 
Puntos ¡nteriores, 
donde y – x? > 0 


A 


La parábola 
у-х2-0 
es la frontera. 
х 


FIGURA 14.3 El dominio de 


f(x, y) = 2 y — x? consta de la región 
sombreada y la parábola y = x? que lo 
acota (ejemplo 3). 


La superficie 
z= f(x y) 

= 100 — ж — y? 
es la gráfica de f. 


f(x y = 75 


f(x y = 51 
(una curva 

de nivel típica 
en el dominio 
de la función) 


FIGURA 14,4 Та gráfica y algunas 
curvas de nivel de la función 
f(x, y) = 100 — х2 — y? (ejemplo 4). 


EJEMPLO 3 Descripción del dominio de una función de dos variables 
2 


Describa el dominio de la función f(x, у) = 2 y — x^. 


Solución Como festá definida sólo cuando y — x? > 0, el dominio es la región cerra- 
da, no acotada, que aparece en la figura 14.3. La parábola y = x? es la frontera del domi- 
nio. Los puntos sobre la parábola son parte del dominio y conforman su frontera. ш 


Gráficas, curvas de nivel y contornos de funciones 
de dos variables 


Hay dos formas usuales de dibujar los valores de una función f(x, y). Una consiste en tra- 
zar las curvas de nivel en el dominio, donde f asume un valor constante. La otra consiste 
en trazar la superficie z = f(x, y) en el espacio. 


DEFINICIONES Curva de nivel, gráfica, superficie 
El conjunto de puntos en el plano donde una función f(x, y) tiene un valor cons- 
tante f(x, у) = c es una curva de nivel de f. El conjunto de todos los puntos (х, 
y, fx, y)) en el espacio, para (х, y) en el dominio de f, se Пата la gráfica de f. A 
la gráfica de f también se le llama superficie z = f(x, y). 


EJEMPLO 4  Graficación de una función de dos variables 


Grafique f(x, y) = 100 — x? — y? y trace las curvas de nivel f(x, y) = 0, f(x, y) = 51, 
y f(x, y) = 75 en el dominio de fen el plano. 


Solución El dominio de f es todo el plano xy, y el rango de f es el conjunto de números 
reales menores o iguales que 100. La gráfica es el paraboloide z = 100 — x? — y? una 
parte del cual aparece en la figura 14.4. 

La curva de nivel f(x, y) = O es el conjunto de puntos en el plano xy donde 


f(x, y) = 100 — x? х? + y? = 100, 


у? = 0, о 


que es la circunferencia de radio 10 con centro еп el origen. De manera similar, las curvas 
de nivel f(x, y) = 51 y f(x, y) = 75 (figura 14.4) son las circunferencias 


fx, y) = 100 — x? – у? = 51, о х?+у?=49 


x? + у? = 25. 


fx, y) = 100 – х2 – у? = 75, о 


La curva de nivel f(x, у) = 100 sólo consta del origen. (Sigue siendo una curva de nivel.) 

ш 
La curva еп el espacio donde el plano z = c corta a una superficie z = f(x, y) está forma- 
da por los puntos que representan el valor de la función f(x, y) = c. A ésta se le llama 
curva de contorno f(x, у) = с para distinguirla de la curva de nivel f(x, у) = c en el do- 
minio de f. La figura 14.5 muestra la curva de contorno f(x, y) = 75 sobre la superficie 
z = 100 — x? — y? definida por la función f(x, у) = 100 — x? — y? La curva de con- 
torno está directamente arriba de la circunferencia x? + y? = 25, que es la curva de nivel 
f(x, у) = 75 en el dominio de la función. 

Sin embargo, no todo mundo hace esta distinción; tal vez usted prefiera llamar a am- 
bos tipos de curva por el mismo nombre y confiar en el contexto para aclarar lo que se tie- 
ne en mente. En la mayoría de los mapas, por ejemplo, a las curvas que representan una 
elevación (altura sobre el nivel del mar) se les llama contornos, no curvas de nivel (figura 
14.6). 
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La curva de contorno f (x, y) = 100 — х2 — y? = 75 
esla circunferencia x? + y? = 25 епа planoz= 75. 


Ріапог = 75 |1 


х@ 


—A Pr 3 
= A м 
| == ОГА 
МЕЕ |, Ў k 
SÓ 24 
Za AR 
y 


Lacurvadeniva f(x у) = 100 — х2 – y? = 75 
esla circunferencia x? + y? = 25 en d plano xy. 


FIGURA 14.5 Un plano z = c paralelo al 
plano xy que corta a una superficie 
z = f(x, y) produce una curva de contorno. 


FIGURA 14.6 Contornos en el Monte Washington, New Hampshire. (Reproducción con 
permiso del Club Montañés de los Apalaches). 


Funciones de tres variables 


En el plano, los puntos donde una función de dos variables independientes tiene un valor 
constante f(x, у) = c forman una curva en el dominio de la función. En el espacio, los 
puntos donde una función de tres variables independientes tiene un valor constante 
f(x, y, z) = с, forman una superficie en el dominio de la función. 


DEFINICIÓN Superficie de nivel 
El conjunto de puntos (x, y, z) en el espacio donde una función de tres variables 
independientes tiene un valor constante f(x, y, 2) = с, es una superficie de nivel 


de f. 


Como las gráficas de funciones de tres variables constan de puntos (х, у, z, f, y, 2)) 
que están en un espacio con cuatro dimensiones, no podemos trazarlas en nuestro marco 
de referencia tridimensional. Sin embargo, podemos ver cómo se comporta la función, 
analizando sus superficies de nivel tridimensionales. 


EJEMPLO 5 Descripción de las superficies de nivel de una función de tres 
variables 
Describa las superficies de nivel de la función 


fray = 2 x? + у? +z’. 
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Ух-у 2-1 
Мж -у2-2-2 
Мх2 + уг + 22= 3 


FIGURA 14.7 Las superficies de nivel de 
f(x,y,z) = 2 х2 + у? + 22 son esferas 
concéntricas (ejemplo 5). 


(Хо, Уо, 20) 


(a) Punto interior 


(Хо, Yo 20) 


(0) Punto frontera 


FIGURA 14,8 Puntos interiores y puntos 
frontera de una región en el espacio. 


Solución El valor de fes la distancia del origen al punto (х, y, z). Cada superficie de ni- 
vel 2 x? + y? +z = c, c > 0, es una esfera de radio с con centro en el origen. La fi- 
gura 14.7 muestra una vista con un corte de estas esferas. La superficie de nivel 
2 x? + y? + 2? = 0 consta sólo del origen. 

Aquí no graficamos la función; buscamos las superficies de nivel en su dominio. Las 
superficies de nivel muestran en qué forma cambian los valores de la función al movernos 
por el dominio. Si permanecemos en una esfera de radio c con centro en el origen, la fun- 
ción mantiene un valor constante, a saber, c. Si nos movemos de una esfera a otra, el valor 
de la función cambia. Crece al alejarnos del origen y decrece si nos movemos hacia el ori- 
gen. La forma como cambian los valores depende de la dirección que tomemos. Esta de- 
pendencia de la dirección es importante. En la sección 14.5 regresaremos a esto.. п 


Las definiciones de interior, frontera, abierta, cerrada, acotada y no acotada para las 
regiones en el espacio, son similares a las de las regiones en el plano. Para considerar la di- 
mensión extra, ahora usamos esferas sólidas de radio positivo en lugar de discos. 


DEFINICIONES Puntos interiores y frontera para regiones en el espacio 
Un punto (хо, уо, 20) en una región А del espacio es un punto interior de R, si es 
el centro de una bola sólida que está completamente dentro de R (figura 14.8a). 
Un punto (хо, уо, 20) es un punto frontera de А si toda esfera con centro en 
(xo, Yo, Zo) contiene puntos que están fuera de R y puntos que están en R (figura 
14.8b). El interior de R es el conjunto de puntos interiores de R. La frontera de 
К es el conjunto de puntos frontera de К. 

Una región es abierta si consta sólo de puntos interiores. Una región es ce- 
rrada si contiene a toda su frontera. 


Algunos ejemplos de conjuntos abiertos son el interior de una esfera, el semiespacio 
abierto z > 0, el primer octante (donde х, y y z son todos positivos) y el propio espacio. 

Algunos ejemplos de conjuntos cerrados en el espacio son las rectas, los planos, el se- 
miespacio cerrado z > 0, el primer octante con los planos que lo acotan, y el propio espa- 
cio (pues no tiene puntos frontera). 

Una esfera sólida con una parte de su frontera eliminada o un cubo sólido con una ca- 
ra, arista o esquina faltante son ejemplos de conjuntos que no son abiertos ni cerrados. 

Las funciones de más de tres variables independientes también son importantes. Por 
ejemplo, la temperatura de una superficie en el espacio puede depender no sólo de la posi- 
ción del punto Р(х, у, z) sobre la superficie, sino también del tiempo t, de modo que po- 
dríamos escribir Т = f(x, y, z, t). 


Graficación por computadora 


Los programas de graficación tridimensional para las computadoras y las calculadoras 
permiten graficar funciones de dos variables, oprimiendo unas cuantas teclas. Con frecuen- 
cia, podemos obtener información más rápidamente de una gráfica que de una fórmula. 
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EJEMPLO 6 Cómo modelar la temperatura debajo de la superficie terrestre 


La temperatura debajo de la superficie terrestre es una función de la profundidad x debajo 
de la superficie y el instante £ en el año. Si medimos х en pies y ѓ es el número de días 
transcurridos desde la fecha esperada para la temperatura superficial máxima anual, pode- 
mos modelar la variación de la temperatura mediante la función 


w = cos (1.7 х 107% — 02х)е 05, 


(La escala de temperatura en O pies se modifica para que varíe entre +1 y —1, de modo 
que la variación en x pies pueda interpretarse como una fracción de la variación sobre la 
superficie.) 

La figura 14.9 muestra una gráfica de la función, generada por computadora. А una 
profundidad de 15 pies, la variación (cambio en la amplitud vertical de la figura) es cerca- 
na al 5% de la variación en la superficie. A 30 pies, casi no hay variación durante el año. 


==. 


DONN 
1222: ^о 
22 ES 
AES 

== 


FIGURA 14,9 Esta gráfica generada por 
computadora de 


w = cos (1.7 X 10727 = 0.2x)e 02 


smuestra la variación estacional de la 
temperatura debajo del suelo como una 
fracción de la temperatura en la superficie. 

А x= 15 pies, la variación es sólo 5% de la 
variación en la superficie. A x=30 pies, la 
variación es menor al 0.25% de la variación en 
la superficie (ejemplo 6). (Adaptado del 
original proporcionado por Norton Starr). 


La gráfica también muestra que la temperatura a 15 pies bajo la superficie está desfa- 
sada casi medio año con respecto a la temperatura de la superficie. Cuando la temperatura 
tuvo un mínimo sobre la superficie (digamos que en enero), estaba en su punto máximo a 
15 pies debajo del suelo. A quince pies debajo del suelo, las estaciones se invierten. п 


La figura 14.10 muestra gráficas generadas por computadora de varias funciones de dos 
variables, junto con sus curvas de nivel. 
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1 | | 
1 


ах 
12 LESS 


24,2 
(а) z = e +8 (sen x? + cos y?) 


ММ 
y 
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(b) z = sen x + 2 sen у 


>< 


= 


A 
! ? 


N 
< 


* 
=y? 


(d) z = xye 


FIGURA 14.10 Gráficas generadas por computadora y superficies de nivel de 
funciones típicas de dos variables. 
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EJ ERCICIOS 14.1 


Dominio, rango y curvas de nivel 17. 18. 

En los ejercicios 1-12, (a) determine el dominio de la función, (b) de- y y 

termine el rango, (c) describa las curvas de nivel, (d) determine la =) = 
frontera del dominio, (е) determine si el dominio es una región abier- 


ta, cerrada o ninguna de las dos, y (f) decida si el dominio está o no 
acotado. 
2 » Х A L_—— 


1. fla y) =y-x у) = 2у-х zx 


3. f(x,y) = 4x? + 9y? 4. f(x,y) = x? – y? 
5, > = 6. 5 = 2 
Fx, у) = ху f(x, у) = y/x - | = 
1 ===, 
ТЕРЕ 8. f(x,y) = 29 - х2 – y? 


= 


9. f(x, y) = In (a? + y?) 10. f(x y) = ec) 


11. f(x, y) = веп (y — х) 12. f(x, y) = tan”! G) 


Identificación de superficies y curvas de nivel z = (cos X) (cos y) e М F 7/4 


Los ejercicios 13-18 muestran curvas de nivel para las funciones gra- 
ficadas en (a) — (£). Relacione cada conjunto de curvas con la función 


ОЭ IZ 
2 AX 


өч 
Е 


© 
B 
© C 
Ран ни" 


JO 
411757 

Y) 
JO 
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RS 11777 25 
el 

// 

A 


(095 
f 79825 
| WL 


ий 


2225 

2522 
Y 29 
41 2227 


Identificación de funciones de dos variables 


Muestre los valores de las funciones de los ejercicios 19-28 de dos 
formas: (a) trazando la superficie z = f(x, y) y (b) dibujando varias 
curvas de nivel en el dominio de la función. Marque cada curva de ni- 
vel con el valor correspondiente de la función. 


19, f(x, y) = y? 20. f(x, y) = 4— y? 
21. fx, y) = x? + у? 22. |(х,у) = 2 х? + у? 


23. f(x, y) = (a? + у?) 24. х,у) = 4- x?- y? 


25. f(x, y) = 4х2 + y? 
27. flx, y) = 1 = |у 


26. f(x, y) = 402 + y? +1 
28. f(x, y) = 1 — |x| — |y] 


Determinación de una curva de nivel 


En los ejercicios 29-32, encuentre una ecuación para la curva de nivel 
de la función f(x, y) que pasa por el punto dado. 


29. f(x,y) = 16 – x? – у?, (222,22) 


30. (х,у) = 2 x? -— 1, (1,0) 
* dt 
31. м | a a ( 


32. f(x, y) = У GY. (1,2) 


n=0 


NI 
N 
N] 

LS 


Trazo de superficies de nivel 


En los ejercicios 33-40, trace una superficie de nivel típica para la 
función. 


33. f(x,y,z) = x? + y? +z? 34. f(x,y,z) = In (x? + y? + 2?) 
36. f(x,y,z) = 2 
38. f(x,y,z) = y? +z? 


35. рх, ух) “х +2 
37. f(x,y,z) = x? + y? 

39. f(x,y,z) =2-x?- y? 
40. f(x, у, 2) = (12/25) + (у2/16) + (22/9) 


Determinación de una superficie de nivel 


En los ejercicios 41-44, encuentre una ecuación para la superficie de 
nivel de la función en el punto dado. 


41. f(x,y,z) = 2x—y-—lnz, (3,-1,1) 
42. f(x,y,z) = ln(x? +y +z’), (—1,2,1) 
о (х + у)" 

43. g(x, y, z) = y E (In 2, In 4, 3) 
0 nz 


n= 


” du й аг 
44. g(x, y, z) -| == 4 f, ‚ (0, 1/2, 2) 
х 21-02 2212 1?-1 


Teoría y ejemplos 

45. El valor máximo de una función en una recta del espacio Га 
función f(x, y, 2) = хус ¿tiene un valor máximo sobre la recta 
x = 20 — у = t,z = 20? Si lo tiene, ¿cuál es? Justifique su 
respuesta. (Sugerencia: А lo largo de la recta у = f(x, y, 2) es 
una función diferenciable de т.) 


46. El valor mínimo de una función en una recta del espacio La 
función f(x, y, 2) = xy — z ¿tienen un valor mínimo sobre la rec- 
tax =t— l,y=t— 2,z = t+ 7? Si lo tiene, ¿cuál es? Justi- 
fique su respuesta. (Sugerencia: A lo largo de la recta, 
w = f(x, у, z) es una función diferenciable de г.) 


47. El choque sónico del Concorde Las ondas sonoras del Con- 
corde se doblan cuando la temperatura cambia arriba y debajo de 
la trayectoria del avión. La alfombra de choque sónico es la re- 
gión del suelo que recibe las ondas sonoras directamente del pla- 


48. 


no, no reflejadas de la atmósfera ni con difracción a lo largo del 
suelo. La alfombra se determina mediante los rayos que tocan el 
suelo a partir del punto que se encuentra directamente debajo del 
avión. (Vea la siguiente figura.) 


х 


- w - 


Alfombra de choque sónico 


El ancho w de la región en que las personas en el suelo escuchan 
directamente el choque sónico del Concorde, no reflejado por una 
capa de la atmósfera, es una función de 


T = temperatura del aire al nivel del suelo (en Kelvin) 
h = altitud del Concorde (en kilometros) 

d = el gradiente de tempertaura vertical 

(caída de temperatura en kelvin por kilometro). 


La fórmula para w es 


El Concorde, en vuelo hacia Washington, viajó hacia los Es- 
tados Unidos desde Europa en un curso que lo llevó al sur de la 
isla de Nantucket a una altura de 16.8 km. Si la temperatura en la 
superficie es de 290 K y el gradiente de temperatura vertical es 5 
K/km, ¿cuántos kilómetros al sur de Nantucket tuvo que volar el 
avión para mantener su alfombra de choque sónico fuera de la 18- 
la? [De “Concorde Sonic Booms as an Atmospheric Probe”, de N. 
K. Balachandra, W. L. Donn y D. H. Rind, Science, vol. 197 (1 de 
julio, 1977), páginas 47-49]. 


Como usted sabe, la gráfica de una función real de una sola varia- 
ble real es un conjunto en el espacio con dos coordenadas. La grá- 
fica de una función real de dos variables independientes reales es 
un conjunto en el espacio con tres coordenadas. La gráfica de una 
función real de tres variables independientes reales es un conjunto 
en un espacio con cuatro coordenadas. ¿Cómo definiría la gráfica 
de una función real f(x, Хо, хз, х4) de cuatro variables indepen- 
dientes reales? ¿Cómo definiría la gráfica de una función real 


Р(х, хә, X3,..., Xn) de n variables independientes reales? 
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EXPLORACIONES POR COMPUTADORA 
Superficies explícitas 


Use un programa de álgebra por computadora para realizar los si- 
guientes pasos, para cada una de las funciones de los ejercicios 49-52. 


a. Trace la superficie sobre el rectángulo dado. 
b. Trace varias curvas de nivel en el rectángulo. 


с. Trace la curva de nivel de f que pase por el punto dado. 


y 
49. f(x, y) = x sen 5 + ysen2x, 0=x=<5p 


P(3p,3p) 


0=y=<5p, 


50. f(x, y) = (sen x)(cos y)e? Pa 0=x=<5p, 


0= у= 5р, Р(4р, 4р) 

51. f(x, y) = sen (х + 2cos y), —2р = х = 2р, 
-2p = у= 2р, Р(р,р) 

52. f(x, y) = e sen (х2 + у?), О= х= 2р, 
-2p = у= р, Р(р, =p) 


Superficies implícitas 
Use un programa de álgebra por computadora para trazar las superfi- 
cies de nivel de los ejercicios 53-56. 


53, 41а (x? + y? + 22) = 1 54 х2 +12 = 1 


55. х + y? – 312 = 1 


56. ѕеп (3) = (cos y)2 х? +202 = 2 


Superficies parametrizadas 


Así como las curvas en el plano se describen en forma paramétrica 
con una pareja de ecuaciones х = f(t), у = g(t) definidas en algún 
intervalo / del parámetro, a veces se puede describir a las superficies 
en el espacio con una tercia de ecuaciones х = f(u, У), у = g(u, y), 
z = Аи, y) definida en un rectángulo de parámetros a <и = b, 
с = y < d. Muchos programas de álgebra por computadora permiten 
trazar tales superficies en modo paramétrico. (En la sección 16.6 ana- 
lizaremos con detalle las superficies parametrizadas.) Use un progra- 
ma de álgebra por computadora para trazar las superficies de los ejer- 
cicios 57-60. Además, trace varias curvas de nivel en el plano xy. 


57. x=ucosy, у = иѕепу, z=u 0=u=2, 


0 = у= 2р 


58. х = исоѕу, у = иѕепу, =: = у, 0 =и = 2, 


О =у = 2р 


lA 


59. х = (2 + cosu)cos y, y = (2 + cos u) sen y, 
О=и= 2р, 0 =у= 2р 


z = sen u, 


60. x = 2cosucos У, у = 2 соѕ иѕепу, z = 2sen u, 


О=и= 2р, 0=у=р 
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Esta sección analiza los límites y la continuidad de funciones de varias variables. La defi- 
nición del límite de una función de dos o tres variables es similar a la definición del límite 
de una función de una sola variable, pero con una diferencial crucial, como veremos. 


Límites 


Si los valores de f(x, y) son arbitrariamente cercanos a un número real fijo L para todos los 
puntos (х, y) suficientemente cercanos a un punto (хо, yo), decimos que f tiende al límite L 
cuando (х, y) tiende a (хо, yo). Esto es similar a la definición informal que dimos para el 
límite de una función de una sola variable. Sin embargo, observe que 81 (хо, yo) está en el 
interior del dominio de /, (х, y), puede acercarse а(хо, yo) desde cualquier dirección. La di- 
rección de acercamiento puede ser importante, como en los ejemplos que veremos. 


DEFINICIÓN Límite de una función de dos variables 


Decimos que una función f(x, y) tiende al límite L cuando (х, y) tiende a (хо, yo), 
y escribimos 


lím (79, у) = Г 


(x, у) = (хо, уо 


si рага cada número є > 0, existe un número correspondiente d > 0 tal que pa- 
ra todo (x, y) en el dominio de f, 


| (х, y) = Ц <e cuando 0< 2 (х- х)? + (у = уо)? < d. 


La definición de límite dice que la distancia entre /(х, y) у L es arbitrariamente pequeña 
siempre que la distancia de (x, y) a (xo, yo) se haga suficientemente pequeña (pero no cero). 

La definición de límite se aplica a puntos frontera (хо, yo) y a puntos interiores del do- 
minio de f. El único requisito es que el punto (x, y) permanezca en el dominio en todo mo- 
mento. Podemos mostrar, como en el caso de funciones de una variable, que 


lím х = охо 
(x, y) > (хо, yo) 


lím = 
(x, у) > (хо, уо) аа 


lím k=k (un número arbitrario k). 
(х, y) > (хо, уо) 


Por ejemplo, en la primera de las afirmaciones anteriores, f(x, у) = x y = xo. Si utiliza 
la definición de límite, entonces suponga que є > 0 fue la elegida. Si hacemos que 0 sea 
igual a esta e, vemos que 


0< 2 (x- х)? + (у – у)? < 0 = є 
implica 
0<2(x-x)<e 2а = |а| 
|x — xo] < є x= flay) 


[f(x y) — хо] < € 
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Es decir, 


|/(х,у) = xo] < € cuando 0< 2 (х — х)? + (y — уо)? < d. 


lím х,у) = lím х = Хо. 
(х, у)—> (хо, уо) $ y) (x, у) > (хо, уо) úl 


También podemos mostrar que el límite de la suma de dos funciones es la suma de sus 
límites (si ambos existen), con resultados similares para los límites de las restas, produc- 
tos, múltiplos constantes, cocientes y potencias. 


TEOREMA 1 Propiedades de los límites de funciones de dos variables 
Las siguientes reglas se cumplen si L, M y К son números reales y 


їйл _/(ху)=1 у lím g(x,y) = М. 
(x, у) (хо, уо) (х, у) (хо, уо) 
1. Regla de la suma: ím (х,у) + g(x,y) =L +M 
(x, у) > (хо, yo) 
2. Regla de la resta: ím (х,у) = g(x,y) =L-M 
(x, у) (хо, уо) 
3. Regla del producto: lím (Р(х, y). (хуу) = LM 
(x, у) (хо, уо) 
4. Regla del múltiplo lím (р(х, y)) = kL 
constante: б y) (xo, уо) 
(es un número arbitrario k) 
Х, 
5. Regla del cociente: lím /(% у) ши М 0 
(у) (ко, y) Elx, y) M 
6. Regla de la potencia: Si r y s son enteros sin factores comunes, y 


s % 0, entonces 


im (f y) = 1? 


(х, у) (хо, yo) 


siempre que L” sea un número real. (Si s es par, suponemos que L > 0.) 


Aunque aquí no demostraremos el teorema 1, analizaremos informalmente por qué es 
cierto. Si (х, y) está suficientemente cerca de (xo, yo), entonces /(х, y) está cerca de L y 
g(x, y) está cerca de М (de la interpretación informal de los límites). Entonces, es razona- 
ble que f(x, y) + g(x, y) esté cerca de L + М, que f(x, y) — g(x, y) esté cerca de L — М, 
que fx, y)e(x, y) esté cerca de LM; que К/(х, y) esté cerca de kL y que fx, y)/g(x, y) esté 
cerca de L/M, si М = 0. 

Al aplicar el teorema 1 a los polinomios y a las funciones racionales, obtenemos el 
útil resultado de que los límites de estas funciones cuando (х, у) = (хо, yo) pueden calcu- 
larse evaluando las funciones en (хо, yo). El único requisito es que las funciones raciona- 
les estén definidas en (хо, yo). 


EJEMPLO 1 Cálculo de límites 


р x= ху + 3 0 = (0)(1) + 3 
lím 2 з “лү? mi 
(х, у) (0,1) ху + 5xy — y (01) + 5(0)(1) = (1) 


(a) 


(b) ím 2х2 +y = 2 (3? + (-4? = 2 25 = 5 п 
(х, y) >(3, —4) 
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EJEMPLO 2 Cálculo de límites 


Determine 
1 х? — ху 
lím AA A ао 
(х, y) (0,0) 2 х— 2 y 
Solución Como el denominador 2 х — 2 y tiende a 0 cuando (х, у) = (0, 0), no 


podemos usar la regla del cociente del teorema 1. Si multiplicamos el numerador y el de- 
nominador por 2 x + 2 y, producimos una fracción equivalente, cuyo límite podemos 
calcular: 


x? — ху Е (х2 - ху)(2х+ 2 y) 


9 


б, 00) 1267 155177) (2x- 2 y](2x+ 2 y) 


Algebra 


x(x — y)(2 x+ 2 y) 
х= у Se cancela el factor 
nulo (x — y). 


РА 


(x, у) (0,0) 


- Ее: x+ 2y) 


0(20-20)-0 


Cancelamos el factor у = x , debido a que la trayectoria у = х (a lo largo de la cual 
х — y = 0) no está en el dominio de la función 


х? – xy 


2x-2y 


EJEMPLO 3 Cómo aplicar la definición de límite 


, му 
Determine lím 757—5, 81 éste existe. 
(х, у) (0,0) х? + y 


Solución Primero observamos que a lo largo de la recta х = О, la función siempre tiene 
el valor 0 cuando y = 0. De manera análoga, a lo largo de la recta y = 0, la función tiene 
el valor 0 siempre que х >= 0. Así, si el límite existe cuando (х, y) tiende a (0, 0), el valor 
de este límite debe ser 0. Para ver si esto es cierto, aplicamos la definición de límite. 

Sea e > 0 dado, pero arbitrario. Queremos encontrar d > O tal que 


4ху? y 
ol <e cuando 0<2x+y?<d 
x + y 
о bien 
4|х|у? == 
1 шимт cuando 0= 242+ у <d. 
ХР Уу 


Como y? = x? + y? tenemos que 


>N 


-y 


(a) 


(b) 


FIGURA 14.11 (а) La gráfica de 
2xy 
тү y (00) 
Р(х, y) = Lo, (x, y) = (0, 0). 


La función es continua en todo punto 
excepto en el origen. (b) Las curvas de 
nivel de f (ejemplo 4). 
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Por lo que elegimos d = є/4.510 < 2 x? + y? < d, obtenemos 

4ху? 
х? + у? 


к 


De la definición vemos que 


Р 4ху? 
lím ES 0. ш 
(х, у)-2(0,0) хо + y 


Continuidad 


Al igual que con las funciones de una variable, la continuidad se define en términos de lí- 
mites. 


DEFINICIÓN Función continua de dos variables 
Una función f(x, y) es continua en el punto(xo, yo) si 
1. f está definida en (xo, yo), 
2. lím f(x, y) existe, 


(х, y) > (xo, yo) 
3. lím (х,у) = fo, yo). 


(х, y) > (хо, yo) 


Una función es continua si es continua en cada punto de su dominio. 


Al igual que con la definición de límite, la definición de continuidad se aplica a pun- 
tos frontera y a puntos interiores del dominio de f. El único requisito es que el punto (x, y) 
esté en el dominio en todo momento. 

Como habrá imaginado, una de las consecuencias del teorema 1 es que las combina- 
ciones algebraicas de las funciones continuas son continuas en cada punto donde estén de- 
finidas las funciones involucradas. Esto significa que las sumas, restas, productos, múlti- 
plos constantes, cocientes y potencias de funciones continuas son continuas, siempre que 
estén definidas. En particular, los polinomios y las funciones racionales de dos variables 
son continuas en cada punto donde están definidas. 


EJEMPLO 4 Una función con un solo punto de discontinuidad 
Muestre que 
2xy 
Tsy (x, у) © (0, 0) 
f(x, у) = Lo, =й 


es continua en todo punto, excepto en el origen (figura 14.11). 


Solución La función f es continua en cualquier punto (х, y) 5 (0, 0) pues son valores 
que están dados por una función racional de x y y. 

En (0,0), el valor de f está definido, pero f no tiene límite cuando (х, у) — (0, 0). La 
razón de esto es que distintas trayectorias de acercamiento al origen pueden conducir a 
distintos resultados, como ahora veremos. 
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(b) 


FIGURA 14.12 Та gráfica de 

f(x, y) = 2х?у/(х* + y?). Como la 
gráfica sugiere y los valores de la curva de 
nivel de la parte (b) confirman, 

шүү, у)-э(0,0) f(x, y) no existe (ejemplo 5). 


Para cada valor de m, la función f tiene un valor constante en la recta “perforada” 
у = тх, х + 0, pues 


_ 2х(тх) e 2mx? 2 2m 
y=mx х? + (mx)? х2 + т2х2 1+m? 


2ху 
F(x, ) = 
4 у=тх x? + y? 


Por tanto, f tiene este número como límite cuando (x, y) tiende a (О, 0) a lo largo de la 
recta: 


2 _ 2m 
f(x, y) = i к, у) ГА MERA 


lím lím 
(х, y) (0,0) х, у) (0,0) 


along у= тх 


Este límite cambia соп т. Por tanto, no hay un único número que podamos llamar el lími- 
te de f cuando (х, y) tiende al origen. El límite no existe, de modo que la función no es con- 
tinua. п 


El ejemplo 4 ilustra un punto importante acerca de los límites de funciones de dos 
variables (o más). Para que el límite exista en un punto, el límite debe ser el mismo a lo 
largo de cualquier trayectoria de acercamiento. Este resultado es análogo al del caso de 
una variable, donde los límites por la izquierda y por la derecha debían tener el mismo va- 
lor. Por tanto, para funciones de dos o más variables, si llegamos a encontrar trayectorias 
con valores distintos como límites, sabemos que la función no tendrá límite en el punto al 
que se tiende. 


Criterio de dos trayectorias para demostrar la inexistencia de un límite 
Si una función /(х, y) tiene distintos límites a lo largo de dos trayectorias distintas 
cuando (х, y) tiende a (хо, yo), entonces lím, у) (х, уу f(x, y) no existe. 


EJEMPLO 5 Cómo aplicar el criterio de dos trayectorias 
Muestre que la función 
2x?y 
f(x, y) = Ter 


(figura 14.12) no tiene límite cuando (x, y) tiende a (0, 0). 


Solución El límite no puede determinarse mediante una sustitución directa, pues esto 
conduce a la forma 0/0. Examinaremos los valores de f a lo largo de curvas que terminan 
en (0, 0). A lo largo de la curva у = kx?, х % 0, la función asume el valor constante 


2х?у 2xAkx?2) 2kx* 2k 


х, - - - = І 
fy) y=kx? xt + y? у=? x’ + (kx? х5-1425 1+k? 
Рог їапїо, 
2k 
lím х,у) = lím X, = А 
(x, у) (0,0) б, y) (x, у) (0,0) [ ») 1 1-8 
along у=Кх? 


Este límite varía con la trayectoria de acercamiento. Por ejemplo, si (х, y) tiende a (0, 0) a 
lo largo de la parábola y = x?, К = 1 y el límite es 1. Si (x, y) tiende a (0, 0) a lo largo del 
eje x, К = 0 y el límite es 0. Por el criterio de las dos trayectorias, /по tiene límite cuando 
(x, y) tiende a (О, 0). 

El lenguaje aquí parece contradictorio. Se podría preguntar “¿Qué quiere decir que f 
no tiene límite cuando (x, y) tiende al origen?” Quiere decir que tiene muchos límites, por 
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lo que no existe un único límite independiente de la trayectoria y por tanto, de acuerdo con 
la definición, líma, y)>(0,0) f(x, y) no existe. и 

Las composiciones de funciones continuas también son continuas. La demostración, 
que aquí omitimos, es similar a la de funciones de una variable (teorema 10 de la sección 
2.6). 


Continuidad de las composiciones 

Si f es continua en (xo, уо) y g es una función de una variable continua en 
ТОхо, yo), entonces la composición h = g ° f definida por h(x, у) = g(f(x, y)) 
es continua en (xo, yo). 


Por ejemplo, las composiciones 


xy ХУ 
ern>, cos 5 ——, 
ХА + 1 


In (1 + х2у2) 
son continuas en todo punto (x, y). 

Al igual que con las funciones de una variable, la regla general es que las composicio- 
nes de funciones continuas son continuas. El único requisito es que cada función sea con- 
tinua donde sea aplicada. 


Funciones con más de dos variables 


Las definiciones de límite y continuidad para funciones de dos variables y las conclusio- 
nes acerca de los límites y continuidad para sumas, productos, cocientes, potencias y com- 
posiciones se extienden a funciones de tres o más variables. Funciones como 


y senz 
ln (x + y + 
к+у+) у ч 
son continuas en todo su dominio, y límites como 
PES е! -1 1 


lím шэлэ ==. 
P=(1,0,—1) г? + cos 2 ху (—1)? + соѕ 0 2 


donde Р denota al punto (х, у, 2), pueden determinarse mediante una sustitución directa. 


Valores extremos de funciones continuas en conjuntos cerrados 
y acotados 


Hemos visto que una función de una variable, que es continua en un intervalo cerrado y 
acotado [a, b], asume un valor máximo absoluto y un valor mínimo absoluto, al menos una 
vez en [a, b]. Lo mismo es cierto para una función z = f(x, y) que sea continua en un con- 
junto cerrado y acotado R en el plano (como un segmento de recta, un disco, o un triángu- 
lo relleno). La función asume un valor máximo absoluto en algún punto de R y un valor 
mínimo absoluto en algún punto de R. 

Teoremas similares a éstos y a otros teoremas de esta sección son válidos para funcio- 
nes de tres o más variables. Por ejemplo, una función continua w = f(x, y, z), debe asumir 
sus valores máximo y mínimo absolutos en cualquier conjunto cerrado y acotado (esfera o 
cubo sólidos, cascarón esférico, sólido rectangular) donde esté definida. 

En la sección 14.7 aprenderemos cómo determinar estos valores extremos, pero pri- 
mero debemos estudiar las derivadas en dimensiones superiores. Ése es el tema de la si- 
guiente sección. 
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EJ ERCICIOS 14.2 


Límites con dos variables 


Encuentre los límites de los ejercicios 1-12. 


3x? у? + 5 


1. lím 5 7 
(уу)-3(00) х° + у + 2 


2. lím уяаг 
(2304) 2 y 


22 2 
з. lím 2x +yY=1 4 lím G + y) 
(у) (34) (к, уу— (2, —3) y 
х? + y 
5. lím sec x tan y 6. lím cos 
(x, у) (00р /4) (13)>00) х+у+1 
7. lím en? 8 lím In|l+?y 
(х, y) >(0,In 2) (х, у)—>(1,1) 
е? sen х EAST 
9. lím 10. lím соѕ2 — 1 
(к,у)з(од) 7 (к, у)—>(1,1) o 
хѕеп y cosy + 1 
11. _ 12. lím : 


ím 2-2 шиг 
(х, y) (1,0) х? + 1 (х, у) (р /2,0) y sen х 


Límites de cocientes 


Calcule los límites de los ejercicios 13-20. Primero escriba las fraccio- 


nes de otr forma. xy 
2 2 2 2 
ый” EY хе = у 
13. Í —————— М, 
P (х Ёл 14) цан ауэ) АУ 
, ху-у-2х-2 
= КОЕН ÉS х-1 
+4 
16. ит 52 
(х, 992,4) хуу — xy + 4x% — 4х 
17. їнэ х-у +22 х —22 ДЭЭР" 
(x, у) (0,0) 2х-2у 
f x+y-4 22x=y-2 
18. "mil E 19, Оң 7 


=== . im TE зый 
60D 2 x+y-2 (хууэ(20) 2x= y 4 


2x-2y+1 
20. Їл -—— 
(мууэ(43) х-у—1 


Límites con tres variables 


Determine los límites de los ejercicios 21-26. 


2xy + yz 
2 н 2 :45| и im E 
Рэ(134) AY. Yy z Рә(1,-1,-1) x? + 22 


23. lím (ѕеп2х + cos? y + sec? z) 
P=>(3,3.0) 

24. lím tan”! хус 25. lím ze 7сов2х 

P=(-1/4.p /2,2) P— (p ,0,3) 

26. ím 2 х2 +y +z? 

P— (0, —2,0) 


Continuidad en el espacio 


¿En qué puntos (x, y, z) del espacio, las funciones de los ejercicios 31- 
34 son continuas? 


27. a. f(x,y) = sen (x + y) b. f(x, y) = In (x? + y?) 


x+y y 
28. а. f(xy) = ху BA ag 
1 x+y 
29. а. g(x, y) = sen ху b. 20535231 osx 
waske с 28-01 
. а. g(x y Edd + Ely x? — 


Inexistencia del límite en un punto 


Considere distintas trayectorias de acercamiento y muestre que las 
funciones de los ejercicios 35-42 no tienen límite cuando (x, y) > 
(0, 0). 


31. а. f(x,y,z) = х? + y? — 22? 
b. fa y 2) =212+y2-1 


32. a. f(x,y,z) = Inxyz b. f(x, у, 2) = ecos і 


b. h(x, y, z) = 7 


1 
33. a. h(x, у, 2) = xy sen = —— 
(x, y, 2) = xy senz HA 


34. а. h(x, y,z) = b. A(x, у, 2) = 


1 1 
y] + || [ху| + || 


Inexistencia del límite en un punto 


Considere distintas trayectorias de acercamiento y muestre que las 
funciones de los ejercicios 35-42 no tienen límite cuando (х, у) —> 
(0, 0). 


4 


5 36. f(x, y) = = 2 


35. f(x, y) = — 


2x? +y? х +у 


зыр” 3 38. /ху)-02 
ӨРӨӨ гох у? ka |ху| 
ху + у 
39. AE уту 40 gy) = ху 
х2 + у х? 
41. h(x, y) = у 42. h(x, y) = a 


Teoría y ejemplos 

43. Si шу, y>, y) f(x, y) = L, ¿ f debe estar definida en (хо, yo)? 
Justifique su respuesta. 

44. Si f(xo, уо) = 3, ¿qué puede decir acerca de 

f(x, y) 


ї 
(х, у) (хо, уо) 


si f es continua en (хо, yo)? ¿Y si f no es continua еп (хо, yo)? 
Justifique su respuesta. 


El teorema del sándwich para funciones de dos variables establece 
que si g(x, y) = f(x, y) = h(x, y) para toda (х, у) + (хо, yo) en un 
disco con centro en (хо, yo), y Si g y h tienen el mismo límite finito L 
cuando (х, у) = (хо, yo), entonces 


lím f(x,y) = L. 


(х, у) (хо, уо) 


Use este resultado para fundamentar sus respuestas a las preguntas de 
los ejercicios 45-48. 


45. ¿El hecho de saber que 


1 х 2, 2 tan! ху 1 
E xy 
le dice algo acerca de 
tan! xy 
lím ? 


(5) (0,0) АУ 
Justifique su respuesta. 
46. ¿El hecho de saber que 


2,2 
х?у — 
2|ху| = a < 4 — 4с0 2 |ху| < 2|xy] 


le dice algo acerca de 


4 — 4cos 2 |у], 


lím 
(9) (0,0) [xy] 
Justifique su respuesta. 
47. ¿El hecho de saber que |sen (1/х)| = 1 le dice algo acerca de 


1 
lím sen = ? 
(х, у) (0,0) узеп х 


Justifique su respuesta. 
48. ¿El hecho de saber que [cos (1/у)| = 1 le dice algo acerca de 


Иш  xcos т ? 
(х, у) (0,0) y 


Justifique su respuesta. 
49. (Continuación del ejemplo 4.) 
a. Vuelva a leer el ejemplo 4. Luego sustituya m = tan U en la 


fórmula 


_ 2m 
=m 1+m 
y=mx m 


f(x, y) 
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y simplifique el resultado para mostrar cómo varía el valor de 
f'con el ángulo de inclinación de la recta. 


b. Use la fórmula obtenida en la parte (a) para mostrar que el lí- 
mite de f cuando (х, у) — (0, 0) a lo largo de la recta у = mx 
varía desde —1 hasta 1, dependiendo del ángulo de acerca- 
miento. 


50. Extensión continua Defina /0, 0) de tal forma que extienda 
la función 


2 y2 


X 
х, = ху 55 
f, у) лү 


рага que sea continua en el origen. 


Cambio a coordenadas polares 


Si no puede obtener líma, y,>(0,0) f(x, y) en coordenadas rectangula- 
res, intente un cambio a coordenadas polares. Sustituya 
x = rcosu, y = rsen U, e investigue el límite de la expresión resul- 
tante cuando г — 0. En otras palabras, trate de decidir si existe un nú- 
mero L que satisfaga el siguiente criterio: 

Dada є > 0, existe una d > 0 tal que para todo r y U, 


|| <d = |f(r,u)— L|< e. (1) 
Si tal L existe, entonces 


lí „ў) = lí „иу = L. 
ы 
Por ejemplo, 
х 
lm ———у= lím = lím rcosu = 0. 
(х, у)—>(0,0) x" + y r>0 ү“ r>0 


Para verificar la última de estas igualdades, debemos mostrar que la 
ecuación (1) se satisface con f(r, U) = rcos* И y L = 0. Es decir, de- 
bemos mostrar que dado cualquier є > O existe d > 0 tal que para 
toda r y U, 


|< 0 = |rcostu—0|< e. 
Como 
| со8“0| =|r||cos* u| = |r]-1 = |r], 


la implicación es válida para toda r y U si tomamos d = e. 
En contraste, 


asume todos los valores de O a 1, independientemente de cuán peque- 
ño sea |r| , de modo que lim y (0.0 x?/(x? + y?) no existe, 

En cada una de estas instancias, la existencia o la inexistencia del 
límite cuando г —> 0 es bastante clara. Sin embargo, el cambio a coor- 
denadas polares no siempre ayuda y puede llevarnos a conclusiones 
falsas. Por ejemplo, el límite puede existir a lo largo de toda línea rec- 
ta (o rayo) U = constante, y no existir en el sentido estricto. El ejem- 
plo 4 ilustra este punto. En coordenadas polares, f(x, y) = (2x°y) 
/(х* + y?) se convierte en 


r cos И sen 21 


r2cos*u + sen?u 


f(rcosu, rsenu) = 
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рага г % 0. Si mantenemos Ө constante y hacemos г — 0, el límite es 
0. Sin embargo, sobre la trayectoria у = x?, tenemos r rsenu = г? 
г? cos? u y 


r cos U sen 21 
2 


f(rcosu, rsenu) = 
r2costu + (reos? uy? 


2rcos? U sen U rsen и 1 


2 
2r? cost и r? cos? u 


En los ejercicios 51-56, determine el límite de f cuando (x, у) = 
(0, 0), o muestre que el límite no existe. 


а. 52. f(x, y) (>) 
. К, у) = 5 . f(x, у) = cos | 5 
Ў, y к f(x, y E 
a а ОЧЕ. ЕХ 
х + y? х®+х+у? 
|x| + 2) 
55. f(x, y) = tan! (E 
f(x y) ау? 
56. оу) = 2225 
5 Ы x? + y? 


En los ejercicios 57 y 58, defina /(0, 0) de modo que la extensión 
de f sea continua en el origen. 


3x? — xy? + ЭЭ 
х? + у? 


57. f(x, y) = In ( 


3х?у 


58. f(x, y) = ——— 
f(x, y) y 


Uso de la definición d-e 


En cada uno de los ejercicios 59-62 se da una función Дх, y) y un nú- 
mero positivo є. En cada ejercicio, demuestre que existe una d > 0 tal 
que para toda (x, y), 


2x2+y?<d = |у) — f(0,0)|< є. 


59. f(x,y) = х2 + y? є = 0.01 

60. f(x, y) = у/(х2 + 1), є = 0.05 

61. f(x,y) = (х + у)/ (х2 + 1), є = 0.01 
62. у(х, у) = (х + у)/(2 + cosx), є = 0.02 


Еп cada uno de los ejercicios 63-66 se da una función f(x, у, z) y un 
número positivo e. En cada uno, demuestre que existe una d > 0 tal 
que para toda (x, y, 2), 


2х2-у 2244 => |Д, у, х) – f(0,0,0)| < e. 


63. f(x,y,z) = x? + y? +z’, є = 0.015 
64. f(x,y,z) = xyz, є = 0.008 


Е 2 
x? +y? +z? +1 


65. f(x, у, z) = , є = 0.015 


66. f(x,y,z) = їап^х + tan? y + tan?z, є = 0.03 
67. Muestre que f(x, у, z) = х + y — z es continua en todo punto 
(хо, уо, 20). 


68. Muestre que f(x, y, 2) = x? + y? + 2? es continua еп el origen. 


El cálculo de varias variables es básicamente el cálculo de una variable aplicado a varias 
variables a la vez. Al mantener constantes todas las variables independientes excepto una y 
derivar con respecto a esta variable, obtenemos una derivada “parcial”. Esta sección mues- 
tra cómo definir las derivadas parciales e interpretarlas geométricamente, así como la for- 
ma de calcularlas aplicando las reglas para derivar funciones de una sola variable. 


Derivadas parciales de una función de dos variables 


Si (хо, yo) es un punto del dominio de una función f(x, y), el plano vertical у = yo cortará 
la superficie z = f(x, y) en la curva z = f(x, yo) (figura 14.13). Esta curva es la gráfica 
de la función z = f(x, yo) en el plano y = yo. La coordenada horizontal de este plano es 
х; la coordenada vertical es z. El valor de y se mantiene constante en ур, de modo que y no 


es una variable. 


Definimos la derivada parcial de /соп respecto a х en el punto (хо, yo) como la deriva- 
da ordinaria de f(x, yo) con respecto a х en el punto х = хо. Para distinguir las derivadas 
parciales de las ordinarias usamos el símbolo д en lugar del d utilizado anteriormente. 
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>N 


A Eje vertical 
en el plano у = ур 


Р(хо, Ур, Р(х, yo) 


z = f(x, y) 
La curva z = f(x, yg) 
en el plano y = yo 


Recta tangente у” 


Е је horizontal en el plano у = ур 


FIGURA 14,13 La intersección del plano у = yy con Іа 
superficie z = f(x, y), vista desde arriba del primer cuadrante 
del plano xy. 
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DEFINICIÓN Derivada parcial con respecto a x 
La derivada parcial de f(x, y) con respecto а х en el punto (хо, yo) es 


of Flo + h, yo) — f(xo, yo) 
= іт : 
дх (хо, уо) h=>0 h 


si el límite existe. 


Una expresión equivalente para la derivada parcial es 


ЕК 


=х0 


La pendiente de la curva z = f(x, ур) en el punto Р(х, уо, Р(хо, уо)) del plano у = yo 


La notación de una derivada parcial depende de lo que se quiera enfatizar: 


es el valor de la derivada parcial de f con respecto а х en (хо, yo). La recta tangente а la 
curva en Р es la recta en el plano у = yọ que pasa por Р con esta pendiente. La derivada 
parcial д] /дх en (xo, yo) da la razón de cambio de f con respecto a х cuando y se mantiene 
fija en el valor yọ. Ésta es la razón de cambio de fen la dirección de i en (xo, yo). 


9 
Д (хо, уо) ог /(Хо, Yo) “Derivada parcial de f соп respecto a х en (хо, yo)” о “f sub 
хеп (хо, уо). Conveniente para enfatizar el punto (хо, уо). 


02 А А » 
ax “Derivada parcial de z con respecto a х en (Хо, yo). 
(xo, yo) “Común en ciencias o ingeniería, al trabajar con variables y 
no mencionar la función en forma explícita. 
97 дг 


5 ог = 
fa дх? 4%» дх 


“Derivada parcial de f (o z) con respecto а х? Conveniente 


al considerar la derivada parcial como una función en sí. 
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Eje vertical 
en el plano А 
х = у А 


Recta tangente 


Р(хо, уо, F(Xo, Yo) 


(хо, yo) 
(xo Yo + k) 
La curva z = /(хо, y) 


en el plano 
х= Xo 


Eje horizontal 
en el plano x = Хо 


FIGURA 14.14 La intersección del plano 
x= xy con la superficie z = f(x, y), vista 
desde arriba del primer cuadrante del 
plano xy. 


La definición de la derivada parcial de fx, y) con respecto a y en un punto (хо, yo) es 
similar a la definición de la derivada parcial de f con respecto a х. Mantenemos х fija en el 
valor хү y consideramos la derivada ordinaria de f(xp, y) con respecto a y en yo. 


DEFINICIÓN Derivada parcial con respecto a y 
La derivada parcial de f(x, y) con respecto a y en el punto (хо, уо) es 


of = @ t ) = й ТОхо, yo + h) — f(xo, yo) 
ду lí ФУ ша у= һ—0 h ; 


= уо 
si el límite existe. 


La pendiente de la curva )z = f (xo, yo) en el punto Р(хо, yo, f (xo, уо,)) del plano ver- 
tical х = хо (figura 14.14) es la derivada parcial de f con respecto а y en (xo, yo), La recta 
tangente a la curva en Р es la recta en el plano х = хо que pasa por Р con esta pendiente. 
La derivada parcial da la razón de cambio de f con respecto a у en (хо, yo) cuando х se 
mantiene fija еп el valor хо. Ésta es la razón de cambio de fen la dirección de j en (хо, yo). 

La derivada parcial con respecto a y se denota de manera similar a la derivada parcial 
con respecto a x: 
of 


5» f 


of 
ду (хо, Yo), 7,Охо, уо), dy 


Observe que ahora tenemos dos rectas tangentes asociadas a la superficie z = f(x, y) 
en el punto Р(хо, уо, Р(хо, yo)) (figura 14.15). ¿El plano determinado por éstas es tangente 
a la superficie en P? Veremos que sí, pero tenemos que aprender más sobre las derivadas 
parciales antes de saber por qué. 


Esta recta tangente 
tiene pendiente 
Ло, Уо). 


Р(хо уо, /(хо, Уо)) 


Esta recta tangente 

tiene pendiente f (хо, уо). 
Lacurvaz = f (xo у) 
епа plano x = хо Lacurvaz = f(x, yo) 
епа plano y = yo 


FIGURA 14,15 Las figuras 14.13 y 14.14 juntas. Las rectas 
tangentes en el punto (хо, уо, (хо, Yo)) determinan un plano que, 
al menos en este dibujo, parece ser tangente a la superficie. 
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Cálculos 


Las definiciones de 27 /дх y д//ду nos proporcionan dos maneras distintas de derivar f en 
un punto: con respecto a x en la forma usual (considerando a y como una constante), y con 
respecto a y en la forma usual, considerando a х como constante. Como muestran los 81- 
guientes ejemplos, los valores de estas derivadas parciales son, por lo general, distintos en- 
tre sí en un punto dado (хо, yo). 


EJEMPLO 1 Cálculo de las derivadas parciales en un punto 


Determine los valores de 9f/0x y д]/ду en el punto (4, —5), si 
f(x, y) = х2 + 3xy + у – 1. 


Solución Para determinar д] /9х, consideramos a у como constante y derivamos con 
respecto a x: 


of 92 z С 
Эу © 26 + Зху+у—1)=2х+3.1+-у+0—0=2х + 3y. 
El valor de д//дх en (4, —5) es 2(4) + 3(-5) = —7. 
Para determinar df/dy, consideramos а х como constante y derivamos con respecto a y: 


A еза езе 
y = Эу xy + y х x . 
El valor de д] /ду еп (4, —5) es3(4) + 1 = 13. п 


EJEMPLO 2 Cómo definir una derivada parcial como una función 
Determine д} /ду si f(x, y) = y sen xy. 


Solución Consideramos а х como constante y a f como producto de y y de sen ху: 


a, sen ху) = Е зай + (senxy) 2 (y) 
ду ду O Seny) = уду веплу a 


= (y cos xy) 5у (лу) + зеп ху = xy COS xy + sen ху. ГЫ 


USO DE LA TECNOLOGÍA Derivación parcial 


Un sencillo graficador puede ayudarle con sus cálculos, incluso en varias dimensiones. 
Si usted especifica los valores de todas las variables independientes excepto una, el gra- 
ficador puede calcular derivadas parciales y trazar las gráficas con respecto a la variable 
restante. Por lo general, un programa de álgebra por computadora puede calcular deriva- 
das parciales simbólicas y numéricas tan fácilmente como calcula derivadas sencillas. La 
mayor parte de los programas usan la misma instrucción para derivar una función, sin 
importar la cantidad de variables. (Sólo hay que especificar la variable con repecto a la 
cual se realiza la derivación.) 


EJEMPLO 3 Las derivadas parciales pueden ser funciones diferentes 


Determine f, y f, 81 


2y 
y + cosx’ 


f(x,y) = 
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Solución Tratamos a f como un cociente y mantenemos a y como constante para 
obtener 


д д 
л 9 2у _ (у + cos х) ¿7 (2у) = 2y O + cos x) 
х дх 


y + cosx (y + cosx)? 


_ (y + соѕх)(0) — 2у(—ѕепх) 2ysenx 


(y + cosx)? (y + совх) 


Con x como constante, obtenemos 


д д 
3 | 2у | (У + cosx) 5 (2y) нэг ш; 


P= y y + cosx (y + cos x)? 
_ (y + cosx)(2) — 2y(1) __ 2созх = 
(у + cosx)? (y + cosx)? 


La derivación implícita funciona para las derivadas parciales de la misma forma que 
para las derivadas ordinarias, como muestra el siguiente ejemplo. 
EJEMPLO 4 Derivación parcial implícita 
Determine ðz/ðx si la ecuación 
ус Inz=x+w y 
define a z como una función de las dos variables independientes x y y, y la derivada parcial 


existe. 


Solución Derivamos ambos lados de la ecuación con respecto a x, manteniendo y cons- 
tante y considerando a z como una función diferenciable de x: 


д д ах | ду 
эх ОЭ Тэн ах T ох 


Соп y constante, 


2 д2 1 85 _ д __ д4 
^ Ya "Zar 1+0 ЭЭР Улс» 
Superficie _ 1\02 _ 
J i=x2+ y? УС | сл 
| ңеш 
tangente az _ р : 
0х уд— 1 


EJEMPLO 5 Cálculo de la pendiente de una superficie en la dirección y 


El plano х = 1 corta al paraboloide z = x? + y? en una parábola. Determine la pendien- 
te de la tangente a la parábola en (1, 2, 5) (figura 14.16). 


FIGURA 14.16 La tangente ala curva Solución La pendiente es el valor de la derivada parcial д:/ду en (1, 2): 


de intersección del plano x=1 y la 
02, 2.202 2 
(x4 + y^) 


= = 2y 
ду laz Y 


= 2(2) = 4. 
(1,2) 


superficie z = x° + y? en el punto (1, 2, 5) 


(ejemplo 5). (1,2) 


Ч 


ын 


FIGURA 14,17 Las resistencias ordenadas 
de esta forma están conectadas en paralelo 
(ejemplo 7). Cada resistencia deja pasar 
una parte de la corriente. Su resistencia 
equivalente R se calcula mediante la 


fórmula 
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Para verificar, podemos considerar a la parábola como la gráfica de una función de una 
variable z = (1)? + y? = 1 + y? enel plano х = 1 у calcular la pendiente еп у = 2. La 
pendiente, que se calcula ahora mediante una derivada ordinaria, es 


dz d 2 
== = — (1 + 
dy |,—› Ду“ y”) 


y=2 


Funciones de más de dos variables 


Las definiciones de las derivadas parciales para funciones de más de dos variables inde- 
pendientes son similares a las definiciones para funciones de dos variables. Son derivadas 
ordinarias con respecto a una variable, la cual se calcula mientras las demás variables in- 
dependientes se mantienen constantes. 


EJEMPLO 6 Una función de tres variables 


Si x, y y z son variables independientes y 


F(x, y, 2) = xsen (y + 32), 


entonces 


of ə 


ЭЕ = az besen (y + 32)] = xo sen (y +32) 


= xcos (y + 32) Č (y + 32) = 3xcos (y + 32). и 


ЕЈЕМРІО7 Resistencias eléctricas en paralelo 


Si tres resistencias deR¡, R2, y Аз ohms se conectan en paralelo para obtener una resisten- 
cia de А ohms, el valor de А se puede determinar mediante la ecuación 


Determine el valor de 9R/9R, cuando А = 30, Ё = 45, y R3 = 90 ohms. 


Solución Para determinar 9R/9R,, consideramos а R, y a Ёз como constantes y usamos 
la derivación implícita para derivar ambos lados de la ecuación con respecto а К»: 


a (1 ð [1 ‚ 1, 1 
OR, G- (194958) 


1 дА 1 
=ф 210 
R? OR) Ку 


әк к (кү 
OR) R? Rz ` 


Cuando АК = 30, № = 45, y R3 = 90, 
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кш у 


FIGURA 14.18 Та gráfica de 


0, xy*+0 
1, xy=0 


f(x,y) = | 


consta de las rectas / у L y los cuatro 
cuadrantes abiertos del plano xy. La 
función tiene derivadas parciales en el 
origen, pero no es continua ahí (ejemplo 8). 


de modo que R = 15 y 


Derivadas parciales y continuidad 


Una función f(x, y) puede tener derivadas parciales con respecto a x y y en un punto, sin 
que la función sea continua ahí. Esto difiere del caso de las funciones de una variable, 
donde la existencia de una derivada implica la continuidad. Sin embargo, si las derivadas 
parciales de /(х, y) existen y son continuas en todo un disco con centro en (хо, yo), enton- 
ces fes continua en (xp, yo), , como veremos al final de esta sección. 


EJEMPLO 8 Las derivadas parciales existen, pero f es discontinua 


Sea 
0, ху #0 


Ў, у) = А үрсэд 


(figura 14.18). 


(a) Encuentre el límite de f cuando (х, y) tiende a (0, 0) a lo largo de la recta у = х. 
(b) Demuestre que /по es continua en el origen. 


(с) Muestre que ambas derivadas parciales д//дх у ðf/ðy existen en el origen. 


Solución 
(а) Como fx, y) es constante e igual a cero a lo largo de la recta у = х (excepto en el ori- 
gen), tenemos 


lím 
(x, y) (0,0) 


х, = lím 0-0 
f(x, y) эс Чы 


(b) Como /(0, 0) = 1, el límite de la parte (a) demuestra que f no es continua en (0, 0). 
(с) Para calcular 9f/0x en (0, 0), mantenemos y fija en y = 0. Entonces f(x, y) = 1 para 
toda х y la gráfica de fes la recta Lı de la figura 14.18. La pendiente de esta recta en 
cualquier х es 9f/0x = 0. En particular, 9f/0x = 0 en (0, 0). De manera análoga, 
0f/dy es la pendiente de la recta Lz en cualquier y, de modo que д//ду = 0 en (0, 0). 
п 


A pesar del ejemplo 8, en dimensiones superiores, la diferenciabilidad en un punto 
implica la continuidad. Lo que el ejemplo 8 sugiere es que necesitamos un requisito más 
fuerte para la diferenciabilidad en dimensiones superiores que la simple existencia de las 
derivadas parciales. Al final de esta sección definiremos la diferenciabilidad para funcio- 
nes de dos variables y revisaremos su conexión con la continuidad. 


Derivadas parciales de segundo orden 


Al derivar una función f(x, y) dos veces, producimos las derivadas de segundo orden. Estas 
derivadas se denotan por lo general como 


ә? 
ax? 
ә? 
ду? 


“d cuadrada fdx cuadrada” о Lu “F sub xx” 


“4 squared fdy squared” or fy “f sub yy” 


BIOGRAFÍA HISTÓRICA 


Pierre-Simon Laplace 
(1749-1827) 
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ахду а cuadrada ѓах dy о Fo f sub yx 
ef “d а а а а. ээ “ р 29 
дудх cuadrada /4у dx о fa f sub xy 


Las ecuaciones que definen lo anterior son 
PF ә (ðf df _ а (of 
дх2 ox Х9х / дхду ox 1ду/ 


etcétera. Observe el orden еп que se toman las derivadas: 


22 
Эх ES Derivar primero con respecto a y, luego con respecto a x. 
Р = (fy)x Significa lo mismo 


EJEMPLO 9 Cálculo de derivadas parciales de segundo orden 


Si f(x, у) = xcos y + ye” determine 


у у ef ef 
a? ayax ay 
Solución 
9709 : 9709 : 
эх эх cos y + ye”) dy = Эу cos y + ye”) 
= cos y + уе" = —xseny + е" 
So So 
fa [7 | Pf ә | / 
дудх ду ЇЕ: цагда, дхду дх (ду сага. 
df a (ðf) Өр a (IFN L 26 » 
дх2 9х Хдх уе. dy? ду BY ши 


El teorema de la derivada cruzada 

Tal vez habrá notado que las derivadas parciales “cruzadas”, o “mixtas”, de segundo orden 
ef ef 
дудх У дхду 


del ejemplo 9 eran iguales. Esto no fue una coincidencia. Deben ser iguales siempre que 
Р, fx» fy» Ру. y fyx Sean continuas, como lo establece el siguiente teorema. 


TEOREMA 2 Е teorema de la derivada cruzada 


Si fx, y) y sus derivadas parciales fx, fy, Ду, y fyx están definidas en una región 
abierta que contiene a un punto (a, b) y todas son continuas en (a, b), entonces 


fy(a, b) = fila, b). 
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BIOGRAFÍA HISTÓRICA 


Alexis Clairaut 
(1713-1765) 


El teorema 2 se conoce también como teorema de Clairaut, en honor del matemático 
francés Alexis Clairaut, quien lo descubrió. El apéndice 7 muestra una demostración. El 
teorema 2 dice que para calcular una derivada parcial cruzada de segundo orden podemos 
derivar en cualquier orden, siempre que se cumplan las condiciones de continuidad. Esto 
puede ser de provecho. 


EJEMPLO 10 Elección del orden de derivación 


Encuentre 02w/0x0y si 


е? 


y? +1 


№ = ху + 


Solución El símbolo 92w/0xdy nos dice que primero derivemos con respecto a y y luego 
con respecto a x. Pero si posponemos la derivación con respecto a y y derivamos primero 
con respecto a x, obtenemos la respuesta rápidamente. En dos pasos, 


ду _ сант 
ах?” у дудх ` 
Si derivamos primero con respecto a y, obtenemos también que дуг дхду = 1. и 


Derivadas parciales de orden superior 


Aunque trabajaremos principalmente con derivadas parciales de primer y segundo orden, 
pues éstas aparecen con mayor frecuencia en las aplicaciones, no hay límite teórico para el 
número de veces que se pueda derivar una función, siempre que las derivadas implicadas 
existan. Así, podemos obtener derivadas de tercer y cuarto orden, denotadas por símbolos 
como 


БЫ: 
дхду 20 Тун 
atf 
дх 29у 2 ж Prices 


etcétera. Como con las derivadas de segundo orden, el orden de derivación no importa, 
mientras todas las derivadas hasta el orden en cuestión sean continuas. 


EJEMPLO 11 Cálculo de una derivada parcial de cuarto orden 
Determine fyxyz if f(x,y,z) = 1 — 2xy% + 13. 


Solución Primero derivamos con respecto a la variable y, luego con respecto a x, luego 
nuevamente con respecto a y, y por último con respecto a z: 


fy = —4ху + х? 
Дух = —4yz + 2х 
Духу = —4z 


f уху: T =4 п 
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Diferenciabilidad 


El punto de partida para la diferenciabilidad no es el cociente de diferencias de Fermat, 81- 
no la idea de incremento. Usted recordará de nuestro trabajo con funciones de una variable 
(sección 3.8) que si y = f(x) es diferenciable en х = Хо, entonces el cambio en el valor 
de f, resultante del cambio en х de xy a xy + Ax está dado por una ecuación de la forma 


Ay = f'(xo)Ax + єАх 


donde є > 0 cuando Ах — 0. Para funciones de dos variables, la propiedad análoga se 
convierte en la definición de diferenciabilidad. El teorema del incremento (del cálculo 
avanzado) nos dice cuándo debemos esperar que la propiedad se cumpla. 


TEOREMA 3 Е teorema del incremento para funciones de dos variables 


Suponga que las primeras derivadas parciales de Ax, y) están definidas en una re- 
gión abierta R que contiene al punto (xo, yo) y que f, y /, son continuas en 
(хо, yo). Entonces el cambio 


Az = }(хо + Ах, yo + Ay) — Ј(хо, yo) 


en el valor de ў, resultante de moverse de (хо, yo) a otro punto (хо + Ах, yo 
+ Ay) en А, satisface una ecuación de la forma 


Az = falxo, уо)Ах + fy(xo, yoJAy + e¡ Ax + e2Ay, 


donde cada є], єз — 0 cuando Ах, Ay > 0. 


Usted puede ver de dónde provienen e, Єо, en la demostración que aparece en el apéndice 
7. También puede ver que se cumplen resultados similares para funciones de más de dos 
variables independientes. 


DEFINICIÓN Función diferenciable 


Una función z = f(x, y) es diferenciable en (хо, yo) si fx(xo, yo) y fy(xo, yo) 
existen y Ах satisface una ecuación de la forma 


Az = fulxo, уо) Ах + fy(xo, уо) Лу + €¡ Ax + €2Ay, 


donde cada є], €, > 0 cuando Ах, Ay —> 0. Decimos que fes diferenciable si es 
diferenciable en cada punto de su dominio. 


A la luz de esta definición, tenemos un corolario inmediato del teorema 3, en el senti- 
do de que una función es diferenciable si sus primeras derivadas parciales son continuas. 


COROLARIO DEL TEOREMA 3 La continuidad de las derivadas parciales 
implica diferenciabilidad 


Si las derivadas parciales f, y f, de una función f(x, y) son continuas en toda una 
región abierta R, entonces f es diferenciable en cada punto de А. 
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Si z = f(x, y) es diferenciable, entonces la definición de diferenciabilidad garantiza 
que Az = /(х + Ax, yo + Ay) — (хо, yo) tiende a O cuando Ах y Ay tienden a cero. 
Esto nos dice que una función de dos variables es continua en cada punto donde es dife- 
renciable. 


TEOREMA 4 La diferenciabilidad implica continuidad 
Si una función f(x, y) es diferenciable en (xo, yo), entonces f es continua en 
(хо, уо). 


Según los teoremas 3 y 4, una función f(x, y) debe ser continua en un punto (хо, yo) si fx y 
fy son continuas en toda una región abierta que contenga a (хо, yo). Sin embargo, debemos 
recordar que es posible que una función de dos variables sea discontinua en un punto don- 
de existan sus primeras derivadas parciales, como vimos en el ejemplo 8. La sola existen- 
cia de las derivadas parciales en un punto no es suficiente. 


EJ ERCICIOS 14.3 


Cálculo de derivadas parciales de primer orden 26. f(x, y, z) = (х2 + у? + 27 
En los ejercicios 1-22, determine д//дхуд//ду. 27. f(x, y, 2) = sen! (xyz) 28. f(x,y,z) = sec! (х + yz) 
1. f(x, y) = a Зу = 4 2. fa, y) =y a= xy + y? 29. fix, y, z) = In (х F 2y 3z) 
, = yzl 1. ‚у, = еб) 
3. f(x, y) = (х2 _ DO + 2) 30 F(x, У, 2) 8 n (xy) 3 fa 7 2) е 
Мин 32. Къу) = е” 
4. f(x, y) = 5xy — 7х y + 3x— бу + 2 33. f(x, y, z) = tanh (x + 2y + 3z) 
5. f(x, y) = (ху = 1)? 6. f(x, y) = (2x — 3y) 34. f(x, y, 2) = senh (xy — 2?) 
7. (хуу) = 2 х? + y? 8. f(x, y) = x° + (y/2)PP En los ejercicios 35-40, calcule la derivada parcial de la función con 
9. f(x, y) = 1/(х + y) 10. f(x, y) = 1/(x? + y?) respecto a cada variable. 
11. fœ y) = (х + у)/(ху — 1) 12. f(x,y) = tan 0/9) зао 
. f(x, y) = - „Дуу <= 
fy х + УУ 1% y „Ж 37. h(r,f ,u) = Г senf cosu 38. g(r,u,z) = r(l — сози) – z 
25 абу 5727: 
13. f(x, y) = е? 14. f(x, y) = e * sen (х + y) 39. Trabajo realizado por el corazón (Sección 4.5, ejercicio 45) 
15. f(x, y) = In (x + y) 16. f(x, y) = e” шу Р шу? 
W(P, V,d, У, 2) = PV + = 
17. f(x, y) = sen? (х — 3y) 18. f(x, y) = cos? (3x — y?) ( y, 8) 26 
19. f(x, y) = х” 20. f(x, у) = 1орух 40. Fórmula de Wilson рага el tamaño de un lote (Sección 4.5, 


y ejercicio 45) 
21. f(x, y) = | g(t)dt (g continua para toda t) 

х km hq 
оо A(c, h, k, т, q) = q + cm + > 
22. f(x, y) = ¿yy lo] < 1) 


п= 


Cálculo de derivadas parciales de segundo orden 


Determine todas las derivadas parciales de segundo orden de las fun- 
23. f(x,y,z) = 1 + xy? — 2z? 24. f(x,y,z) = ху + yz + xz ciones de los ejercicios 41-46. 


En los ejercicios 23-34, calcule fy, fy, y fz- 


25. f(x,y,z =x- 2y +z 41. f(x,y) =x + y + ху 42. f(x, у) = ѕеп ху 


43. g(x,y) = х2у + cos y + ysenx 


44. h(x,y) = хе +у +1 45. r(x, y) = In (х + у) 


46. s(x, у) = tan! (y/x) 
Derivadas parciales cruzadas 


En los ejercicios 47-50, verifique que иу, = иу. 


47. w = In (2х + 3y) 48. w = е + ху + ylnx 


49. w = xy? + х2у? + х?у* 50. w = xseny + ysenx + xy 


51. ¿Cuál orden de derivación calculará f,, más rápido: х о y? Trate 
de contestar sin escribir. 


sde 
b. f(x, у) = 1/x 

с. /(х,у) = y + (x/y) 

d. f(x,y) = у + ?у + 4у? 


е. f(x,y) = х2 + 5ху + senx + 7e* 


f. f(x,y) = xInxy 


52. La derivada parcial de quinto orden 4? }/дх°ду? se anula para ca- 
da una de las siguientes funciones. Para mostrar esto lo más rápi- 
damente posible, ¿con respecto a cuál variable derivaría primero, 
х о y? Trate de contestar sin escribir. 


а. f(x,y) = yen +2 


b. f(x, y) = y? + y(senx — 1%) 


с. f(x,y) =x + Sxy + senx + 7e* 
4. f(x, y) = хе”? 


Uso de la definición de derivada parcial 


En los ejercicios 53 y 54, use la definición de derivada parcial me- 
diante límites para calcular las derivadas parciales de las funciones en 
los puntos dados. 


53. р(х, у) = 1 H 3x? a t(1, 2) 
. Р(х, у ку ху, әх Уау" : 
of д] 
2414 2 
54. f(x,y) = 4 + 2х – 3y — ху, эх У эу El 2,1) 


55. Tres variables Sea у = f(x, у, z) una función de tres variables 
independientes. Escriba la definición formal de la derivada par- 
cial 9f/0z en (xo, уо, 20).Оѕе esta definición para calcular 97/92 
еп (1,2, 3), para f(x, y, z) = х2у22. 

56. Tres variables Sea у = f(x, у, z) una función de tres variables 
independientes. Escriba la definición formal de la derivada par- 
cial 9//ду en (хо, уо, zo).Use esta definición para calcular д//ду 
en (—1, 0, 3) para f(x, y, z) = —2xy? + уг”. 


Derivación implícita 
57. Determine el valor de д2/дх en el punto (1, 1, 1), si la ecuación 


ху + 2х — 2yz = 0 
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define a z como función de las dos variables independientes x y y, 
y la derivada parcial existe. 


58. Determine el valor de дх/дг en el punto (1, —1,—3) si la ecua- 
ción. 


xz +ylinx=x2+4=0 


define a x como una función de las dos variables independientes y 
y z, y la derivada parcial existe. 


Lo 


Ф 


ejercicios 59 y 60 se refieren al siguiente triángulo. 


59. Exprese A en forma implícita como función de a, b y c, y calcule 
дА/да y дА/дЬ. 

60. Exprese a en forma implícita como función de А, b y В, y calcule 
да/дА y да/дВ. 

61. Dos variables dependientes Exprese у, en términos de и y v, si 
las ecuaciones х = Y ln u y y = u ln y definen a u y у como fun- 
ciones de las variables independientes x y y, y si v, existe. (Suge- 
rencia: Derive ambas ecuaciones con respecto a x y despeje y, 
eliminando u,.) 


62. Dos variables dependientes Determine дх/ди y ду/ди si las 
ecuaciones и = x? — y? y y = x? — y definen a x y y como fun- 
ciones de las variables independientes и y v, y las derivadas раг- 
ciales existen. (Vea la sugerencia del ejercicio 61.) Luego, haga 
s = x° + y? y determine д5/ди. 


Ecuaciones de Laplace 


La ecuación de Laplace tridimensional 


Pf PF Pf 
ax? ду? az? 


0 

se satisface por las distribuciones de temperatura estacionarias 
T = f(x, y, z) en el espacio, por los potenciales gravitatorios y los po- 
tenciales electrostáticos. La ecuación de Laplace bidimensional 


obtenida al eliminar el término 927/922 de la ecuación anterior, descri- 
be potenciales y distribuciones de temperatura estacionarias en un pla- 
no (vea la siguiente figura). El plano (a) puede considerarse como una 
rebanada delgada del sólido (b), perpendicular al eje z. 
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(a) 


Temperaturas en la frontera controladas 


Muestre que cada función de los ejercicios 63-68 satisface una 
ecuación de Laplace. 


63. f(x,y,z) = x? + y? — 22? 
64. f(x,y,z) = 22° — 3(х2 + у?) 
65. f(x, у) = e” соѕ2х 

66. f(x, у) = In2 x? + y? 

67. f(x,y,z) = (х2 + у? + 29 
68. f(x, у, 2) = еЗх+АУ cos 52 


La ecuación de onda 


Si nos paramos en la orilla del mar y tomamos una foto de las ondas, 
el rango muestra un patrón regular de picos y valles en un instante de 
tiempo. Vemos el movimiento vertical periódico en el espacio, con 
respecto a la distancia. Si nos paramos en el agua, podemos sentir có- 


mo sube y baja el agua con las olas. Vemos el movimiento vertical pe- 
riódico en el tiempo. En física, esta bella simetría se expresa mediante 
la ecuación de onda en una dimensión (espacial) 


donde w es la altura de la onda, х es la variable de distancia, tes la va- 
riable de tiempo y c es la velocidad de propagación de las ondas. 


w 


En nuestro ejemplo, x es la posición a través de la superficie del 
océano, aunque en otras aplicaciones x podría ser la posición a lo lar- 
go de una cuerda vibrante, la distancia en el aire (para ondas sonoras) 
o la posición en el espacio (ondas de luz). El número c varía con el 
medio y el tipo de onda. 

Muestre que todas las funciones de los ejercicios 69-75 son solu- 
ciones de la ecuación de onda. 


69. w = sen (x + ct) 70. w = cos (2x + 2ct) 
71. w = sen (x + ct) + cos (2x + 2ct) 

72. w = In (2x + 2ct) 73. w = tan (2x — 2ct) 
74. w = 5cos (Зх + 3ct) + ех“ 


75. w = f(u), donde fes una función diferenciable de u = а(х + ct), 
donde a es una constante. 


Derivadas parciales continuas 


76. ¿Una función Дх, y) con primeras derivadas parciales continuas 
en toda una región abierta R, debe ser continua en R? Justifique 
su respuesta. 


77. Si una función f(x, y) tiene segundas derivadas parciales continuas 
en toda una región abierta R, ¿deben ser continuas en R las deri- 
vadas parciales de primer orden de f? Justifique su respuesta. 


44 La regla de la cadena 


La regla de la cadena para funciones de una variable que estudiamos en la sección 3.5 dice 
que cuando w = f(x) es una función diferenciable de х, y х = g(t) es una función dife- 
renciable de /, w se convierte en una función diferenciable de t y dw/dt puede calcularse 


mediante la fórmula 


dw _ dwdx 
dt ах ас! 


Para recordar la regla de la cadena, use el 
siguiente diagrama. Para calcular dw/dt, 
comience con w y lea hacia abajo hasta г, 
multiplicando las derivadas en el camino. 
Luego sume los productos. 


Regla dela cadena 


хав Variable 
“авдаг dependiente 


Variables 
х y, : 
intermedias 
dx dy 
dt dt 
Variable 
t independiente 
dw _ ðw dx | ðw dy 
dt ðx dt ` dy dt 
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Para funciones de dos o más variables, la regla de la cadena tiene varias formas. La 
forma depende del número de variables en cuestión, pero funciona como la regla de la ca- 
dena de la sección 3.5, una vez que consideramos la presencia de variables adicionales. 


Funciones de dos variables 


La fórmula de la regla de la cadena para una función w = f(x, y) cuando x = x(t) y 
y = y(t) son funciones diferenciables de 1, está dada por el siguiente teorema. 


TEOREMA 5 Regla de la cadena para funciones de dos variables inde 
pendientes 

Siw = f(x, y) tiene derivadas parciales continuas f, y fy y six = x(t), y = y(t) 

son funciones diferenciables de 7, entonces la composición w = /(Х(/), y(t)) es 

una función diferenciable de ѓу 


d 
T = (0), AA + (0), У(0) y (0), 


o bien 


dw _ ôf ах 97 dy 
dt дх dt дуй 


Demostración La demostración consiste en mostrar que si x y y son diferenciables en 
t = 10, entonces w es diferenciable en tọ y 


а) = (2), (4), + (5), (4) 
dt Ja дх Jp КФ 1, ду Jp МФ 


donde Py = (x(to), y(to)). Los subíndices indican en dónde se calcula cada derivada. 
Sean Ах, Ay, у Aw los incrementos que resultan de variar / de їр a ty + At. Como f 
es diferenciable (vea la definición en la sección 14.3), 


д д 
Aw = ES Ax + (20). Ay + e¡Ax + еду, 


dondee |, €, > 0 cuando Ах, Ay —> 0. Para calcular dw/dt, dividimos esta ecuación entre 
Ат y hacemos que А/ tienda a cero. 


Aw _ fowY Ax awY Ay Ax Ay 
Ar EM Ar * (26) до АГ 3 АГ 


Al hacer que Аг tienda a cero tenemos 


дуг ах дуг dy ) (4) (© ) 
= (—— a кү US еы Бр a ш 
(a: ), (® ), G ), (2 to dt to dt to 


El diagrama de árbol al margen proporciona una forma conveniente de recordar la 
regla de la cadena. En el diagrama podemos ver que cuando / = tọ, las derivadas dx/dt y 


998 


Capítulo 14: Derivadas parciales 


dy/dt se evalúan en to.. Luego, el valor de tọ determina el valor хо para la función diferen- 
ciable х y el valor yo para la función diferenciable y. Las derivadas parciales дуу/дх y 
дуг/ду (que son funciones de х y y) se evalúan en el punto Ро(хо, yo) correspondiente a to.. 
La “verdadera” variable independiente es t, mientras que х y y son variables intermedias 
(controladas рог £), у w es la variable dependiente. 

Una notación más precisa para la regla de la cadena muestra la forma de evaluar las 
distintas derivadas del teorema 5: 


d df d df dy 
“ж Чо) = ах (хо, 20) бо) + уу (хо, уо) (0) 


EJEMPLO 1 Applying the Chain Rule 
Use la regla de la cadena para calcular la derivada de 
у = Xy 


con respecto a у a lo largo de la trayectoria х = cos t, у = sen f. ¿Cuál es el valor de la de- 
rivada en г = р /2? 


Solución Aplicamos la regla de la cadena para calcular dw/dt como sigue: 


dw _ ðw dx + дуг dy 
а дх dt ду dt 


29009) d д(ху) 
цаг “гар (6084) + Зу 


4 
T (sen £) 


= (у)(—веп t) + (x)(cos t) 


(sen /)(—ѕеп t) + (cos £)(cos t) 


—sen? t + cos? t 


= cos 2t. 


En este ejemplo podemos verificar el resultado con un cálculo más directo. Como 
función de ż, 


1 
w = ху = соѕіѕепі = z 5еп 21, 


de modo que 


aw = 4 (зев) = Б 2 со$ 2t = cos 21. 
dt 12 


ы 


En todo caso, еп el valor dado de t, 


dw = а а — 
N cos (2 >) cos р 15 п 


Funciones de tres variables 


Tal vez se imagine la forma de la regla de la cadena para funciones de tres variables, pues 
sólo implica agregar un tercer término a la fórmula para dos variables. 


| Aquí tenemos tres rutas de w а ѓеп lugar 
de dos, pero el cálculo de dw/dt es el 
mismo. Lea hacia abajo cada ruta, 
multiplicando las derivadas en el camino 


y luego sume. 
Кеда dela cadena 


w= f(x,y,z) Variable 
dependiente 


Variables 
intermedias 


Variable 

t independiente 
dw _ ðw dx ду dy _ ðw dz 
dt ха дуа ` ðz dt 
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TEOREMA 6 Regla de la cadena para funciones de tres variables 
independientes 


Siw = f(x, у, z) es diferenciable, y x, y y z son funciones diferenciables de 1, en- 
tonces w es una función diferenciable de t y 


dw _ ðf ах ðf dy ðf dz 
dt ôx dt дуа 02: dt ` 


La demostración es idéntica a la del teorema 5, excepto que ahora tenemos tres varia- 
bles intermedias en lugar de dos. El diagrama que utilizamos para recordar la nueva ecua- 
ción también es similar, con tres rutas desde w hasta t. 


EJEMPLO2 Cambios en los valores de una función a lo largo de una hélice 
Encuentre dw/dt si 

и = ху +2, x = cost, у = sent, 1 = 1 
En este ejemplo, los valores de w cambian а lo largo de la trayectoria de una hélice (ѕес- 
ción 13.1). ¿Cuál es el valor de la derivada en ż = 0 ? 


Solución 


dw _ ду ах , ðw dy ду 
а дх dt ду dt 02 dt 


Se sustituyen 


(у)(—веп г) + (х)(соѕ г) + (1)(1) las variables 


intermedias. 


(sen t)(—sen t) + (cos t)(cos г) + 1 


= —sen? t + cos?t + 1 = 1 + соѕ 2f. 


dw — 
(£ a = 1 + cos (0) = 2. и 


Не aquí una interpretación física del cambio а lo largo de una curva. Si w = T(x, у, z) 
es la temperatura en cada punto (x, у, z) a lo largo de una curva С con ecuaciones paramé- 
tricas х = x(t), у = y(t), у= z(t), entonces la composición w = T(x(t), y(t), z(t)) re- 
presenta la temperatura con respecto a ѓа lo largo de la curva. La derivada dw/dt se inter- 
preta entonces como la razón de cambio de la temperatura a lo largo de la curva, como 
vimos en el teorema 6. 


Funciones definidas en superficies 


Si estamos interesados en la temperatura w = f(x, y, 2) de los puntos (x, y, 2) sobre la Tie- 
rra, tal vez preferiríamos pensar en x, y y z como funciones de las variables r y s que dan 
las longitudes y latitudes de los puntos. Si х = g(r, s), y = h(r, s), y z = k(r, s), podría- 
mos expresar la temperatura como función de r y s con la composición 


w = flelr, s), h(r, s), k(r, s)). 


Con la condición correcta, w tendría derivadas parciales con respecto a r y s que podrían 
calcularse del siguiente modo. 
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TEOREMA 7 Regla de la cadena para dos variables independientes y 
tres variables intermedias 

Suponga que w = f(x, y, 2), х = glr, s), y = h(r, s), y с = k(r, s). Si las cuatro 

funciones son diferenciables, entonces w tiene derivadas parciales con respecto a 

r y s, dadas por las fórmulas 


ðw _ ду дх , ди ду | ду дг 
ðr дх ðr ðy ðr 02 ðr 


ðw _ дудх | дудУ ‚ дид 
д5 дх ðS ду ds 02 Os ` 


La primera de estas ecuaciones puede deducirse de la regla de la cadena en el teorema 
6, manteniendo a s fija y considerando a r como т. La segunda puede deducirse de la mis- 
ma forma, manteniendo r fija y considerando a г como t. Los diagramas de árbol para am- 
bas ecuaciones aparecen en la figura 14.19. 


Тай „© иб = Р(х, у, 2) 
Variable - w = f(x, у, z) z 
dependiente 1 
7 

: їс, кйгй асс нуар 
Variables Ш y г)! 
intermedias | 3 | 

К ГА 

Variables 


independientes 


5 
w=flglr, s), h (r, s), k (r, s)) ðw _ ðw ðx | ðw ду дуд ðw ðw дх ðw dy , ðw дс 


ðr дх ðr ` ду ðr | dor ðs дх ðs 
(a) (b) (c) 


ду ðs ` ðz ðs 


FIGURA 14.19 Composiciones y diagramas de árbol para el teorema 7. 


EJEMPLO 3 Derivadas parciales por medio del teorema 7 


Exprese ðw/ðr y ðw/ðs en términos de r y s si 
w=x+2y+2, х= = у= 2 + lns, @ = 2. 


Solución 


дуг дугдх ди Y дуг д2 
дг dx dr ду дг  ðz ðr 


2 (1) (+) + (2)(2/) de (2:)(2) Sustituimos еп la variable 


intermedia z. 


L4 dr + (42) = + 127 


дуг дуг дх дуг дУ ðw д2 


95 dx ðs ду ðs д= ðs 


0-5) + @(1) + (д0 = 2- 5 н 


$ 


Кеда dela cadena 


14.4 Laregla de la cadena 1001 


Si fes una función de dos variables en lugar de tres, cada ecuación del teorema 7 tiene 
un término menos. 


w = flx, y) 


r 


ðw 


Siw = f(x, у), х = g(r, s), y у = h(r, s), entonces 


ðw _ дудх | ðw ду ðw _ ди дх | ðw Y 
дг дхдг дуз У ðs 0xo0s дуз: 


ðw _ ðw ðx | ðw ду 
ðr  ðx ðr ` ду ðr La figura 14.20 muestra el diagrama de árbol de la primera de estas ecuaciones. El 
diagrama de la segunda ecuación es similar; sólo hay que reemplazar r por s. 
FIGURA 14.20 Diagrama de árbol para 


la ecuación 


EJEMPLO 4 Más derivadas parciales 


ду _ дю дх | ди д . Exprese dw/dr y ду/д5 en términos de r y s si 
dr дх дг ду дг 
и = х2 + y, Х= ү - 8, у= 7+5. 
Solución 
ди дудх | ди ду dw _ ди дх | ди ду 
ðr дх ðr ду ðr ðs дх 05 ду ds 
= (2х)(1) + (2у)(1) = (2х)(—1) + (2у)(1) Ѕе 
sustituyen 
= 2( =s) + 2(r + 5) = —2(r —s) + 2(r + s) las variables 
intermedias 
= 4r = 45 
п 
Si fes una función sólo de х, nuestras ecuaciones son más sencillas. 
Regla dela cadena 
Siw = f(x) ух = g(r, s), entonces 
w = f(x) 
ди _ dw дх ðw _ dw дх 
dw ðr ахдг y ðs ах ðs’ 
dx 
х 
ər 4 En este caso, podemos usar la derivada ordinaria (de una variable) dw/dx. El diagrama de 
árbol aparece en la figura 14.21. 
Т 5 
дуу. Яу дх cz А Zoo ЭГ 
за. Revisión de la derivación implícita 
ду? dw дх Га regla de la cadena para dos variables según el teorema 5 conduce a una fórmula que 
ds dx ds 


realiza gran parte del trabajo de la derivación implícita. Suponga que 


FIGURA 14.21 Diagrama de árbol para 1. La función F(x, y) es diferenciable, y 
derivar fcomo composición de r y s con 2. La ecuación F(x, y) = O define a y de manera implícita como una función diferencia- 
una variable intermedia. ble de x, digamos y = h(x). 
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w = F(x, у) 


dw F dy 


dx хо y" dx 

FIGURA 14,22 Diagrama de árbol para 
derivar w = F(x, y) con respecto a x. Al 
hacer dw/dx = 0 se obtiene una sencilla 
fórmula para calcular la derivada implícita 
(teorema 8). 


Como w = F(x, y) = 0, la derivada dw/dx debe anularse. Al calcular la derivada mediante 
la regla de la cadena (diagrama de árbol de la figura 14.22), tenemos 


_dw_ dx dy Teorema 5 con t = х 
а зас рер 
ау 
= Бум] + Руа. 


Si F, = ðw/ðy % 0, podemos despejar dy/dx de esta ecuación para obtener 


Esta relación proporciona una manera rápida para calcular derivadas de funciones defini- 
das en forma implícita, que establecemos como un teorema. 


Suponga que F(x, y) es diferenciable y que la ecuación Р(х,у) = 0 define a y 
como una función diferenciable de x. Entonces, en cualquier punto donde 
Fy # 0, 


dy __E 
ах Р 


EJEMPLO 5 Derivación implícita 
Use el teorema 8 para determinar dy/dx si y? = х? — senxy = 0. 


2 


Solución Нара F(x, у) = y? — x° — sen xy. Entonces 


dy Е, —2x — усовху 
dx F, 2y — хсоѕ ху 
_ 2х + усоѕху 


С 2y — xcos xy ` 


Este cálculo es mucho más corto que el cálculo con una variable que utilizamos para en- 
contrar dyy/dx en el ejemplo 3 de la sección 3.6. п 


Funciones de varias variables 


En esta sección hemos visto varias formas de la regla de la cadena, pero usted no tendrá 
que memorizarlas si puede considerarlas como casos particulares de una misma fórmula 
general. Al resolver problemas particulares, puede ser útil trazar diagramas de árbol colo- 
cando la variable dependiente en la parte superior, las variables intermedias en medio, y la 
variable independiente seleccionada en la parte inferior. Para calcular la derivada de la va- 
riable dependiente con respecto a la variable independiente seleccionada, es necesario раг- 
tir de la variable dependiente y leer hacia abajo cada ruta del árbol hacia la variable inde- 
pendiente, calculando y multiplicando las derivadas a lo largo de cada ruta. Luego se 
suman los productos encontrados por las diversas rutas. 
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14,4 La regla de la cadena 


En general, suponga que w = f(x, у,..., У) es una función diferenciable de las varia- 


bles х, у,... 


, У (un número finito) y las x, y,..., Y son funciones diferenciables de 


р, 9... , t (otro conjunto finito). Entonces w es una función diferenciable de las variables 
р hasta t, y las derivadas parciales de w con respecto a estas variables están dadas por 


ecuaciones de la forma 


ди _ ди дх , диду, | дуду 
др дх др ду др ду др” 
Las otras ecuaciones se obtienen reemplazando р por q,..., t, una a la vez. 


Una forma de recordar esta ecuación consiste en pensar el lado derecho como el pro- 
ducto punto de dos vectores con componentes 


=_= 
Derivadas de уг 
con respecto a las 
variables intermedias 


EJ ERCICIOS 14,4 


ðw дуг ðw 
дх? ду”! ду 


dx ду ду 
у aP ap e ap) 


k 
Derivadas de las variables 
intermedias con respecto a la 
variable independiente seleccionada 


Regla de la cadena: una variable independiente 


En los ejercicios 1-6, (a) exprese dw/dt como función de t; use la re- 
gla de la cadena y exprese w en términos de t; derive en forma directa 
con respecto a т. Luego (Б) evalúe dw/dt en el valor dado de t. 


l.w=x2+ y x=cost, y=senf; г=р 

2. w = х2 y?, x = соз + 5601, у = со81- sent; 1-0 
Xx y 2 2 

3-3 х = cost, у = ер, z= l/t, 1-3 


4. w = 1п(х^ + у*+ 22), х = соз, y= sent, 2=421; 


1-3 

5. w = 2ye* — Inz, х=ш( +1), у= апі z= е"; 
1-1 

6. у = 2 = ѕвепху, х= ус, 12-61: 1=1 


Regla de Іа cadena: dos y tres variables 
independientes 
En los ejercicios 7 y 8, (a) exprese дг/ди y д2/ду como funciones de и 
y v; use la regla de la cadena y exprese z directamente en términos de 
и y de v antes de derivar. Luego (b) evalúe д2/ди y дг/ду en el punto 
dado (и, у). 

7. z = 4e*Iny, x= In(ucos У), у = usen y; 

(u, y) = (2, p /4) 
8. z = бап! (х/у), х = исоѕу, у = иѕепу; 


(и, y) = (1.3, р /6) 


En los ejercicios 9 y 10, exprese дуу/ди у ди/ду como funciones de и 
y v; use la regla de la cadena y exprese w directamente en términos de 


и y v antes de derivar. Luego (b) evalúe 4w/du y дуу/ду en el punto da- 
do (u, v). 


9 у= ху + ус + х, х=и+у, у=и-—у, = = иу; 
(и, y) = (1/2, 1) 


10. w = In (x? + y? + 22), х = пеЎѕепи, у = ue’ cosu, 
z= иеў; (и, у) = (-2, 0) 


En los ejercicios 11 y 12, exprese ди/дх, ди/ду, у du/dz сото funcio- 
nes de x, y y z; use la regla de la cadena y exprese u directamente en 
términos de х, y y z antes de derivar. Luego (b) evalúe ди/дх, ди/ду, y 
ди/дг en el punto dado (х, y, z). 


im. PDEXTFTIFHZ q=x-y+2 
3 


q. 
O ш (уа) = (2 21 


12. и = esen! p, p= senx, д = 21у, r= 1/z; 


(х, y, z) = (р /4, 1/2, —1/2) 


Uso de un diagrama de árbol 


En los ejercicios 13-24, trace un diagrama de árbol y escriba una fór- 
mula con la regla de la cadena para cada derivada. 


13. < paraz = f(x,y) x= g(t) y= h(t) 


14. < para z = f(u, y, w), u = g(t), y= h(t), w= k(t) 


д дуг 
эи Y ay Рша и = А, у, 2), х = flu у), у= g(u y) 


z = k(u, y) 


15. 
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16 ын Эн РРР ТО; r= (х,у), s = h(x, y) 
* Өх У ду , 5,1), »У), , y), 
t = k(x, у) 


ðw ðw 


17. du У зу Para w = g(x,y), х= Аи, У), у= k(u, y) 


ðw дуг 
18. эх зу Раа w = glu, У), u= (х,у), у= Кх, у) 


дг 


9: = = = 
19. as Y gg Para z = Р(х, у), х= @(15), y= hits) 


д 
20. para y = f(u), и = glr, s) 


21. A para w = @(и), u = h(s, t) 
ðw _ — 

22. gp рага» = fœ 9,2 Y), x= (р. у= hpa), 
с = (pq) У = k(p,q) 


ðw дуг 
23: Js 


ar Y gy Para w = Р(х,у), x= g(r) у= h(s) 


24. W para w = g(x,y) x=hlr,s,t) y= k(r,s,t) 


Derivación implícita 
Suponga que las ecuaciones de los ejercicios 25-28 definen a y como 


una función diferenciable de x, y use el teorema 8 para calcular el va- 
lor de dy/dx en el punto dado. 


25. x? — 2y? + ху = 0, (1,1) 


26. xy + y? — 3x -3 = 0, (—1,1) 


27. x? + xy +y? = 7 = 0, (1,2) 


28. хе? + senxy + у = 2 = 0, (0,ln2) 


Derivación implícita con tres variables 


El teorema 8 puede generalizarse a funciones de tres variables o más. 
La versión para tres variables se obtiene como sigue: si la ecuación 
F(x, y, z) = 0 determina a z como una función diferenciable de х y y, 
entonces, еп los puntos donde F; з 0, 


д2 Е, OZ Е, 


TTE Y DTF 


Use estas ecuaciones para determinar los valores de дг/дх y ôz/ðy 
en los puntos de los ejercicios 29-32. 


29. 2¿-xy+yx+y3-2=0 (1,1,1) 


30. -1=0, (2,3,6) 


31. sen (x + y) + ѕеп (у + z) + ѕеп (х + 2) = 0, (p,p,p) 
32. xe? + уе + 2100 = 2 312 = 0, (1,ш2,1п3) 


Cálculo de derivadas parciales dadas 


33. Determine dw/dr cuando г = 1,5 = —1 si w = (х + у + z}, 
х = г 5, у = соѕ (к + s),z = sen (r + s). 


34. Determine ðw/ðy cuando и = –1,у = 2 si w = ху + Inz, 
х = Уи, у= и + У, = = сози. 


35. Determine ðw/ðy cuando и = 0,у = 0 ві w = х2 + (y/x), 
х= и -– 2у + 1, y = 2и + y — 2. 


0,y = 1 si z = senxy + xsen y, 


36. Determine 92/ди cuando и = 
х= и? + у?, у = иу. 


37. Determine дг/ди у ðz/ðy cuando и = lIn 2, у = 1 siz = 5 tan`! x 


y x=e" + у. 


38. Determine д2/ди y 0z/0y cuando u = 1 y y = —2 si z = lnq y 


q=1y+3tan'u. 


Teoría y ejemplos 

39. Cambio de voltaje en un circuito El voltaje V de un circuito 
que satisface la ley V = ЈК cae lentamente cuando la batería se 
acaba. Al mismo tiempo, la resistencia R aumenta conforme el re- 
sistor se calienta. Utilice la ecuación 


ау _9Vdl , IVdR 
dt әй ƏR dt 


para determinar el cambio de la corriente en el instante en que 
R = 600 ohms, / = 0.04 amperios, dR/dt = 0.5 ohm/segundo, у 
dV/dt = —0.01 voltios/segundo. 


40. Cambio de dimensiones en una caja Las longitudes a, b y c de 
las aristas de una caja rectangular cambian con el tiempo. En el 
instante en cuestión, a = 1 m, b = 2 m, c = 3 т, а/а = db/dt 
= 1 m/s, y de/dt = —3 m/s. ¿Qué valores tienen las razones de 
cambio instantáneas del volumen V y del área de la superficie to- 
tal S en ese instante? ¿La longitud de las diagonales interiores de 
la caja, aumenta o disminuye? 


41. Si Ќи, у, w) es diferenciable y u = х 
z — х, muestre que 


у= ута ум = 


EA, 


ax y z 


42. Coordenadas polares Suponga que sustituimos las coordena- 
das polares х = r cos U y у = r sen uen una función diferenciable 


w = f(x,y). 


a. Muestre que 


dw 
27 f,cosu + f,senu 
y 
1 дуг 
Ta f,senu + fycosu. 


b. Resuelva las ecuaciones de la parte (a) para expresar f, y fy 
en términos de дуу/дг y ду/ди. 


с. Muestre que 


дү , 1(0wvY 
EY + (6)? = (22) de (22). 


43. Ecuaciones de Laplace Muestre que si w = f(u, У) satisface 
la ecuación de Laplace fun + fyy = 0 y si u = (х2 — у?)/2 y 
Y = xy, entonces w satisface la ecuación de Laplace 


Wax + Wy = 0. 

44. Ecuaciones de Laplace Sea w = f(u) + g(y), donde и = 
x+iyyy=x-iyei= 2 —1. Muestre que w satisface la 
ecuación de Laplace и, + и = 0 si todas las funciones nece- 


sarias son diferenciables. 


Cambios en funciones a lo largo de curvas 


45. Valores extremos en una hélice Suponga que las derivadas 
parciales de una función fx, y, z) en los puntos de la héli- 
sen f,z = £son 


сех = Cos t, y 


fx = cost, fy = sent, в=ї#+ї-—2. 


¿En qué puntos de la curva puede f asumir sus valores extremos? 


46. Una curva en el espacio Sea w = x2%e? cos 32. Determine el 


valor de dw/dt en el punto (1, In 2, 0) sobre la curva х = cost, 
у= (7+ 2), 2 = 2. 
47. Temperatura en una circunferencia Sea Т = f(x, y) la tem- 

peratura en el punto (х, y) sobre la circunferencia х = cos t, 
y = вепт, 0 = т = 2р y suponga que 

шингээ oT йуз ду, 

дх 5 ду 5 
a. Determine dónde ocurren las temperaturas máxima y mínima 


en la circunferencia, examinando las derivadas dT/dt y 
а?т/а?. 
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b. Suponga que Т = 4x? — 4xy + 4y? Determine los valores 
máximo y mínimo de T sobre la circunferencia. 


48. Temperatura en una elipse Sea Т = g(x, y) la temperatura en 
el punto (x, y) de la elipse 


х=22 2 сові, у = 2 2sent, О=г= 2р, 
y suponga que 
ôT дт. 
әх >» ду x 


a. Localice las temperaturas máxima y mínima en la elipse, exa- 
minando las derivadas dT/dt y а2Т/аг?. 


b. Suponga que T = xy — 2. Determine los valores máximo y 
mínimo de T sobre la elipse. 


Derivación de integrales 


Bajo mínimas restricciones de continuidad, es cierto que si 


b 
F(x) -f g(t, x) dt, 


b 
entonces F'(x) = / gx(t, х) dt. Podemos usar este hecho у la regla 
a 


de la cadena para determinar la derivada de 


f(x) 
Е(х) = / g(t, x) dt 


haciendo 
ошз) - | 8 (1, х) dt, 


donde и = f(x). Determine las derivadas de las funciones de los ejer- 
cicios 49 y 50. 


49. F(x) - | 217+ x dt 
0 


1 
50. Р(х) -f 2 +x dt 


x 


E 4 И Derivadas direccionales y vectores gradiente 


51 observa el mapa (figura 14.23) que muestra los contornos en el área de West Point a lo 
largo del río Hudson en Nueva York, observará que las corrientes tributarias fluyen en for- 
ma perpendicular a los contornos. Estas corrientes siguen las trayectorias del descenso 
más pronunciado, de modo que las aguas lleguan rápidamente al Hudson. Por tanto, la ra- 
zón de cambio instantánea en la altura de un flujo sobre el nivel del mar tiene una direc- 
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>= 


Recta x= xq + зи, у = Yo + 5и) 


u= ui яс ил} 


Dirección de 
crecimiento de s 


R 


Ро(хо, Yo) 


>x 


FIGURA 14.24 La razón de cambio de f 
en la dirección de и en un punto Р, es la 
razón con que f cambia a lo largo de esta 
recta en Po. 


ción particular. En esta sección verá por qué esta dirección, llamada la dirección “colina 
abajo”, es perpendicular a los contornos. 


FIGURA 14.23 Los contornos del área de West Point en 
Nueva York muestran flujos con trayectorias de descenso 
pronunciado que fluyen en forma perpendicular a los 
contornos. 


Derivadas direccionales en el plano 


De la sección 14.4 sabemos que si f(x, y) es diferenciable, entonces la razón de cambio de 
fcon respecto а ѓа lo largo de una curva diferenciable х = g(t), у = h(t) es 


df _ðfdx _ ðf dy 
dt ðxdt дуй 


En cualquier punto Ро(хо, yo) = Polg(to), A(to)), esta ecuación da la razón de cambio de f 
con respecto а £ creciente y рог tanto depende, entre otras cosas, de la dirección de movi- 
miento a lo largo de la curva. Si la curva es una línea recta y t es el parámetro de longitud 
de arco a lo largo de la recta, medida desde Py en la dirección de un vector unitario dado u, 
entonces df/dt es la razón de cambio de f con respecto a la distancia en su dominio en la 
dirección de u. Al variar u, encontramos las razones con que cambia f con respecto a la 
distancia, al pasar por Ро en distintas direcciones. Ahora definimos esta idea con más pre- 
cisión. 

Suponga que la función f(x, y) está definida en una región К en el plano ху, que 
Р((хо, уо) es un punto en №, y que u = ші + из} es un vector unitario. Entonces las ecua- 
ciones 


xX = хо + Su, у = уо + suw 


parametrizan la recta que pasa por Ро y que es paralela a u. Si el parámetro s mide la lon- 
gitud de arco desde Ро en la dirección de и, encontramos la razón de cambio de f en Py en 
la dirección de u, calculando df/ds en Py (figura 14.24). 
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DEFINICIÓN Derivada direccional 


La derivada de f en Ро(хо, yo) en la dirección del vector unitario u = ui + 
иэ) es el número 


(2) xo + sui, yo + su) — (хо, уо) 
lím : 
u,Po 


ds $ (1 


si el límite existe. 


s>0 


La derivada direccional también se denota mediantey 


“La derivada de f en Ро 
en la dirección de u” 


(рь). 


EJEMPLO 1 Cálculo de una derivada direccional mediante la definición 
Calcule la derivada de 

ТО y) = х? + xy 
en Po(1, 2) en la dirección del vector unitario и = (1/2 2) + (1/2 2), 


Ecuación (1) 


Solución 
Ю хо sui, yo + зиз) — f(xo, yo) 
= lím с 
48 u,Po s—0 
1 1 
Т a a + 5. — /(1;2) 
= lí: 
0 5 


e, 
e - (+) (о) ~ а. 
5—0 52042 2 2 2 22 


La razón de cambio de f(x, y) = x? + xy en Po(1, 2) en la dirección u = (1/1 2) + 
(1/2 2)j 55/12. a 


Interpretación de la derivada direccional 


La ecuación z = f(x, y) representa una superficie $ en el espacio. Si zo = f(xo, yo), en- 
tonces el punto Р(х, yo, zo) está en S. El plano vertical que pasa por P y Ро(хо, yo) parale- 
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Superficie S: 
2=flx y) , 


fixo + sur yo + иу) — Р(х, yo) 


(хр + sur, yo + suz) 
Polxo, yo) u= иі + иј 


FIGURA 14,25 La pendiente de la curva 
C en Py es я pendiente (РО); ésta es 


la derivada direccional 


df 
oS = (DP ro: 


lo a u corta a S en una curva (figura 14.25). La razón de cambio de f en la dirección de u 
es la pendiente de la tangente a C en P. 

Cuando u = і, la derivada direccional en Py es д//дх evaluada en (xo, уо). Cuando 
u = j, la derivada direccional en Ро es д] /ду evaluada en (xo, yo). La derivada direccional 
generaliza las dos derivadas parciales. Ahora podemos preguntarnos acerca de la razón de 
cambio de fen cualquier dirección и, y no sólo en las direcciones і y j. 

He aquí una interpretación física de la derivada direccional. Suponga que Т = f(x, y) 
es la temperatura en cada punto (х, y) de una región en el plano. Entonces f(xo, yo) es la 
temperatura en el punto Ро(хо, yo) y (Duf)p, es la razón de cambio instantánea de la tem- 
peratura en Py al avanzar en la dirección u. 


Cálculos y gradientes 


Ahora desarrollaremos una fórmula eficiente para calcular la derivada direccional para 
una función diferenciable f. Comenzamos con la recta 


x = хо + ur, у = уо + 5и2, (2) 


que pasa por Ро(хо, yo) , parametrizada con el parámetro de longitud de arco s que crece en 
la dirección del vector unitario u = иі + иј. Entonces 


(2) = (2) ах + £) dy Regla de la cadena para una f 
ds u,Po дх Po ds dy Po ds diferenciable 
= (22) и + 21) “и2 De las ecuaciones(2), 
дх Р, ду 2 dx/ds = u y dy/ds = из 
д] ) . (2 ) 1 | oa 
= ||==) i+ (>) j| |ui + mj (3) 
E Po 9 J py 
G G 
Gradiente de f en Po Dirección u 


DEFINICIÓN Vector gradiente 
El vector gradiente (o simplemente el gradiente) de f(x, y) en un punto 
Polxo, yo) es el vector 


af. 9]. 
ийн аг 


el cual se obtiene al evaluar las derivadas parciales de fen Ро. 


La notación Vf se lee “gradiente de f” o “nabla de f”. El símbolo У se lee “nabla”. Otra 
notación para el gradiente es grad f, que se lee como se escribe. 

La ecuación (3) dice que la derivada de una función diferenciable f en la dirección de 
u en Py es el producto punto de u con el gradiente de f en Ро. 


y 

А 

Еі Vf=i+2j 

ЇЕ 

1 5х 
0 1 P2, 0) 3 
243, 4,2-0 
Г БИЕ. 
ил 


FIGURA 14,26 Trace Vf como un vector 
en el dominio de f. En el caso de 

f(x, y) = хе? + cos (ху), el dominio es 
todo el plano. La razón de cambio de fen 
(2, 0) en la dirección u = (3/5)i — (4/5)j 
es Vf +u = —1 (ejemplo 2). 
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TEOREMA 9 La derivada direccional es un producto punto 
Si fx, y) es diferenciable en una región abierta que contiene а Ро(хо, yo), 


entonces 
d 
(0) = (тпл w 


es el producto punto del gradiente de f en Po con u. 


EJEMPLO2 Cálculo de la derivada direccional mediante el gradiente 


Determinar la derivada de f(x, у) = хе? + cos (xy) en el punto (2, 0) еп la dirección de 


y = 31 — 4j. 


Solución La dirección de у es el vector unitario obtenido al dividir у entre su longitud: 


Y У_3, 4. 
5.57 57 


Las derivadas parciales de f son continuas en todas partes, y en (2, 0) están dadas por 
F42,0) = (e? — y sen (ху))ооу = 6-0 = 1 
30,0) = (хе? — хеп (ху))оо) = 2e? – 2:0 = 2. 
El gradiente de / еп (2, 0) es 
УГ | со) = 1.02, Oi + £,Q, 0)j = і + 2) 
(figura 14.26). La derivada de / еп (2, 0) en la dirección de у es entonces 


(Daf) | оо) = Vf! Co *u Ecuación (4) 


НУС .(3, 4, з 8 
= (i + 2j) (21 3 575 1. 
Al evaluar el producto punto de la fórmula 


Daf = Уро =|Vf|Julcosu = | Vf [cos u, 


donde u es el ángulo entre los vectores u y Vf, se revelan las siguientes propiedades. 


Propiedades de la derivada direccional D,f = Vf +u = |Vf|cos u 


1. La función f crece más rápidamente cuando cos и = 1 o cuando u es la di- 
rección de Vf. Es decir, en cada punto Р de su dominio, f crece más rápida- 
mente en la dirección del vector gradiente Vf en P. La derivada en esta di- 
rección es 


Daf = | Vf |соѕ (0) = | Vf]. 
2. De manera similar, f decrece más rápidamente en la dirección de — Vf. La 
derivada en esta dirección es Dauf = | Vf |cos (р) = -| Vf]. 


3. Cualquier dirección u ortogonal a un gradiente Vf # 0 es una dirección de 
cambio nulo en f, pues en ese caso U es igual a p /2 y 


Daf = | Vf |cos (p /2) =|Vf|-0 = 0. 
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el 
, VI NLT) Cambi 5 | 
есгетепіо ¿dee юэ бр 
más rápido en f 
Vf=i+j 


Incremento más 
rápido en f 


FIGURA 14,27 La dirección en que 
f(x, y) = (х?/2) + (y?/2) crece más 
rápidamente en (1, 1) es la dirección de 
Vf li) = i + j. Corresponde a la 
dirección de máximo ascenso sobre la 
superficie en (1, 1, 1) (ejemplo 3). 


Como en casos anteriores, estas propiedades son válidas en tres dimensiones, como lo son 
en dos. 

EJEMPLO 3 Cómo determinar cambios máximos, mínimos y nulos 

Determine las direcciones en que f(x, y) = (х2/2) + (y?/2) 


(a) Crece más rápidamente en el punto (1, 1). 
(b) Decrece más rápidamente en (1,1). 


(с) ¿Cuáles son las direcciones de cambio nulo de fen (1, 1)? 


Solución 


(a) La función crece más rápidamente en la dirección de Vf en (1, 1). El gradiente en es- 
te caso es 


(Ура = Ол + урар 17-14. 
Su dirección es 
1+] 1+] 1. р: 
u=- = = i+ j. 
1-3 20}+0Ż 22 22 


(b) La función decrece más rápidamente en la dirección de — Vf en (1, 1), que es 


i =j: 
22 22 
(с) Las direcciones de cambio nulo en (1, 1) son las direcciones ortogonales a Vf: 


Lag d T ad 
y п=—— 


= —i =) 
22 22 


Vea la figura 14.27. п 


Gradientes y tangentes a curvas de nivel 


Si una función diferenciable f(x, y) tiene un valor constante с a lo largo de una curva regu- 
lar г = g(t) + h(t)j haciendo que la curva sea una curva de nivel de f, entonces 
f(e(t), h(t)) = с. Al derivar ambos lados de esta ecuación con respecto a t tenemos las 
ecuaciones 


EFD, MD) = Ele) 


Regla de la cadena 


ðf d д 
fdg , ah 


дх dt yd 0 

of. of. dg.  dh.Y 
dr 
Vf Рт 


La ecuación (5) dice que Vf es normal al vector tangente dr/dt, de modo que es normal а 
la curva. 


La curva de nivel f(x, у) = / (xo, yo) 


FIGURA 14,28 El gradiente de una 
función diferenciable de dos variables en 
un punto siempre es normal a la curva de 
nivel de la función que pasa por ese punto. 


> 


Vf(2, 1) =-i + 2j х-2у--4 


FIGURA 14.29 Podemos determinar la 
tangente a la elipse (х2/4) + y? = 2 
tratando a la elipse como una curva de 
nivel de la función f(x, y) = (1Y/4) + y? 
(ejemplo 4). 
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En cada punto (хо, yo) del dominio de una función diferenciable f(x, y), el gra- 
diente de fes normal а la curva de nivel que pasa por (хо, yo) (figura 14.28). 


La ecuación (5) valida nuestra observación de que las corrientes fluyen en forma per- 
pendicular a los contornos de los mapas topográficos (vea la figura 14.23). Como el flujo 
alcanzará su destino de la manera más rápida, éste debe fluir en la dirección del negativo 
del vector gradiente, por la propiedad 2 de la derivada direccional. La ecuación (5) nos di- 
ce que estas direcciones son perpendiculares a las curvas de nivel. 

Esta observación también nos permite determinar ecuaciones de las rectas tangentes a 
las curvas de nivel. Éstas son las rectas normales a los gradientes. La recta que pasa por un 
punto Ро(хо, yo) normal а un vector М = Ai + Bj tiene la ecuación 


А(х — хо) + Bly — yo) = 0 


(ejercicio 35). Si N es el gradiente (УЈ) (х, y) = fx(xo, yoJi + fy(xo, уо)), la ecuación de 
la recta tangente es 


Т.Охо, уо)(х — хо) + Ру(хо, у0)(У — yo) = 0. (6) 


EJEMPLO 4 Cómo determinar la recta tangente a una elipse 


Determine una ecuación para la tangente a la elipse 


(figura 14.29) en el punto (—2, 1). 


Solución La elipse es una curva de nivel de la función 


2 
f(x, y) = T + у?. 


El gradiente de fen (—2, 1) es 
Vf lio) = (ži + 23) = —і + 2j. Ecuación (6) 
2 (2,1) 


La tangente es la recta 


DGA + 2) + QM -1)=0 
х-2у--4. п 


Si conocemos los gradientes de dos funciones f y g, automáticamente conocemos los gra- 
dientes de sus múltiplos, de su suma, su resta, su producto y su cociente. En el ejercicio 36 
se le pedirá que establezca las siguientes reglas. Observe que estas reglas tienen la misma 
forma que las reglas correspondientes para derivadas de funciones de una variable. 
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Reglas algebraicas para gradientes 

1. Regla del múltiplo constante: V(kf) = КУ] (k arbitrario) 
2. Regla de la suma: V(f + g) = Vf + Vg 

3. Regla de la resta: Ү( = 2) = Vf — Vg 

4. Regla del producto: Ү(/е) = fVe + суў 

5. Regla del cociente: у (2) = eyf Е fVs 


EJEMPLO 5 Las reglas del gradiente 

Iustramos las reglas con 
Жу) =х-у (у) = Зу 
Vf =i-j Ve = 3j. 

Tenemos 

1. Vf) = V(2x — 2y) = 2i — 2j = 2Vf 

2. V(f + g) = Víx + 2y) =i + 2j= Vf + Vg 

з. Vf- 8) = Vx- 4) =i- арг Vf- Vg 

4. Vífg) = VGxy — Зу?) = 3yi + (3x — 6y)j 

3y(i — j) + 3yj + (3x — 6y)j 

= 3y(1 — j) + (3x = 3y)j 

= 3y(i — j) + (x — y)3j = А + fVg 


s v E) (6-3) 


=l; а 
3y зу?! 
_ 3yi— ЭХ) _ 3y(i — j) (3х — Зу) 
9y? 9y? 
а В) _ 21F ГУР 
5 2 Я || 
9у 8 


Funciones de tres variables 


Para una función diferenciable fx, у, z) y un vector unitario u = uji + u2j + uzk en el 
espacio, tenemos 


„‚ ӨГ of 
Vf тох 
у 
of of of 
Daf = Vf:u = ax! + ya + 92 3 
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De nuevo, la derivada direccional puede escribirse en la forma 


Daf = Vf u =|Vf ||u | cosu =|Vf| cosu, 


de modo que las propiedades antes enunciadas para funciones de dos variables siguen 
siendo válidas. En cualquier punto dado, f crece más rápidamente en la dirección de Vf y 
decrece más rápidamente en la dirección de — Vf. En cualquier dirección ortogonal a Vf, 


la derivada se anula. 


EJEMPLO 6 


Cómo determinar las direcciones de cambio máximo, mínimo 
y nulo 


(a) Calcule la derivada de f(x, у, 2) = х? — xy? — z en Po(1, 1,0) en la dirección de 


y = 21 — 3j + 6k. 


(b) ¿En cuáles direcciones cambia f más rápidamente en Ро, y cuáles son las razones de 
cambio en estas direcciones? 


Solución 


(a) La dirección de v se obtiene dividiendo v entre su longitud: 


|у|= 2 (2? + (3? + (6) = 2 49 = 7 


у 


2. 346 
lv] 71 71 + 7k. 


Las derivadas parciales de f en Ро son 


Ў. = (3х2 – у?)алоу = 2, 


200 уе 25. зайн ре 


El gradiente de fen Po es 


УЛ|алоу = 21 — 2) — К. 


La derivada de fen Ро en la dirección de у es 


E : Ze 3: 6 
(Юы])ало) = УРОО ч = Qi — 2) w- (21 31+ бк) 
4 6 6 4 
Т Т Т Тт 


(Б) La función crece más rápidamente еп la dirección de Vf = 2i — 2j — К y decrece 
más rápidamente en la dirección de —Vf. Las razones de cambio en estas direcciones 


son, respectivamente, 


|” = 2 (2° + (2 +(-1=29=3 y 
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-| Vf| = —3. а 


Cálculo de gradientes en puntos 


En los ejercicios 1-4, determine el gradiente de la función en el punto 
dado. Luego trace el gradiente junto con la curva de nivel que pasa por 
el punto. 


1. Ду) = ух, (2,1) 2. Ду) = ln(x? + у2), (1,1) 


2 у? 
3. g(x,y) =y- x°, (—1,0) 4. #(х, у) = 5 —>у› (2 2,1) 


En los ejercicios 5-8, determine Vf en el punto dado. 
(1,1,1) 
(1,1,1) 


5. у(х, у, х) = 1? 4 у? 22? + zlnx, 
6. ТО, У, 2) = 2z? 


3(x? + у?) + tan! xz, 
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7. }(х,у„&) = (x? + у? + z?! + In (xyz), 


8. f(x,y,z) = е*??сов + (у + 1) зіп! x, 


(—1,2,—2) 
(0, 0,р /6) 


Cálculo de derivadas direccionales 


En los ejercicios 9-16, determine la derivada de la función en Py en la 
dirección de A. 


9. f(x, у) = 2xy — 3y?, 


10. f(x,y) = 2x? + y? Pol-1,1), А = 3і – 4) 


Po(5,5), А = 4 + 3j 


11. g(x,y) = х — (у?/х) + 2 3sec™! (2ху), Po(1, 1), 
А = 121 + 5] 


12. h(x, y) = tan? (у/х) + 2 З sen” (9/2), Ро(1, 1), 
А = 3і – 2] 
Po(1, —1, 2), 


13. f(x,y,z) = ху + yz + zx, А = 31 + 6j — 2k 


14. f(x,y,z) = x? + 2y? – 3:2, Р0(1, 1,1), А=і+ј + К 


15. g(x, у, 2) = 3e*cos yz, Р;(0, 0, 0), А = 21 + j — 2k 
16. A(x, у, 2) = cosxy + e* + Inzx, 


А = і+ 2] + 2 


Ро(1, 0, 1/2), 


Direcciones de incremento 
y decremento más rápido 


En los ejercicios 17-22, determine las direcciones en que las funcio- 
nes crecen о decrecen más rápidamente en Po. Luego determine las 
derivadas de las funciones en estas direcciones. 


17. f(x,y) = x? + ху + y? Р (1,1) 
18. f(x, у) = xy + e?” seny, Poll, 0) 
19. f(x, у, z) = (1/y) — уф 


20. g(x,y,2) = хе? + 22, Ро(1, №2, 1/2) 


Pol4, 1, 1) 
21. f(x,y,z) = аху + Inyz + ах, Poll, 1,1) 


22. h(x, у, 2) = In (x? + y? — 1) + y + 6z, 


Po(1, 1, 0) 


Rectas tangentes a curvas 


En los ejercicios 23-26, trace la curva f(x, y) = c junto con Vf y la 
recta tangente en el punto dado. Luego escriba una ecuación de la rec- 
ta tangente. 


23. x? +y? =4, (22,22) 24. х2-у-1, (22,1) 


25. xy = —4, (2,—2) 


(—1,2) 


Teoría y ejemplos 
27. Derivada direccional nula ¿En qué dirección se anula la deri- 
vada de f(x, y) = xy + y? en PG, 2)? 


28. Derivada direccional nula ¿En qué direcciones se anula la de- 
rivada de f(x, y) = (х2 — у2)/(х2 + y?) en PA, 1)? 


29. ¿Existe una dirección u en que la razón de cambio de f(x, y) = 
x? — 3xy + 4у2 en Р(1, 2) sea igual a 14? Justifique su respuesta. 


30. 


31. 


32. 


33. 


34. 


35. 


36. 


30. Cambio de temperatura a lo largo de una circunferencia 
¿Existe una dirección u en que la razón de cambio de la función 
temperatura T(x, у, 2) = 2xy — yz (temperatura en grados Cel- 
sius, distancia en pies) en P(1, —1, 1) sea igual a —3%C/pies ? 
Justifique su respuesta. 

La derivada de fx, y) en Po(1, 2) en la dirección dei + jes212 
y en la dirección de —2j es —3 . ¿Cuál es la derivada de fen la di- 
rección de —i — 2j? Justifique su respuesta. 


La derivada de f(x, y, z) en un punto Р alcanza su máximo en la di- 
rección de v = і + j — К. En esta dirección, el valor de la deri- 
vada es 21 3. 


a. ¿Cómo es Vf en Р? Justifique su respuesta. 
b. ¿Cuál es la derivada de fen Р en la dirección de і + j? 


Derivadas direccionales y componentes escalares ¿Cuál es la 
relación entre la derivada de una función diferenciable f(x, y, z) 
en un punto Ро en la dirección de un vector unitario u, y el com- 
ponente escalar de (Vf)p, en la dirección de u? Justifique su res- 
puesta. 


Derivadas direccionales y derivadas parciales Suponiendo 
que las derivadas necesarias de f(x, y, z) están definidas, ¿cuál 
es la relación entre Dif, Dif, Dxf y fx» fy, fz? Justifique su 
respuesta. 


Rectas en el plano xy Muestre que 
A(x — хо) + В(у — yo) = 0 es una ecuación de la recta en el 
plano xy que pasa por el punto (хо, yo) normal al vector 
N = Ai + Bj. 

Las reglas algebraicas para los gradientes Dada una constan- 
te k y los gradientes 


af, af, af 
Vf Jx. T ду? Т az É 
y 
д8 д8 дз 
Үе Ji T ay) | эг ® 


use las ecuaciones escalares 


д д] д df д8 

эх (К) = Кар ar * 8) = Эс E эхэ 

of де 

8 (ууу A a (Үү. ax Јах 
эх 98) = Та + 8 ах өх 18) 7 28-03 


y así sucesivamente, para establecer las siguientes reglas. 
а. V(kf) = КУ} 
b. V(f + 2) = Vf + Ve 
с. V(f - 8) = Vf - Ve 
а. V(fg) = fVg + вур 

( ) ву} — fVe 
е. У ТОК” тус? 


g? 
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vi 
У? 
УІ 
Po 


х,у.) = с 


FIGURA 14.30 El gradiente Vf es 
ortogonal al vector velocidad de cada 
curva regular en la superficie que pasa por 
Р. Por tanto, los vectores velocidad en Po 
están en un plano común, que llamaremos 
el plano tangente en Ру. 


En esta sección definimos el plano tangente en un punto sobre una superficie regular en el 
espacio. Determinamos una ecuación para el plano tangente a partir de las derivadas par- 
ciales de la función que define a la superficie. Esta idea es similar a la definición de la rec- 
ta tangente en un punto sobre una curva en el plano coordenado para funciones de una va- 
riable (sección 2.7). Luego estudiamos la diferencial total y la linealización de funciones 
de varias variables. 


Planos tangentes y rectas normales 


Sir = g(t)i + h(1)j + k(t)k es una curva regular en la superficie de nivel f(x, y, 2) = с 
de una función diferenciable f, entonces f(g(1), h(t), К(1)) = с. Al derivar ambos lados de 
esta ecuación con respecto a t tenemos 


PIO, MO, KO) = E (0) 


of dg 0fdh ак 


дх dt dy dt 02 dt 0 Regla de la cadena 
of. f. 9] dg. dh, dk \ 
(Ei i a En) (Zis 1406 Al (0 
yf а/а 


En todo punto а lo largo de la curva, Vf es ortogonal al vector velocidad de la curva. 

Ahora restringimos nuestra atención a las curvas que pasan por Ро (figura 14.30). To- 
dos los vectores velocidad en Py son ortogonales a Vf en Po, de modo que todas las rectas 
tangentes a las curvas están en el plano que pasa por Ро normal a Vf. A este plano lo Па- 
mamos el plano tangente а la superficie en Ро. La recta que pasa por Ро perpendicular al 
plano es la recta normal a la superficie en Po. 


DEFINICIONES Plano tangente, recta normal 
El plano tangente en el punto Polxo, уо, zo) en la superficie de nivel 
Р(х, y, 2) = с de una función diferenciable f, es el plano que pasa por Py normal 


a Vf | py 


La recta normal a la superficie en Ре es la recta que pasa por Ро paralela а 


Así, de la sección 12.5, el plano tangente y la recta normal tienen las siguientes ecuaciones: 


Plano tangente a f(x, y, 2) = c en Ро(хо, уо, Zo) 


PAP) = хо) + 7,СФРоХу — yo) + FAP — zo) = 0 (2) 
Recta normal a f(x, y, 2) = c en Ро(хо, уо, 20) 


х= xo + fdPo)t, узу + (Р), = = zo + fAPo)t (3) 
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La superficie 
х + у? +2-9=0 


Pa(1, 2, 4) 


Recta normal 


FIGURA 14,31 El plano tangente y la 
recta normal a la superficie 

x? +y? + @— 9 = Оеп Р0(1, 2,4) 
(ejemplo 1). 


EJEMPLO 1 Cómo determinar el plano tangente y la recta normal 


Determine el plano tangente y la recta normal de la superficie 
f(x, y, 2) Z y? + y? +2z-9=0 Una paraboloide circular 


en el punto Ро(1, 2, 4). 


Solución Га superficie aparece en la figura 14.31. 
El plano tangente es el plano que pasa por Ро, perpendicular al gradiente de fen Po. 
El gradiente es 


ҮЛ |р, == (2xi + 2yj + k)(1,2,4) = 2i + 4j + k. 


Por tanto, el plano tangente es el plano 
2х-1)-4у-2)-(:-4)-0, ог 2x + 4y +z = 14. 
La recta normal а la superficie en Py es 


х=1 +2, y =2 + 4, z=4+t. п 


Para determinar una ecuación para el plano tangente a una superficie regular z = f(x, y) 
en un punto Po(xo, уо, 20), donde zo = f(xo, Yo), primero observamos que la ecuación 
z = f(x,y) es equivalente a f(x, у) — z = 0. La superficie z = f(x, y) es por tanto la 
superficie de nivel сего de la función F(x, y, 2) = f(x, y) — z. Las derivadas parciales de 
F son 


F= (у) =)=f-0=f 
к= Шу =D =4=0=% 


Е-2(853-0-0-1--1 
La fórmula 
ЕХРо)(х — хо) + FAPoMy — yo) + F:(Po)(z — zo) = 0 
para el plano tangente а la superficie de nivel en Py se reduce entonces a 


Ї.Охо, уо)(х — хо) + fylxo, yo) — yo) — (z — zo) = 0. 


Plano tangente a una superficie z = f(x, y) у (хо, уо, (Хо, Yo)) 
El plano tangente a la superficie z = f(x, y) de una función diferenciable f en el 
punto Ро(хо, Yo, zo) = (хо, Уо, F(xo, Уо)) es 


Т.Охо, уо)(х — хо) + (хо, уо) (у — уо) — (z — zo) = 0. (4) 


EJEMPLO 2 Cómo determinar un plano tangente a una superficie z = f(x у) 


Determine el plano tangente a la superficie z = xcos y — уе“ en (0, 0, 0). 


El plano 
х+2-4= 0 


a rd 
g(x, y, z) 


La elipse E 
(1, 1,3) 


2 Е сийн | 


х2-у!-2-0 
AAA 
Хх, y, 2) 


FIGURA 14,32 El cilindro 

f(x,y,z) = x? + y? — 2 = 0y el plano 
g(x, y, 7 =x+2-2=0 se intersecan en 
una elipse Е (ejemplo 3). 
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Solución Calculamos las derivadas parciales de f(x, у) = xcos y — уе” y usamos la 
ecuación (4): 


f(0, 0) = (cos y — уе^)о,0) =1- 0:1 = 1 
7,0, 0) = (-хѕепу — e”) = 0 – 1 = –1. 


Por tanto, el plano tangente es 


l1-(x-0)=1-(y-0)-= (с = 0) = 0, Ecuación (4) 


х= у= = 0, и 
EJEMPLO 3 Recta tangente а la curva de intersección де dos superficies 
Las superficies 


х,у, х) =x? +у2– 2 = 0  Uncilindro 


g(x, yz) =х+2-4= 0  Unplano 


se cortan en una elipse E (figura 14.32). Determine ecuaciones paramétricas de la recta 
tangente a E en el punto Р((1, 1, 3). 


Solución La recta tangente es ortogonal a Vf у Vg en Po, y por tanto es paralelo a 
у = Vf х Vg. Los componentes de у y las coordenadas de Py nos dan las ecuaciones de 
la recta. Tenemos 


Уаз) = (2х1 + 2уј)алз) = 21 + 2) 


КАКЕ = (1 + Kars =1+k 


i j k 
у = (2i + 2j) x (+) = |2 2 0| =2i-— 2) – 2k. 
1 0 1 
La recta tangente es 
x=1+2t, y=1-2t, 1=3 – 2. и 


Estimación del cambio en una dirección específica 
La derivada direccional juega el papel de una derivada ordinaria cuando queremos estimar 
cuánto cambia el valor de una función f si nos movemos una pequeña distancia ds de un 
punto Py a otro punto cercano. Si f fuese una función de una variable, tendríamos 

df = ТҮР 0) ds. Derivada ordinaria X incremento 
For a function of two or more variables, we use the formula 


df = (УЛ Ру” и) ds, Derivada direccional X incremento 


donde u es la dirección del movimiento conforme nos alejamos de Po. 
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Estimación del cambio de f en una dirección u 

Para estimar el cambio en el valor de una función diferenciable fcuando nos mo- 
vemos una pequeña distancia ds desde un punto Py en una dirección particular u, 
usamos la fórmula 


ар = (Ум) + ds 


Derivada Incremento 
direccional Яе la distancia 


EJEMPLO 4 Estimación del cambio en el valor de f(x, y 2) 


Estime el cambio en el valor de 
Р(х, y, х) = ysenx + 2yz 


si el punto Р(х, y, 2) se mueve 0.1 unidades desde Py(0, 1,0) directamente hacia 
Р\(2, 2, -2). 


Solución Primero determinamos la derivada de / en Ро еп la dirección del vector 
PoP; = 2i + j — 2k. La dirección de este vector es 


PoPa _ PoP 
ofi _ 041241; 


u=- j k. 
map 3033 


2 
3 


El gradiente de fen Po es 
Vf | оло) = ((у СО$ х)і + (sin х + 2z)j + 2yk))0.1.0) к= 1 + 2k. 


Por tanto, 


: 22; Le 2 2 4 2 
тл = +20): (Zi +1] 28) 373 3 


El cambio df que resulta de moverse ds = 0.1 unidades desde Ро en la dirección de и es 
aproximadamente 


df = (Vf|»,wlds) = - 2 ол) ~ —0.067 unit. и 


Cómo linealizar una función de dos variables 


Las funciones de dos variables pueden ser complicadas, y a veces debemos reemplazar 
unas funciones por otras más sencillas que den la precisión requerida para aplicaciones es- 
pecíficas sin que sea difícil trabajar con ellas. Hacemos esto de una manera similar a la 
forma en que hallamos los reemplazos lineales para funciones de una variable (sección 
3.8). 

Supongamos que la función que queremos reemplazar es z = f(x, y) y necesitamos 
que el reemplazo sirva cerca de un punto (xo, yo) donde f es diferenciable, y conocemos 
los valores de f, fx, y fy. Si nos movemos desde (хо, уо) hasta cualquier punto (х, y) me- 
diante los incrementos Ах = х — хоу Ау = y — yo, entonces la definición de diferen- 
ciabilidad de la sección 14.3 nos da el cambio 


Fx, y) — (хо, уо) = filo, уо) Ах + fy(xo, yo)Ay + €¡Ax + еДу, 
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donde €¡, є — 0 0 cuando Ах, Ду = 0. Si los incrementos Ах y Ау son pequeños, los 
лг productos є|Ах y ezAy serán aún menores y tendremos 
— e (x,y) 
оо f(x, y) 25 ТОо, yo) + Р(х, уо)(х = хо) + Ју(хо, yy шШ уо). 
L(x, у) 
ду-у-Уд En otras palabras, mientras Ах y Ду sean pequeños, f tendrá aproximadamente el mismo 
Un punto donde valor que la función lineal L. Así que si es difícil usar f, y nuestro trabajo puede tolerar el 
fesdiferenciable error implicado, podemos aproximar f por L (figura 14.33). 
(хо, уо) 070 
DEFINICIONES  Linealización, aproximación lineal estándar 
FIGURA 14.33 Si fes diferenciable en La linealización de una función f(x, y) en un punto (хо, yo), donde f es diferen- 
(хо, Yo), entonces el valor de f en cualquier ciable, es 
o aa L(x, y) = fro, yo) + (хо, уа — xo) + бо) — yo). 09) 


fo, уо) + (хо, yoJAx + fy(xo, yo)Ay. 
La aproximación 


f(x, у) = L(x, у) 


es la aproximación lineal estándar de fen (хо, yo). 


De la ecuación (4) vemos que el plano z = L(x, y) es tangente a la superficie 
z = f(x, y) en el punto (хо, yo). Así, la linealización de una función de dos variables es 
una aproximación tangente plana, de la misma forma que la linealización de una función 
de una variable es una aproximación tangente lineal. 


EJEMPLO 5 Cómo realizar una linealización 


Linealice 
2 10 1 2 
Fay) = х —ху+ Уу +3 
en el punto (3, 2). 


Solución Primero evaluamos f, fx, y fy en el punto (хо, уо) = (3, 2): 


FG, 2) = (e 0 +L,2+3) = 8 
(3,2) 


д 1 
3,2) = zz (+ ху + зу + 3) = (2х— ya = 4 
62) 


д 1 
182 => (+ эш 237 ш 3 = (=x + у)зру = —1, 
(3,2) 


lo que da 
L(x, y) = }(хо, уо) + fylxo, yo Mx — хо) + fy(xo, уо)(У — уо) 


= 8 + (4)(х — 3) + (-1)(у = 2) = 4х - y - 2. 


La linealización de fen (3, 2) is L(x, y) = 4x — y — 2. и 
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> X 


FIGURA 14,34 La región rectangular R: 
R: |х-хо| = Ау — yol = kenel 
plano xy. 


Al aproximar una función diferenciable f(x, y) mediante su linealización L(x, y) en 
(хо, уо), la precisión de la aproximación es una cuestión importante. 

Si podemos determinar una cota superior común M para | f yx |у | fæl en un rec- 
tángulo R con centro en (xo, yo) (figura 14.34), entonces podemos acotar el error E en to- 
do R, usando una sencilla fórmula (deducida en la sección 14.10). El error se define como 


Elx, y) = f(x, y) — L(x, y). 


? 


El error еп la aproximación lineal estándar 

Si f tiene primeras y segundas derivadas parciales en un conjunto abierto que 
contiene un rectángulo R con centro en (xo, yo), y si M es una cota superior para 
los valores de | fx], | f. уу|» yl f 21 en R, entonces el error E(x, y) obtenido al reem- 
plazar fx, y) en R por su linealización, 


L(x, y) = }(хо, уо) + fulxo, уо)(х — хо) + (хо, уо)(У — yo) 


satisface la desigualdad 


1 
| Су) = 5 М(|х = xo] + ly = yol). 


Para que | Е(х, у) | sea pequeño para una М dada, simplemente hacemos pequeños a 
х = xolyly = yol. 


EJEMPLO 6 Cota del error del ejemplo 5 


Determine una cota superior para el error en la aproximación f(x, y) = L(x, y) del ejem- 
plo 5 para el rectángulo 


R: |х-3|= 01, |у-2|=01. 


Exprese la cota superior como un porcentaje de /(3, 2), que es el valor de fen el centro del 
rectángulo. 


Solución Usamos la desigualdad 


1 
| (х, у)| = 5 М(|х = xo] + |у — уо)”. 


Para encontrar un valor adecuado рага М, calculamos f yx, f yy, y Y Ру, después de una de- 
rivación ordinaria vemos que las tres derivadas son constantes, con valores 


[fol =/21=2,  |1175|51-15-1, |fy1=]1]=1. 


El mayor de éstos es 2, de modo que podemos tomar M como 2. Si (xo, yo) = (3, 2), sa- 
bemos que en R, 


|05, у)| = (2 Mx — 31 + ly — 27 = (lx 31 + ly - 2)? 


Por último, сото |х — 3| = 0.1 у|у — 2| = 0.1 en R, tenemos 
|E(x, у)| = (0.1 + 0.1)? = 0.04. 
Como el porcentaje de f(3, 2) = 8, entonces el error no es mayor que 


04 y 100 = 0.5%. и 
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Diferenciales 


De la sección 3.8 recuerde que para una función de una variable y = f(x), definimos el 
cambio en f cuando х cambia de aaa + Ах como 


Af = f(a + Ax) — f(a) 
y la diferencial de f como 
df = f'(a)Ax. 


Ahora consideremos una función de dos variables. 
Un cálculo directo a partir de la definición de L(x, y), usando la notación 
x — хо = Аху y — yo = Ду, muestra que el cambio correspondiente en L es 


Af = f(xo + Ах, yo + Ау) — Ј(хо, yo). 


Suponga que una función diferenciable f(x, y) y sus derivadas parciales existen en un pun- 
to (хо, уо). Si nos movemos a un punto cercano (xy + Ах, yo + Ay), el cambio en fes 


AL = хо + Ax, yo + Ay) — (хо, уо) 


= (хо, уо) Ах + fy(xo, yo) Ay. 


Las diferenciales ах y ау son variables independientes, de modo que pueden asignárseles 
valores arbitrarios. Con frecuencia hacemos dx = Ах = х — xo, y dy = Ay = у — yo. 
Entonces tenemos la siguiente definición para la diferencial, o diferencial total de f. 


DEFINICIÓN Diferencial total 


Si nos movemos de (хо, yo) a un punto (хо + dx, yy + dy) cercano, el cambio 
resultante 


df = Fs уо) ах + Р(хо, уо) 4у 


en la linealización de / 86 conoce como la diferencial total de /. 


EJEMPLO 7 Estimación del cambio en el volumen 
Suponga que una lata cilíndrica está diseñada para tener un radio de 1 pulgada y una altu- 
ra de 5 pulgadas, pero estas medidas tienen un error de dr = +0.03 y dh = —0.1. Estime 
el cambio absoluto resultante en el volumen de la lata. 
Solución Para estimar el cambio absoluto en V = p r2h, usamos 

AV яг dV = V,(ro, ho) dr + Vilro, ho) dh. 
Con У, = 2p rhy Vp = p r°, obtenemos 


dV = 2р roho dr + pro dh = 2p (1)(5)(0.03) + р (1)2(—0.1) 


= 0.3р — 0.1р = 02р = 0.63 іп? и 
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h=25 —^ 
h=5 


(a) (b) 


FIGURA 14,35 El volumen del cilindro 
(a) es más sensible a un pequeño cambio en 
r que a un cambio igualmente pequeño 

en h. El volumen del cilindro (b) es más 
sensible a los cambios pequeños en h que a 
los cambios pequeños en r (ejemplo 8). 


En lugar del cambio absoluto en el valor de una función f(x, y), podemos estimar el cam- 
bio relativo o cambio porcentual mediante 


df df 
РЕ 12177 


respectivamente. Еп el ejemplo 7, el cambio relativo se estima en 


0, 


ау 0.2р _  0.2p 


V(ro, ho) prho  p(mM*5) 


= 0.04, 


lo que da 4% como una estimación del cambio porcentual. 


EJEMPLO 8 Sensibilidad al cambio 


Su empresa fabrica tanques cilíndricos circulares rectos, con 25 pies de altura y 5 pies de 
radio, para el almacenamiento de melaza. ¿Cuál es la sensibilidad del volumen de los tan- 
ques a pequeñas variaciones en la altura y el radio? 


Solución Con У = р r?h, tenemos que la aproximación al cambio en el volumen es 


dV = Ү,(5, 25) dr + Ү,(5, 25) dh 


(2р гл) (5 25) dr + (р г?”)(зо5у dh 


= 250р dr + 25р dh. 


Así, un cambio de una unidad еп r cambia а У en aproximadamente 250p unidades. Un 
cambio de una unidad en h cambia V en aproximadamente 250p unidades. El volumen del 
tanque es 10 veces más sensible a un pequeño cambio en r, que a un pequeño cambio de 
igual tamaño en h. Como ingeniero de control de calidad preocupado por el volumen co- 
rrecto de los tanques, tendrá que prestar atención especial a los radios. 

En contraste, si los valores de г y Л se invierten para que r = 25 y Л = 5, entonces la 
diferencial total en V es 


dV = (2р rh)oss) dr + (p r?)oss) dh = 250p dr + 625p dh. 


Ahora, el volumen es más sensible a cambios en h que a cambios en r (figura 14.35). 
La regla general es que las funciones son más sensibles a pequeños cambios en las va- 
riables que generan las mayores derivadas parciales. п 


EJEMPLO 9 Estimación del error porcentual 


El volumen У = р 77h de un cilindro circular recto debe calcularse a partir de los valores 
medidos de r y Л. Suponga que r se mide con un error no mayor al 2% y que Л se mide con 
un error no mayor al 0.5%. Estime el error porcentual posible en el cálculo de V. 


Solución Sabemos que 


шж 100| =2 y а > 100 = 05. 


Сото 


dV _ 2prhdr+pr?*dh _ 2dr „‚ dh 
ше > 
у рг Ё Л 
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tenemos 
Y _ > dr аһ 
ү 4 Л 
-р + 
= 2(0.02) + 0.005 = 0.045. 
Estimamos un error en el cálculo del volumen по mayor a 4.5%. ш 


Funciones de más de dos variables 
Tenemos resultados similares para funciones diferenciables de más de dos variables. 


1. La linealización de f(x, y, z) en un punto Ро(хо, yo, 20) 18 
L(x, у, 2) = Ро) + fx(Po)(x — хо) + }(Ро)(у — уо) + FAP — zo). 


2. Supongamos que А es un sólido rectangular cerrado centrado en Py, contenido en una 
región abierta donde las segundas derivadas parciales de f son continuas. Supongamos 
además que | fel, | fyylh | fell Fey ll УР son menores o iguales a М en А. En- 
tonces el error E(x, y, 2) = f(x, y, х) — L(x, у, z) en la aproximación de f por L está 
acotado en R, de acuerdo con la desigualdad 


? ? ? ? 


1 
|El = 5 М(|х — хо + ly — уо} + |z = zol. 
3. Si las segundas derivadas parciales de f son continuas y si х, y y z cambian desde 
хо, Yo» Y Zo mediante las pequeñas cantidades dx, dy y dz, la diferencial total 


df = }ХРо) dx + }уРо) dy + fAPo) dz 


nos da una buena aproximación del cambio resultante en f. 


EJEMPLO 10 Determinación de una aproximación lineal en el espacio 
Determine la linealización L(x, y, z) de 
Хбх, у, х) = х2 — ху + 3senz 


en el punto (хо, уо, 20) = (2, 1, 0). Determine una cota superior рага el error obtenido al 
reemplazar f por L en el rectángulo 


R: |х—2|<001,_ |” -15002, 1 = 0.01. 


Solución Una evaluación rutinaria implica 
fQ, 1, 0) = 2, 140, 1, 0) = 3, 7,8, 1, 0) = -2, 17:02, 1, 0) ын 3. 
Así, 


Lx, y, 2) = 2 + 3(х = 2) + (-2)(у — 1) + 3(2 = 0) = 3х – 2y + 32 — 2. 
Como 


Ls = 2; fyy = 0, fz = 73 senz, 
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podemos considerar con seguridad а М como máx] —3 sen z| = 3. Por tanto, el error obte- 
nido al reemplazar f por L en R satisface 


|Е| = > (3)(0.0! + 0.02 + 0.01)? = 0.0024. 


El error no será mayor que 0.0024. п 


Planos tangentes y rectas normales a superficies 


En los ejercicios 1-8, determine las ecuaciones para 


(a) el plano tangente y 


PIDAN гн 


(Б) la recta normal en el punto Ро, en la 
superficie dada. 


3, Po(1,1,1) 
x? + у? – 12 = 18, Po(3, 5, -4) 
2z— х? = 0, Pol2, 0, 2) 


x? + 2xy — y? +z?=7, PA, —1,3) 


х? + у?+{° 


‚ соѕрх — х?у+ е + уг = 4, Ро(0, 1, 2) 


а AL 12D) 
x+y+z=1, Pol0, 1,0) 
x? + y? — 2ху — х + 3y 


z= —4, Po(2,—3, 18) 


En los ejercicios 9-12, determine una ecuación para el plano 
tangente a la superficie dada, en el punto especificado. 


9. 
11. 


z=ln(?+y?), (1,0,0) 10. z= е 9, (0,0,1) 
(1,2,1) 12. z= 4х2 + y? (1,1,5) 


2=2y-x, 


Rectas tangentes a curvas 


En los ejercicios 13-18, determine ecuaciones paramétricas para la 
recta tangente a la curva de intersección de las superficies en el punto 


dado. 

13. Superficies: х + y? + 2z = 4, х-1 
Punto: (1, 1,1) 

14. Superficies: xyz = 1, x° + 2у2 + 3:2 = 6 
Ришо: (1, 1,1) 

15. Superficies: x? + 2y + 2z = 4, y=1 
Punto: (1, 1, 1/2) 

16. Superficies: x + y? +z=2, y=1 
Point: (1/2, 1, 1/2) 

17. Superficies: х? + 3x°y? + у? + 4xy = z? = 0, 

x? +y? +22 = 11 


18. 


1,1,3) 
Superficies: х2 


(2 2,2 2,4) 


Punto: 


Punto: 


Estimación del cambio 


19. 


20. 


21. 


22. 


23. 


24. 


¿A cuánto asciende el cambio de 


f(x,y,z) = In2 x+y +? 


si el punto P(x, y, z) se mueve desde Po(3, 4, 12) una distancia de 
ds = 0.1 unidades en la dirección de 3i + 6j — 2k? 


¿A cuánto asciende el cambio de 


Р(х, y, 2) = e” cos yz 


si el punto P(x, y, z) se mueve desde el origen una distancia de 
ds = 0.1 unidades en la dirección de 2i + 2j — 2k? 
¿A cuánto asciende el cambio de 


ysenz + y 


g(x, у, 2) = x + xcosz 


si el punto P(x, y, z) se mueve desde Ро(2, —1, 0) una distancia de 
ds = 0.2 unidades hacia el punto P¡(0, 1, 2)? 


¿A cuánto asciende el cambio de 
h(x, y, х) = cos (р xy) + xz? 


si el punto Р(х, у, z) se mueve desde Ро(— 1, —1, —1) una distan- 
cia de ds = 0.1 unidades hacia el origen? 


Cambio de temperatura а lo largo de una circunferencia Su- 
ponga que la temperatura Celsius en el punto (x, y) en el plano xy 
es T(x, y) = xsen 2y y que la distancia en el plano xy se mide en 
metros. Una partícula se mueve en el sentido de las manecillas 
del reloj alrededor de la circunferencia de radio 1 m con centro en 
el origen, a la razón constante de 2 m/s. 


a. ¿Con qué rapidez cambia la temperatura experimentada 
por la partícula, en grados Celsius por metro, en el punto 
P(1/2, 2 3/2)? 

b. How fast is the temperature experienced by the particle 
changing in degrees Celsius per second at P? 


Cambio de temperatura a lo largo de una curva en el espacio 
La temperatura Celsius de una región en el espacio está dada por 
T(x, у, 2) = 2х2 — xyz. Una partícula se mueve en esta región y 
su posición en el tiempo г está dada por х = 22, y = 3: = 
—+£, donde el tiempo se mide en segundos y la distancia en metros. 


a. ¿Con qué rapidez cambia la temperatura experimentada por la 
partícula, en grados Celsius por metro, cuando la partícula es- 
tá en el punto Р(8, 6, —4)? 


b. ¿Con qué rapidez cambia la temperatura experimentada por la 
partícula, en grados Celsius por segundo en P? 


Determinación de linealizaciones 


En los ejercicios 25-30, determine la linealización L(x, y) de la fun- 
ción en cada punto. 


25. f(x,y) =x? +у2 +1 en а. (0,0), Ь (1,1) 
26. f(x,y) = (х+у + 2) en а. (0,0),  b. (1, 2) 
27. f(x,y) = 3х = 4у +5 е а. (0,0), Ь (1,1) 
28. f(x, y) = хуу en а. (1,1), b. (0,0) 
29. f(x, у) = e*cos y еп а. (0, 0), b. (0, р /2) 
30. f(x, у) = e®™ en а. (0,0, b. (1, 2) 


Соїа$ ѕирегіогеѕ рага еггогеѕ 
en las aproximaciones lineales 


En los ejercicios 31-36, determine la linealización L(x, y) de la 
función f(x, y) еп Ро. Luego determine una cota superior para la mag- 
nitud | £| del error en la aproximación f(x, у) = L(x, y) en el rectán- 
gulo R. 


31. f(x,y) = xX? — 3xy + 5 еп Po(2, 1), 
R: |х-2|501, |y- 1|= 0.1 


32. f(x, y) = (1/2)? + xy + (1/4)y? + 3x — Зу + 4 en Po(2, 2), 
R: |x- 2|= 0.1, |y- 2|= 0.1 
33. f(x,y) = 1 + y + xcos y en Ро(0, 0), 


К: |Х| 502, |у 502 
(Use|cos у| = 1 y |sen y| = 1 al estimar E.) 
34. f(x,y) = ху? + усоѕ (х = 1) en Ро(1, 2), 
К: |х-11504, [у= 21 = 01 
35. f(x, y) = е*сов y en Рс(0, 0), 
к: |х| = 01, |у| < 0.1 
(Use e* = 1.11 у|сов»| = 1 al estimar Е.) 


36. f(x, у) = Inx + ln yen Po(1, 1), 
К: |= 11= 02, |у-11502 


Funciones de tres variables 


Determine las linealizaciones L(x, y, z) de las funciones de los ejerci- 
cios 37-42 en los puntos dados. 


37. f(x,y,z) = xy + yz + xzen 

a. (1,1,1) b. (1,0,0) с. (0, 0, 0) 
38. f(x,y,z) = x? + y + х2 еп 

а. (1,1,1) b. (0, 1,0) с. (1, 0, 0) 
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39. f(x,y,z) = 2 x? + y? + z?’en 


a. (1,0,0) b. (1, 1,0) с. (1, 2, 2) 
40. f(x, у, 2) = (sen xy)/z en 
а. (p/2,1,1) b. (2,0, 1) 


41. f(x,y,z) = е" + соѕ (у + х) еп 


р 
b. (o. 2,0) 


42. f(x,y,z) = tan” (xyz) en 
a. (1,0,0) b. (1,1,0) 


a. (0,0,0) 


ь© 


) 


с. (o. A 


с. (1,1,1) 


En los ejercicios 43-46, Determine la linealización L(x, y, z) de la fun- 
ción f(x, y, z) en Po. Luego determine una cota superior para la magni- 
tud del error E en la aproximación f(x, y, 2) ~ L(x, у, z) en la región К. 


43. f(x,y,z) = xz — 3yz +2 en Po(l,1,2) 
Кк |х-1150601, y= 1|=<=0.01, z= 2| = 0.02 


44. f(x,y,z) = x? + xy + yz + (1/4)2 en Po(l, 1,2) 
R: |х- 1|< 0.01, |у— 1|< 0.01, |z— 2| = 0.08 

45. f(x,y,z) = ху + 2yz — 3x2 en Ро(1, 1, 0) 
К. |x- 1[= 0.01, |у = 1 = 0.01, z| < 0.01 

46. f(x, у, z) 
R: |x| = 0.01, |y| 5001, |z- р/4| = 0.01 


2 2сов x sen (у + х) en Po(0,0,p/4) 


Estimación del error; sensibilidad al cambio 


47. Estimación del error máximo Suponga que T se encuentra 
mediante la fórmula Т = х (е? + e >), donde ху y tienen los va- 
lores 2 y In 2, con errores máximos posibles de |dx| = 0.1 y 
|4у| = 0.02. Estime el error máximo posible en el valor calculado 
de Т. 


48. Estimación del volumen de un cilindro ¿Con qué precisión 
puede calcular У = р r?h con medidas de г y л que tienen un er- 
тог de 1902 


49. Error porcentual máximo Sir = 5.0 cm y Л = 12.0 cm con 
una precisión milimétrica, ¿cuál será el error porcentual máximo 
esperado al calcular У = p r?h ? 


50. Variación en la resistencia eléctrica La resistencia R produci- 
da al unir resistencias de А y Rọ ohms en paralelo (vea la si- 
guiente figura) puede calcularse mediante la fórmula 


a. Muestre que 


2 2 
== R | R 
a (a+ (E a 


b. Usted ha diseñado un circuito de dos resistencias como el que 
aparece en la siguiente página, con resistencias de 
Ку = 100 ohms y А = 400 ohms, pero siempre existe una 
variación en la fabricación, y es probable que las resistencias 
recibidas no tengan los valores exactos. ¿El valor de R es más 
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sensible a la variación en R¡, o a la variación en R2? Justifi- 
que su respuesta. 


(98 


с. En otro circuito como el que se muestra, usted planea cam- 
biar А} de 20 a 20.1 ohms y К» de 25 a 24.9 ohms. ¿Aproxi- 
madamente en qué porcentaje cambiará esto a R? 


Usted planea calcular el área de un rectángulo largo y delgado a 
partir de las medidas de su largo y ancho. ¿Cuál dimensión debe 
medir con más cuidado? Justifique su respuesta. 

a. Alrededor del punto (1, 0), ¿la función f(x, y) = х2(у + 1) 
es más sensible а los cambios еп хо a los cambios en у? Jus- 
tifique su respuesta. 

b. ¿Cuál razón entre dx y dy hará que df sea igual а cero en (1,0)? 


Acarreo del error en los cambios de coordenadas 


0.01, 4 


0.01) 


a. Six = 3 + 0.01 y y = 4 + 0.01, como mostramos aquí, 
¿aproximadamente con qué precisión puede calcular las coor- 
denadas polares r y U del punto P(x, y), a partir de las fórmu- 
las r? = х? + y? yu = tan? (y/x)? Exprese sus estimacio- 
nes como cambios porcentuales de los valores que tienen r y 
и en el punto (xo, yo) = (3, 4). 


b. En el punto (хо, yo) = (3, 4), ¿son más sensibles los valores 
de r y U a cambios en x que a cambios en y? Justifique su res- 
puesta. 


Diseño de una lata de refresco Una lata común de 12 onzas lí- 
quidas de refresco es en esencia un cilindro de radio r = 1 pulga- 
da y altura h = 5 pulgadas. 


a. Con estas dimensiones, ¿cuán sensible es el volumen de la la- 
ta a un pequeño cambio en el radio, en comparación con un 
pequeño cambio en la altura? 


b. ¿Podría diseñar una lata que pareciera contener más refresco, 
pero que de hecho contenga las mismas 12 onzas líquidas? 
¿Cuáles serían sus dimensiones? (Hay más de una respuesta 
correcta.) 


55. 


56. 


57. 


58. 


Valor de un determinante 2 X 2 Sila| es mucho mayor que 
|b|, |el, y |41, ¿a cuál de las variables а, b, с y des más sensible el 
valor del siguiente determinante? 


fla, b, c, d) = 


Ea 
d 


Justifique su respuesta. 


Estimación del error máximo Suponga que u = хе? + ysenz 
y que x, y y z pueden medirse con errores máximos posibles de 
0.2, +0.6, y +p /180, respectivamente. Estime el error máximo 
posible al calcular u a partir de los valores medidos 
х= 2, y= ln3, z = p /2. 


La fórmula de Wilson para el tamaño de un lote Esta fórmu- 
la de economía dice que la cantidad más económica Q de bienes 
(radios, zapatos, cepillos, etcétera) para un pedido de una tienda 
está dada por la fórmula Q = 2 2KM/h , donde K es el costo de 


elaboración del pedido, M es el número de artículos vendidos por 


semana y h es el costo de almacenamiento semanal para cada artí- 
culo (costo del espacio, utilería, seguridad, etcétera). ¿A cuál de 
las variables K, M y h es más sensible Q cerca del punto 
(Ko, Mo, ho) = (2, 20, 0.05)? Justifique su respuesta. 


Medición de un campo triangular El área de un triángulo es 
(1/2)ab sen C, donde a y b son las longitudes de dos lados del 
triángulo, y C es la medida del ángulo entre ellos. Al medir un te- 
rreno triangular, las medidas obtenidas para a, b y C son 150 pies, 
200 pies y 60°, respectivamente. ¿Cuál es aproximadamente el er- 
ror en el cálculo del área, si los valores de a y b tienen un error de 
medio pie cada uno y el valor de C tiene un error de 2°? Vea la fi- 
gura anexa. Recuerde usar radianes. 


Teoría y ejemplos 
59. La linealización de f(x, y) es una aproximación con un plano 


tangente Muestre que el plano tangente en el punto 
Ро(хо, уо), f(xo, уо)) en la superficie z = f(x, y) definida me- 
diante una función diferenciable f, es el plano 


fx(xo, уо)(х — хо) + fylxo, yoMy — yo) — (z — f(xo, yo)) = 0 
o bien 
z = flo, yo) + (хо, yox — хо) + },(хо, yo)(y — yo). 


Así, el plano tangente a Ро es la gráfica de la linealización de f en 
Ре (vea la siguiente figura). 


(хо, Yo» fao уо)) 
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en los puntos donde = —p /4, 0,0 y p /4. La función f da el cua- 

drado de la distancia de un punto P(x, y, z) sobre la hélice al ori- 

gen. Las derivadas calculadas aquí dan las razones de cambio del 

cuadrado de la distancia con respecto a f, cuando P pasa por los 
—z= f(x, y) puntos donde + = —p /4,0, 0 y p/4. 


62. Curvas normales Una curva regular es normal a una superficie 
f(x, y, 2) = с en un punto de intersección si el vector velocidad 
de la curva es un múltiplo no nulo de Vf en el punto. 

Muestre que la curva 


1 
Ї 
І 
Т 
1 
| 
Ф 
(х0, Yo) 


60. Cambio а lo largo de la involuta de una circunferencia En- 
cuentre la derivada de f(x, у) = x? + y? en la dirección del vec- 


tor unitario tangente a la curva 


к) = 211+ 21) – 101 + 3)к 


es normal а la superficie x? + y? — z = 3 cuando 1 = 1. 


63. Curvas tangentes Una curva regular es tangente a la superficie 
en un punto de intersección si su vector velocidad es ortogonal a 
Vf en ese punto. 
Muestre que la curva 


r(t) = (cost + tsen t)i + (sent — tcos t)j, t>0. r(t) = 21+ 2 tj + (2t — 1)k 
61. Cambio a lo largo de una hélice Determine la derivada de es tangente a la superficie x? + y? — z = 1 cuando! = 1. 
f(x у, 2) = х? + y? + 2? en la dirección del vector unitario tan- 


gente a la hélice 


r(t) = (cos t)i + (sen £)j + tk 


FIGURA 14.36 La función 


z = (cos x)(cos y)e? шид 


tiene un valor máximo de 1 y un valor 
mínimo aproximado de —0.067 sobre la 


región cuadrada |х| = 3р /2,|у| = 3р /2. 


Las funciones continuas de dos variables asumen valores extremos en dominios cerrados y 
acotados (vea las figuras 14.36 y 14.37). En esta sección veremos que podemos reducir la 
búsqueda de estos valores extremos, examinando las primeras derivadas parciales de las 
funciones. Una función de dos variables puede asumir valores extremos sólo en los puntos 
frontera del dominio o en los puntos interiores del dominio donde las primeras derivadas 
parciales se anulan, o donde una o ambas derivadas no existen. Sin embargo, la anulación 
de las derivadas en un punto interior (a, b) no siempre indica la presencia de un valor ex- 
tremo. La superficie, que es la gráfica de la función, podría tener la forma de una silla de 
montar justo en (a, b) y cruzar su plano tangente en ese punto. 


Criterios de las derivadas para los valores extremos locales 


Para determinar los valores extremos locales de una función de una variable, buscamos los 
puntos donde la gráfica tiene una recta tangente horizontal. En tales puntos, buscamos los 
máximos locales, los mínimos locales y los puntos de inflexión. Para una función f(x, y) de 
dos variables, buscamos los puntos donde la superficie z = f(x, y) tiene un plano tangen- 
te horizontal. En tales puntos, buscamos los máximos locales, los mínimos locales y los 
puntos silla (de estos últimos daremos más detalles en breve). 
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У. 
ХУУ 


ГУ 


FIGURA 14,37 Та “superficie de techo” 


z= (= il = Ixl = I») 


vista desde el punto (10, 15, 20). La 
función que la define tiene un valor 
máximo de 0 y un valor mínimo de —a 
sobre la región cuadrada |х| = a,|y| = a. 


BIOGRAFÍA HISTÓRICA 


Siméon-Denis Poisson 
(1781-1840) 


N 


Y 
957, : 
z = f(x,y) 

ES 


of 
| 70 
=/о. b) 
b h(y) = f(a, y) 
РА 
1; Бе у 
(a, b, 0) 


FIGURA 14,39 Si un máximo local de f 
ocurre en x= a, y = b, entonces las 
primeras derivadas parciales /,(а, b) y 
fy(a, b) se anulan. 


DEFINICIONES Máximo local, mínimo local 

Sea fx, y) definida en una región R que contiene al punto (a, b). Entonces, 

1. fía, Б) es un valor máximo local de fsi f(a, Б) = f(x, y) para todos los pun- 
tos del dominio (x, y) en un disco abierto con centro en (a, b). 


2. Қа, Б) es un valor mínimo local de f si f(a, р) = f(x, y) para todos los 
puntos del dominio (x, y) en un disco abierto con centro en (a, b). 


Los máximos locales corresponden a picos de montaña en la superficie z = f(x, y) y los 
mínimos locales corresponden a fondos de valle (figura 14.38). En tales puntos, los planos 
tangentes (cuando existen) son horizontales. Los extremos locales también se conocen co- 
mo extremos relativos. 

Como en el caso de las funciones de una sola variable, la clave para identificar los ex- 
tremos locales es un criterio de la primera derivada. 


M áximo local 
(ningún valor cercano de fes mayor) 
\ 


хо 
o 
2 


=> 
Mínimo local. —*? 
(ningún valor cercano de fes menor) 


FIGURA 14,38 Un máximo local es un pico de montaña y un mínimo 
local es el fondo de un valle. 


TEOREMA 10 Criterio de la primera derivada para valores extremos 
locales 

Si f(x, y) tiene un valor máximo o mínimo local en un punto interior (а, b) de su 

dominio, y si las primeras derivadas parciales existen en el punto, entonces 


ра, b) = 0 y f,(a, Б) = 0. 


Demostración Si f tiene un extremo local en (a, b), entonces Іа función g(x) = f(x, b) 
tiene un extremo local en x = a (figura 14.39). Por tanto, g'(a) = 0 (teorema 2 del capí- 
tulo 4). Ahora g'(a) = f(a, Б), de modo que f,(a, Б) = 0. Un argumento similar con la 
función h(y) = f(a, y) muestra que f,(a, b) = 0. ш 


Si sustituimos los valores f(a, b) = Оу fy(a, b) = O en la ecuación 
fla, Ь)(х — a) + fla, b)(y — b) – (z — f(a, b)) = 0 
del plano tangente a la superficie z = f(x, y) en (a, b), la ecuación se reduce a 
0:(х — a) +0-(y=b)=2z+fla,b)=0 
o bien 


z = fla, Б). 


FIGURA 14,40 Puntos silla en el origen. 


FIGURA 14.41 La gráfica de la función 
f(x, y) = x? + y? es el paraboloide 


2 .. . 
z=x + y”. La función tiene un valor 


mínimo local de 0 en el origen (ejemplo 1). 
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Así, el teorema 10 dice que la superficie tiene un plano tangente horizontal en un extremo 
local, si dicho plano existe. 


DEFINICIONES Punto crítico 


Un punto interior del dominio de una función fix, y) donde f, y fy se anulan, о 
bien donde alguna de estas derivadas no existe, es un punto crítico de f. 


El teorema 10 dice que los únicos puntos donde una función f(x, y) puede asumir valo- 
res extremos son los puntos críticos y los puntos frontera. Al igual que en las funciones di- 
ferenciables de una sola variable, no todo punto crítico da lugar a un extremo local. Una 
función diferenciable de una variable podría tener un punto de inflexión. Una función dife- 
renciable de dos variables puede tener un punto silla. 


DEFINICIÓN Punto silla 


Una función diferenciable f(x, y) tiene un punto silla en un punto crítico (a, b) si 
en cada disco abierto con centro en (a, b) existen puntos del dominio (x, y) donde 
Р(х, у) > f(a, b). y puntos del dominio (х, y) donde f(x, у) < f(a, b). El punto 
correspondiente (а, b, Да, b)) sobre la superficie z = f(x, y) se conoce сото 
punto silla de la superficie (figura 14.40). 


EJEMPLO 1 Cómo determinar valores extremos locales 


Determine los valores extremos locales de f(x, у) = x? + y? 


Solución El dominio de f es todo el plano (de modo que no hay puntos frontera) y las 
derivadas parciales ў, = 2x y fẹ = 2y existen en todas partes. Por tanto, los valores extre- 
mos locales pueden ocurrir solamente cuando 


La única posibilidad es el origen, donde el valor de f es cero. Сото f nunca es negativa, 
vemos que el origen da un mínimo local (figura 14.41). п 


EJEMPLO 2 Identificación de un punto silla 
Determine los valores extremos locales (si existen) de f(x, y) = у? = x? 


Solución El dominio de f es todo el plano (de modo que no existen puntos frontera), y 


las derivadas parciales f, = —2x y fy = 2y existen en todas partes. Por tanto, los extre- 
mos locales pueden ocurrir solamente en el origen (0, 0). Sin embargo, a lo largo del se- 
mieje positivo х, f tiene el valor f(x, 0) = —x? < 0; a lo largo del semieje positivo y, f tie- 


ne el valor f(0, y) = y? > 0. Por tanto, todo disco abierto en el plano xy con centro en (0, 
0) contiene puntos donde la función es positiva y puntos donde es negativa. La función tie- 
ne un punto silla en el origen (figura 14.42), en lugar de un valor extremo local. Conclui- 
mos que la función no tiene valores extremos locales.. ш 


El hecho de que fx = fy = Оеп un punto interior (a, b) de R, no garantiza que f tenga 
un valor extremo local en tal punto. Sin embargo, si f y sus primeras y segundas derivadas 
parciales son continuas en R, podemos saber más gracias al siguiente teorema, el cual de- 
mostraremos en la sección 14.10. 
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FIGURA 14,42 El origen es un punto 
silla de la función f(x, у) = y? — х2 No 


hay valores extremos locales (ejemplo 2). 


TEOREMA 11 Criterio de la segunda derivada para valores extremos 
locales 


Suponga que f(x, у) y sus primeras y segundas derivadas parciales son continuas 
en un disco con centro en (a, b) y que f,(a, р) = f,(a, b) = 0. Entonces 

і. ftiene un máximo local en (а, b), Si fsx < Оу Ару — Тэ > беп (a, b). 
ii. ftiene un mínimo local en (a, b), si ] > Оу fxxfyy — НЭЭ > 0 en (a, b). 
iii. ftiene un punto silla en fxxfyy — e < 0 en (a, b). 


iv. El criterio no es concluyente en (a, Б), si ffxxfyy — fy = (0 en (a, b). En 
este caso, debemos buscar otra forma de determinar el comportamiento de 


fen (a, b). 


La expresión fufyy — fa se conoce como discriminante o Hessiano de f. A veces 
es más fácil recordarlo como determinante, 


7 хх f ху 


— 2- 
f ХХ Ї yy Ў 1 Т ху } уу 


El teorema 11 dice que si el discriminante es positivo en el punto (a, b), entonces la super- 
ficie se curva de la misma forma en todas las direcciones: hacia abajo si fxx < 0, lo que da 
lugar a un máximo local; y hacia arriba si fxx > 0, lo que da lugar a un mínimo local. Por 
otro lado, si el discriminante es negativo en (a, b), entonces la superficie se curva hacia 
arriba en algunas direcciones y hacia abajo en otras, de modo que obtenemos un punto si- 
lla. 


EJEMPLO 3 Cómo determinar valores extremos locales 


Determine los valores extremos locales de la función 


fœ y) == =y — 2x — 2y +4. 


Solución La función está definida y es diferenciable para toda x y y, y su dominio no 
tiene puntos frontera. Por tanto, la función tiene valores extremos sólo en los puntos donde 
f. у fy se anulan en forma simultánea. Esto conduce a 


Б-у-2х-2-0,) ф-х-2у-2-0, 
o bien 


х= у= -2. 


Por tanto, el punto (—2, —2) es el único punto donde f puede asumir un valor extremo. Pa- 
ra ver si esto ocurre, calculamos 


El discriminante de fen (a, Б) = (2, —2) es 
Po TF yy fo =(=2)(=2) (1)? = 4 1 = 3, 


La combinación 


Fix < 0 у faf уу Л? f ыг >0 


nos dice que f tiene un máximo local en (-2,-2). El valor de f en este punto es 
f(-2, -2) = 8. Е 


FIGURA 14,43 La superficie z = xy tiene 
un punto silla en el origen (ejemplo 4). 


0) y=0 A(9, 0) 


FIGURA 14,44 Esta región triangular es 
el dominio de la función del ejemplo 5. 
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EJEMPLO 4 Búsqueda de valores extremos locales 


Determine los valores extremos locales de f(x, y) = xy. 


Solución Como fes diferenciable en todas partes (figura 14.43), puede asumir valores 
extremos sólo donde 


= у= 0 у = х = 0. 


Así, el origen es el único punto donde f podría tener un valor extremo. Para ver qué ocurre 
aquí, calculamos 


El discriminante 
f хў уу f. Я; ==], 


es negativo. Por lo tanto, la función tiene un punto silla en (0, 0). Concluimos que 
f(x, y) = xy no tiene valores extremos locales. ш 


Máximos y mínimos absolutos en regiones cerradas y acotadas 


Organizamos la búsqueda de los extremos absolutos de una función continua f(x, y) en una 
región cerrada y acotada R en tres pasos. 


1. Enumerar los puntos interiores de К donde fpuede tener máximos y mínimos locales, 
y evaluar f en estos puntos. Estos son los puntos críticos de f. 


2. Enumerar los puntos frontera de R donde f tiene máximos y mínimos locales, y eva- 
luar f en estos puntos. En breve mostraremos cómo hacerlo. 


3. Buscar en las listas los valores máximos y mínimos de f. Éstos serán los valores má- 
ximos y mínimos absolutos de fen R. Como los máximos y mínimos absolutos son 
también máximos y mínimos locales, los valores máximos y mínimos absolutos de f 
aparecen en alguna de las listas creadas en los pasos 1 y 2. 


EJEMPLO 5 Cómo determinar extremos absolutos 


Determine los valores máximos y mínimos absolutos de 


fla, y) = 2 + 2x + 2y — х? – y? 


en la región triangular del primer cuadrante acotada por las rectas х = 0, y = 0, 
y=9-x. 


Solución Como fes diferenciable, los únicos lugares donde / puede asumir estos valo- 
res son los puntos interiores del triángulo (figura 14.44) donde fy = fy = 0 y los puntos 
en la frontera. 


(a) Puntos interiores. Para éstos, tenemos 
K£=2-2x=0, љЉ= 2 -= 2у = 0, 


lo que da el único punto (х, у) = (1, 1). El valor de f ahí es 
f(,1) = 4. 
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(b) Puntos frontera. Consideramos un lado del triángulo a la vez. 
(i) Sobre el segmento OA, y = 0. La función 


f(x,y) = 3,0) = 2 + 2x -x 


puede considerarse ahora como una función de x definida en el intervalo cerrado 
О = x = 9. Sus valores extremos (que conocemos del capítulo 4) pueden ocurrir en 
los puntos extremos 


x=0 donde f(0,0)=2 
х= 9 donde f(9,0) =2+18-— 81 = —61 


y en los puntos interiores donde f'(x,0) = 2 — 2х = 0. El único punto interior 
donde f'(x,0) = O es x = 1, donde 


f(x, 0) = f(1, 0) = 3. 
(1) En el segmento OB, x = Оу 


f(x, y) = F(0, y) = 2 + 2y — y? 


Por la simetría de f con respecto a х y y, y por el análisis anterior sabemos que los can- 
didatos en este segmento son 


F(0, 0) = 2, F(0,9) = —61, ТОО, 1) = 3. 


(11) Ya tomamos en cuenta los valores de /еп los extremos de AB, de modo que sólo nece- 
sitamos buscar en los puntos interiores de AB. Como y = 9 — x, tenemos 


х,у) =2 + 2x + 2(9 — х) – x? — (9 — x}? = —61 + 18x — 2x?. 


Al hacer f'(x, 9 — х) = 18 — 4х = 0 tenemos 


En este valor de x, 


y=9-2=2 y лы» = 423) = a, 


Resumen Enumeramos todos los candidatos: 4, 2, —61, 3, — (41/2). El máximo es 4, y f 
lo asume en (1, 1). El mínimo es—61, y flo asume en (0, 9) y (9, 0). ш 


Para solucionar problemas de valores extremos con restricciones algebraicas sobre las va- 
riables, por lo general necesitaremos el método de multiplicadores de Lagrange de la si- 
guiente sección. Pero a veces es posible resolver tales problemas directamente, como en el 
siguiente ejemplo. 


EJEMPLO 6 Solución de un problema de volumen con una restricción 


Una compañía de mensajería sólo acepta cajas rectangulares tales que la suma de su largo 
con su circunferencia (perímetro de una sección transversal) no exceda 108 pulgadas. De- 
termine las dimensiones de una caja aceptable de volumen máximo. 


Solución Sean x, y y z el largo, el ancho y la altura de la caja rectangular, respectivamen- 
te. Entonces, la circunferencia es 2y + 2z.Queremos maximizar el volumen V = хус de 


Circunferencia =distanciz 
alrededor de esto 


N 


х y 


FIGURA 14.45 Та caja del ejemplo 6. 
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la caja (figura 14.45) con la condición x + 2y + 2z = 108 (la caja más grande aceptada 
por la empresa). Así, podemos escribir el volumen de la caja como una función de dos 
variables. Ү= хус y 
х = 108 — 2y — 25 
V(y, z) = (108 — 2у — 2z)yz 


= 108yz — 2y% — 2y2? 


Al igualar a cero las primeras derivadas parciales, 


Уу, z) = 108z — 4yz — 22? = (108 — 4y — 22): = 0 


Vy, 2) = 108y — 2y? — 4yz = (108 — 2y — 4z)y = 0, 


obtenemos los puntos críticos (0, 0), (0, 54), (54, 0) y (18, 18). El volumen se anula en (0, 
0), (0, 54), (54, 0), por lo que en ninguno de éstos tenemos un volumen máximo. En el 
punto (18, 18) podemos aplicar el criterio de la segunda derivada (teorema 11): 


Vy = A, Үш = —4у, Vy = 108 — 4y — 4z. 


Entonces 
Voy Vez — Уу = 16yz — 16(27 — y – z}. 
Así, 
V,,(18, 18) = -4(18) < 0 
y 


[Vi Ve — Уу ваа = 16(18)(18) — 16(-9P > 0 

implican que (18, 18) da un volumen máximo. Las dimensiones del paquete son 
х = 108 — 2(18) — 2(18) = 36 y = 18 pulgadas, y = 18 pulgadas y z = 18 pulgadas 
y el volumen máximo es У = (36)(18)(18) = 11,664 pulgadas cúbicas, o 6.75 pies cúbi- 
соз. ш 
A pesar de la fuerza del teorema 10, le pedimos que recuerde sus limitaciones. Éste no se 
aplica a los puntos frontera del dominio de una función, donde es posible que una función 
tenga valores extremos y derivadas no nulas. Además, no se aplica a los puntos donde al- 
guna de las derivadas f, o f, no existe. 


Resumen de criterios de máximos y mínimos 

Los valores extremos de f(x, y) pueden ocurrir sólo en 

i. puntos frontera del dominio de f 

ii. puntos críticos (puntos interiores donde f, = f, = 0, о puntos donde f, O fy, 


no existen). 


Si las derivadas parciales de primer y segundo orden de f son continuas en un dis- 
co con centro en un punto f,(a, Б) = fy(a, Б) = 0, la naturaleza de Ќа, Б) puede 
verificarse con el criterio de la segunda derivada: 

і. fa < 0y fufy — fa > Oen (a,b) = máximo local 

й. fa > 0y fufy — fa > Оеп (а, р) = mínimo local 
ій. fufy — То <0en(a,b) = punto silla 
іу. Рр — fy = Qen (a,b) = el criterio no es concluyente 
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EJ ERCICIOS 14.7 


Determinación de extremos locales 


Determine todos los máximos locales, mínimos locales y puntos silla 
de las funciones de los ejercicios 1-30. 


1. f(x,y) = x? + xy +y? + 3х – Зу +4 

2. х,у) = x? + 3xy + 3y? — 6x + 3y — 6 
3. f(x, y) = 2xy — 5х2 — 2y? + 4x + 4y — 4 
4. f(x,y) = 2ху — 5х2 — 2y? + 4x — 4 

5. f(x,y) = х2 + ху + 3х + 2у + 5 

6. f(x,y) = y? + xy — 2x — 2y + 2 

7. f(x,y) = 5ху — 7х2 + 3x — бу + 2 

8. f(x, у) = 2ху— х2 — 2y? + Зх + 4 

9. f(x,y) = x? — 4xy +y? + бу +2 


- 
= 


‚ РО, у) = 3x? + бху + 7у2 — 2х + 4y 
‚ f(x,y) = 2х2 + 3xy + 4у2 — 5х + 2y 
. f(x, y) = 41? — бху 
. fay) =x -y 

‚ f(x, y) = x? — 2xy + 2y? — 2x + 2y + 1 
‚ f(x, у) = x? + 2xy 

‚ f(x,y) = 3 + 2x + 2y — 2x? — 2xy — y? 
Ру) = x? — y? – 2xy +6 

‚ f(x,y) = х? + 3xy + y? 

. f(x, y) = 6x? — 2x? + 3y? + бху 

‚ f(x, y) = 3y? — 2y? — 31? + бху 

. f(x,y) = 9x? + у?/3 — 4ху 

‚ РО, у) = 8x5 + y? + бху 

. f(x, y) = х? + у? + 3х2 — 3y? – 8 

. f(x, y) = 2x? + 2y? — 9х2 + 3y? 


pa 
pa 


en 
N 


= 
w 


pù жа 
л ь 


- 
© 


== ж = 
© o N 


159) 
= 


N N N 
Ww N м 


N 
A 


25. f(x, y) = 4xy — xt — y* 

26. f(x, y) = х* + y? + 4ху 

27. у) = > 28. у) = клу + 1 
ХЕ у? — 1 y 


29. f(x, y) = ysenx 30. f(x, y) = e? cos y 


Determinación de extremos absolutos 


En los ejercicios 31-38, determine los máximos y mínimos absolutos 
de las funciones en los dominios dados. 


31. fíx, y) = 2x? — 4x + y? — 4y + 1 en la placa triangular cerra- 
da y acotada por las rectas x = 0, y = 2, y = 2x en el primer 
cuadrante 


32. D(x, y) = х? — xy + y? + 1 enla placa triangular cerrada en el 
primer cuadrante y acotada por las rectas х = 0, у = 4, у = х 


33. 


34. 


35. 


36. 


37. 


38. 


39. 


40. 


41. 


Рх, y) = х? + у? en la placa triangular cerrada y acotada por 
las rectas x = 0, y = 0, y + 2x = 2 en el primer cuadrante 


Т(х,у) = х? + xy + y? 
A 8 


бх en la placa rectangular 0 = х = 


T(x, у) = х? ху у? бх + 2 еп Ја placa rectangular 0 = х 
<=5,-3<у<0 

f(x, у) = 48ху — 32x? — 24y? еп la placa rectangular 0 = х = 
LO=<y=1 

f(x, y) = (4x — х2) cos y en la placa rectangular 1 = х = 3, 
—р /4 = y = р /4 (Vea la siguiente figura). 


22 == 
26625 
оо 


f(x,y) = 4х — 8xy + 2y + 1 en la placa triangular cerrada y 
acotada por las rectas х = 0, y = 0, х + y = 1 enel primer cua- 
drante 


Encuentre dos números a y b, con a = b, tales que 


b 
6-0 


tenga en ese punto su valor máximo. 
Determine dos números a y b, con a = b, tales que 
b 


(24 — 2х — х?)!Зах 


a 


tenga en ese punto su valor máximo. 


Temperaturas La placa circular plana de la figura 14.46 tiene 
la forma de la región х2 + y? = 1. La placa, incluyendo la fron- 
tera donde x? + y? = 1, se calienta de modo que la temperatura 
en el punto (x, y) es 


T(x, у) = x? + 2y? – х. 


Determine las temperaturas en los puntos más caliente y más frío 
de la placa. 


FIGURA 14.46 Las curvas de 
temperatura constante se llaman 
isotermas. La figura muestra 
las isotermas de la función de 
temperatura T(x, y) = х2 + 2y? 
— x sobre el disco x? + y? = 1 
en el plano xy. En el ejercicio 
41 se le pide localizar las 
temperaturas extremas. 


42. Determine el punto crítico de 


f(x, y) = xy + 2x — In x?y 


en el primer cuadrante abierto (x > 0, y > 0) y muestre que f 
asume un mínimo en ese punto (figura 14.47). 


Ñ 


»Х 


FIGURA 14.47 La función 
f(x, y) = xy + 2x — Inx?y 
(aquí se muestran algunas 
curvas de nivel) asume un 
valor mínimo en algún punto 
en el primer cuadrante abierto 
x > 0, y > 0 (ejercicio 42). 
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Teoría y ejemplos 


43. 


44. 


45. 


46. 


47. 


48. 


49. 


50. 


51. 


52. 


Si existen, determine los máximos, mínimos y puntos silla de f(x, 
y), dado que 
а. f= 2x- 4y y fy=2y-4x 


b. f.=2x-2 y ђ= 2у – 4 


с. = 92-9 y р= 2у +4 
Describa su razonamiento еп cada caso. 


El discriminante fyxf,y — fo se anula en el origen para cada una 
de las siguientes funciones, de modo que el criterio de la segunda 
derivada falla. Determine si la función tiene un máximo, un míni- 
mo o ninguno de los anteriores en el origen, imaginando la apa- 
riencia de la superficie z = f(x, y) Describa su razonamiento en 
cada caso. 


b. f(x, y) = 1 = xy? 
d. f(x у) = х?у? 


а. f(x, y) = х2у? 
с. f(x, y) = xy? 


е. f(x, y) = хуу? f. f(x, y) = x*y? 


Muestre que (0, 0) es un punto crítico de 
Рх, y) = х2 + Кху + у?, sin importar el valor de la constante К. 
(Sugerencia: Considere dos casos: К = 0 y k % 014. 


¿Para cuáles valores de la constante k ocurre que el criterio de la 
segunda derivada garantiza que f(x, y) = х2 + kxy + y? tenga 
un punto silla en (0, 0)? ¿Y un mínimo local en (О, 0)? ¿Para cuá- 
les valores de k, el criterio de la segunda derivada no es conclu- 
yente? Justifique su respuesta. 


If f,(a, b) = f,(a, b) = 0, ¿f debe tener un valor máximo o míni- 
mo local en (a, b)? Justifique su respuesta. 


¿Puede concluir algo sobre fa, Р), si sus primeras y segundas de- 
rivadas parciales son continuas en un disco con centro en (a, b) y 
fila, b) y f,y(a, b) difieren en signo? Justifique su respuesta. 


Entre todos los puntos sobre la gráfica de z = 10 — x? — y? que 
están arriba del plano х + 2y + 3z = 0, determine el punto más 
lejano a dicho plano. 


Determine el punto de la gráfica de z = х? + y? + 10 más cer- 
cano al plano х + 2y — z = 0. 


La función f(x, у) = х + y no tiene un valor máximo absoluto 
en el primer cuadrante cerrado x = 0 y y = 0. ¿Contradice esto 
la explicación sobre la forma de encontrar extremos absolutos da- 
da en el texto? Justifique su respuesta. 


Considere la función f(x, y) = x? + y? + 2xy — х — y + 18о- 


bre el cuadrado 0 = х= 1 у0 = у = 1. 


a. Muestre que ftiene un mínimo absoluto a lo largo del seg- 
mento 2x + 2y = 1 en este cuadrado. ¿Cuál es el valor mí- 
nimo absoluto? 


b. Determine el valor máximo absoluto de f sobre el cuadrado. 


Valores extremos en curvas parametrizadas 


Para determinar los valores extremos de una función Дх, y) en una 
curva х = x(t), у = y(t),, consideramos а f como una función de la 
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variable £ y usamos la regla de la cadena para determinar dónde se 
anula df/dt. Сото en cualquier otro caso de una variable, los valores 
extremos se encuentran entre los valores de los 


a. puntos críticos (puntos donde df/ dt se anula o no existe) y 

b. extremos del dominio del parámetro. 
Determine los valores máximos y mínimos absolutos de las siguientes 
funciones en las curvas dadas. 


53. Funciones: 


а. }(х,у) = х+у b. g(x, у) = xy 
с. h(x, y) = 2х2 + y? 
Curvas: 

i. La semicircunferencia x? + y? = 4, y=0 

ii. La cuarta parte de la circunferencia x? + y? = 4, х 2 0, 
y=0 

Use las ecuaciones paramétricas х = 2 cos t, у = 2 sen t. 

54. Funciones: 

а. f(x, y) = 2х + 3y b. g(x, у) = ху 

с. h(x, у) = x? Зу? 

Curvas: 

і. La semielipse (х2/9) + (y/4) = 1, y=0 

ii. El cuarto de elipse (х2/9) + (у2/4) = 1, x=0, y=0 


Use las ecuaciones paramétricas х = 3 cos t, у = 2 sen t. 
55. Función: f(x, y) = xy 
Curves: 


i. La recta x = 21, y=t+1 


ii. El segmento de recta x = 2t, y=t+ 1, 15150 


iii. El segmento de recta x = 2, y=1+1, 0 =75 1 


56. Funciones: 


а. (х,у) = х2 + y? b. g(x, у) = 1/(х2 + y?) 
Curvas: 
і. Larectax =t, у= 2 – 21 


ii. El segmento de recta x =f, у= 2 – 21, 05151 


Rectas de mínimos cuadrados y regresión 


Al tratar de ajustar una recta у = mx + b a un conjunto de datos nu- 
méricos (x1, ут), (х2, У2),---, (Ха, Ул) (figura 14.48), por lo general 
elegimos la curva que minimiza la suma de los cuadrados de las dis- 
tancias verticales de los puntos a la recta. En teoría, esto significa de- 
terminar los valores de m y b que minimizan el valor de la función 


w = (mx + b — y) 4 E (mxn + b = ул). (1) 


Los valores de m y b que logran esto se definen mediante los criterios 
de la primera y segunda derivadas, y son 


(хх) (5») = п уху; 


т = ; (2) 


j= (Sy - Ха) (3) 


donde todas las sumas van de k = 1 а k = п. Muchas calculadoras 
científicas tienen integradas estas fórmulas, y permiten encontrar m y 
b oprimiendo unas cuantas teclas después de introducir los datos. 

La recta y = mx + b determinada por estos valores de m y b es 
la recta de mínimos cuadrados, recta de regresión o recta de ten- 
dencia para los datos en cuestión. Determinar una recta de mínimos 
cuadrados permite 


1. Resumir los datos mediante una expresión sencilla. 


2. Predecir los valores de y para otros valores de х, no estudiados ex- 
perimentalmente. 


3. Manejar los datos en forma analítica. 


A А 
Р(х, Yn) 


FIGURA 14.48 Para ajustar una recta a 
puntos no colineales, elegimos la recta que 
minimiza la suma de los cuadrados de las 
desviaciones. 


EJ EMPLO Determine la recta de mínimos cuadrados para los pun- 
tos (0, 1), (1, 3), (2, 2), (3, 4), (4, 5). 


Solución Organizamos los cálculos en una tabla: 

k Xk Yk Xk Хук 
1 0 1 0 0 
2 1 3 1 3 
3 2 2 4 4 
4 3 4 9 12 
5 4 5 16 20 

У; 10 15 30 39 


Luego encontramos 


Ecuación (2) con 
0.9 n = 5 y los datos 
de la tabla 


_ (10315) = 5(39) — 
"10? — 5(30) 


y usamos el valor de m para ver que 


(15 — (0.9)(10)) = 12. 


Га recta de mínimos cuadrados es у = 0.9x + 1.2 (figura 14.49). 
a 


Ecuación (3) con 


b= п = 5, т = 0.9 


л | 


y = 0.9x + 12 


e Pz(2, 2) 


FIGURA 14.49 La recta de 
mínimos cuadrados para los 
datos del ejemplo. 


En los ejercicios 57-60, use las ecuaciones (2) y (3) para determinar la 
recta de mínimos cuadrados para cada conjunto de puntos dado. Lue- 
go use la ecuación lineal obtenida para predecir el valor de y que co- 
rrespondería ax = 4. 


57. (-1,2), (0,1), (3,-4) 58. (-2,0), (0,2), (2,3) 
59. (0, 0), (1, 2), (2, 3) 60. (0, 1), (2, 2), (3, 2) 


61. Escriba una ecuación lineal para el efecto de la irrigación sobre la 


producción de alfalfa, ajustando una recta de mínimos cuadrados 
alos datos de la tabla 14.1 (tomado de la estación experimental de 
la Universidad de California, Bulletin número 450, página 8). Lo- 
calice los datos y trace la recta. 


TABLA 14.1 Crecimiento de la alfalfa. 

х у 

(profundidad total (promedio de producción 
del agua aplicada enla de alfalfa, toneladas/ 
temporada, en pulgadas) acre) 


12 5.27 
18 5.68 
24 6.25 
30 7.21 
36 8.20 
42 8.71 


62. Cráteres de Marte Una teoría de la formación de cráteres su- 


giere que la frecuencia de formación de cráteres grandes debe de- 
crecer conforme al cuadrado del diámetro (Marcus, Science, junio 
21, 1968, p. 1334). Las imágenes del Mariner IV muestran las 
frecuencias enumeradas en la tabla 14.2. Ajuste una recta de la 
forma F = m(1/D?) + b alos datos. Trace los datos y la recta. 
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TABLA 14.2 Tamaño de los cráteres de Marte 


1/D? (para el valor 
Diámetro de la izquierda en el 
en km, D intervalo de clase) Frecuencia, F 


32-45 0.001 51 
45-64 0.0005 22 
64-90 0.00024 14 
90-128 0.000123 4 


63. Números de Kóchel En 1862, el musicólogo alemán Ludwig 


von Kóchel hizo una lista de las obras musicales de Wolfgang 
Amadeus Mozart. Esta lista es la fuente de los números de Kö- 
chel, o “números K”, que ahora acompaña los títulos de las piezas 
de Mozart (por ejemplo, Sinfonía Concertante en mi bemol ma- 
yor, К. 364). La tabla 14.3 muestra los números de Köchel y la fe- 
cha de composición (y) de diez obras de Mozart. 


a. Grafique y contra K para mostrar que y está cerca de ser una 
función lineal de K. 


b. Determine una recta de mínimos cuadrados y = mK + b pa- 
ra los datos y agregue la recta a su trazo de la parte (a). 


с. К. 364 fue compuesta en 1779. ¿Cuál fecha predice la recta 
de mínimos cuadrados? 


TABLA 14.3 Composiciones de Mozart 
Número de Kóchel, Año de composición, 
K y 
1 1761 
75 1771 
155 1772 
219 1775 
271 1777 
351 1780 
425 1783 
503 1786 
575 1789 
626 1791 


64. Hundimiento de submarinos Los datos de la tabla 14.4 mues- 


tran los resultados de un estudio histórico de los submarinos ale- 
manes hundidos por la marina de los Estados Unidos durante 16 
meses consecutivos de la segunda guerra mundial. Los datos de 
cada mes son el número de hundimientos reportados y el número 
de hundimientos reales. El número de submarinos hundidos fue 
ligeramente mayor que lo afirmado en los reportes de la marina. 
Determine una recta de mínimos cuadrados para estimar el núme- 
ro real de hundimientos a partir del número de hundimientos re- 
portados. 
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по . EXPLORACIONES CON COMPUTADORA 
TABLA 14.4 Hundimiento de submarinos alemanes эр 
por Estados Unidos durante 16 meses Exploración de extremos locales 
consecutivos en la segunda guerra en puntos críticos 
mundial En los ejercicios 65-70, explorará las funciones para identificar sus 
Estimaciones de extremos locales. Use un programa de álgebra por computadora para 
й realizar los siguientes pasos: 
Estados Unidos 
(hundimientos Número real a. Trace la función en el rectángulo dado. 
Mes reportados) x y b. Trace algunas curvas de nivel en el rectángulo. 
с. Calcule las primeras derivadas parciales de la función y use una 
1 3 3 utilería de solución de ecuaciones para determinar los puntos crí- 
2 2 2 ticos. ¿Cuál es la relación entre los puntos críticos y las curvas de 
nivel trazadas en la parte (b)? ¿Cuáles puntos críticos parecen dar 
3 4 6 un punto silla? Justifique su respuesta. 
4 2 3 d. Calcule las segundas derivadas parciales de la función y determi- 
5 5 4 ne el discriminante fxxfyy — Тас 
6 5 3 e. Use los criterios de máximos y mínimos para clasificar los pun- 
7 9 11 tos críticos que encontró en la parte (с). ¿Sus hallazgos son con- 
sistentes con el análisis de la parte (c)? 
8 12 9 = y? 3 7 zyz -54 = у= 
65. (х, у) х + y Зху, —-5 =х 55, -5=y=5 
9 8 10 66. f(x, y) = х? – Зху2 + у, -25х52, -2=y=2 
10 13 16 67. р(х, у) = xt + y? — 8x? — бу + 16, -35х 53, 
11 14 13 -6=у= 6 
12 3 5 68. f(x, y) = 2x4 + y? — 2х2 — 2y? + 3, —3/2 = x = 3/2, 
13 —3/2 = у = 3/2 
14 13 19 69. f(x, у) = 5х° + 18х? — 30х* + 30xy? — 120х°, 
15 10 15 езеж A у? 
5 2 2 
16 16 15 70. ре, y) 2 || 1п (х Эр y ), (х, у) + (0, 0) 
0, (x, y) = (0, 0) 
123 140 -15х52, -2=y=<2 


En ocasiones es necesario determinar los valores extremos de una función cuyo dominio 
está restringido a cierto subconjunto particular del plano (por ejemplo, un disco, una re- 
gión triangular cerrada, o a lo largo de una curva). En esta sección exploraremos un pode- 
BIOGRAFÍA HISTÓRICA roso método para determinar los valores extremos de funciones restringidas: el método de 


Joseph Louis Lagrange multiplicadores de Lagrange. 


(1736-1813) 
Máximos y mínimos con una restricción 


EJEMPLO 1 Cómo determinar un mínimo con una restricción 


Determinar el punto Р(х, y, z) más cercano al origen en el plano 2х + y – 2 - 5 = 0. 


Solución El problema nos pide determinar el valor mínimo de la función 


[ОР | = 2 (х – 0) + (y – 0) + (z – 0) 


2х2 + у? + 2 


>N 


FIGURA 14.50 El cilindro hiperbólico 
x? — z? — 1 = 0 del ejemplo 2. 
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sujeta a la restricción de que 
2x+y=2z2-5=0 
Como | ОР | tiene un valor mínimo siempre que la función 
х,у) = убт 


tenga un valor mínimo, podemos resolver el problema si encontramos el valor mínimo de 
Дх, у, z) sujeta a la restricción 2х + y — z — 5 = 0 (evitando con eso las raíces cuadra- 
das). Si consideramos a x y a y como las variables independientes en esta ecuación y escri- 
bimos z como 


2=2x + y-5, 
nuestro problema se reduce al de determinar los puntos (x, y) donde la función 
h(x, y) = f(x, у, 2x + y = 5) = х2 + y? + (2x + y – 5 


tiene sus valores mínimos. Como el dominio de h es todo el plano xy, el criterio de la pri- 
mera derivada de la sección 14.7 nos dice que cualquier mínimo que л pudiera tener debe 
ocurrir en puntos donde 


h, = 2х + 2(2x + y — 5)(2) = 0, h, = 2y + (2x + y – 5) = 0. 
Esto nos conduce a 
10x + 4y = 20, 4x + 4y = 10, 


y a la solución 


Podemos aplicar un argumento geométrico junto con el criterio de la segunda derivada pa- 
ra mostrar que estos valores minimizan h. La coordenada z del punto correspondiente en el 


plano z = 2х + у — 568 
5 5 5 
e=) 5 6: 


Por tanto, el punto que buscamos es 


; | 915 205, 
Ришо 1188 сегсапо: e © Э! 


La distancia de Р al origen es 5/2 6 = 2.04. al 


Los intentos por resolver un problema de máximos o mínimos con una restricción, co- 
mo podríamos llamar al método del ejemplo 1, no siempre son tan sencillos. Esta es una 
de las razones por lo que debemos aprender el nuevo método de esta sección. 


EJEMPLO 2 Cómo determinar un mínimo con una restricción 


Determine los puntos más cercanos al origen sobre el cilindro hiperbólico x? — z? 


-1-0, 


Solución 1 El cilindro aparece en la figura 14.50. Buscamos los puntos sobre el cilin- 
dro que se encuentren más cercanos al origen. Estos son los puntos cuyas coordenadas mi- 
nimizan el valor de la función 


f(x,y,z) = х? + y? + 22 Cuadrado de la distancia 
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sujeta a la restricción de que x? — 22 — 1 = 0. Si consideramos a х y a y como variables 


independientes en la ecuación de la restricción, entonces 


y los valores de f(x, y, z) = x? + y? + z? en el cilindro están dados por la función 
h(x, y) = x? + y? + (х2 - 1) = 202 + у? — 1. 


Para determinar los puntos sobre el cilindro cuyas coordenadas minimizan a f, buscamos 
los puntos en el plano xy cuyas coordenadas minimizan а h. El único valor extremo de h 
ocurre cuando 


Л, = 4х = 0 у һу = 2у = 0, 


es decir, en el punto (0, 0). Pero по existen puntos sobre el cilindro donde х y y se anulen. 
¿Qué pasó? 


El cilindro hiperbólico x? — z? = 1 Lo que ocurre es que el criterio de la primera derivada encontró (como debía) el pun- 
to en el dominio de h donde ésta tiene un valor mínimo. Nosotros, por otro lado, queremos 
En esta parts, „ Enestaparte, los puntos del cilindro donde л tiene un valor mínimo. Aunque el dominio de Л es todo el 
х= Ма? + 1 4 х= М2 + 1 plano ху, el dominio de donde queremos elegir las primeras dos coordenadas de los puntos 
(х, у, 2) sobre el cilindro se restringe а la “sombra” del cilindro en el plano xy, la cual no 
comprende a la banda entre las rectas х = —1 ух = 1 (figura 14.51). 
1 / Podemos evitar este problema si consideramos a y y a z como variables independien- 
хє : E ча tes (en lugar de х y de y), expresando a х en términos de y y de z como 
127 / | сэт х? = 12 + 1. 


y m Rm : 
Con esta sustitución, f(x, у, z) = x? + y? + z? se convierte en 


Ку, z) = (z? + 1) + y? +z? = 1 +y? +2? 
FIGURA 14.51 La región del plano xy de 


donde se eligen las primeras dos y buscamos los puntos donde k asume su valor mínimo. El dominio de k en el plano yz 


coincide ahora con el dominio de donde elegimos las coordenadas y y z de los puntos (x, y, 
2) sobre el cilindro. Por tanto, los puntos que minimizan k en el plano tendrán puntos co- 
rrespondientes sobre el cilindro. Los valores menores de k ocurren cuando 


coordenadas de los puntos (x, y, z) del 
cilindro hiperbólico x? — z? = 1 excluye 


la banda —1 < х < 1 en el plano xy 
(ejemplo 2). ky Ez 2y == 0 у К, = 4z E 0, 


2=2+1=-=1 х = +1. 
Los puntos correspondientes sobre el cilindro son (+1, 0, 0). En la desigualdad 
k(y, 2) = 1 + y?+2?=> 1 


podemos ver que los puntos (+1, 0, 0) dan un valor mínimo de К. También podemos ver 
que la distancia mínima del origen a un punto en el cilindro es 1 unidad. 


Solución 2 Otra forma de determinar los puntos sobre el cilindro más cercanos al ori- 
gen es imaginar una pequeña esfera con centro en el origen, que crece como una burbuja 
de jabón hasta tocar al cilindro (figura 14.52). En cada punto de contacto, el cilindro y la 
esfera tienen el mismo plano tangente y la misma recta normal. Por tanto, si la esfera y el 
cilindro se representan como las superficies de nivel obtenidas al hacer 


жу, = ужг-а y (хуу эх -т-1 
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y х2 +у2 +2 а2= 0 


FIGURA 14,52 Una esfera que crece como una 
burbuja de jabón con centro en el origen hasta 
tocar al cilindro hiperbólico x? — z? — 1 = 0 
(ejemplo 2). 


iguales a cero, entonces los gradientes Vf y Vg serán paralelos cuando las superficies se 
toquen. En cualquier punto de contacto, deberemos poder encontrar un escalar А (“lamb- 
da”) tal que 


Vf = | Ve, 
o bien 
2xi + 2yj + 2zk = | (2хі — 220). 


Así, las coordenadas x, y y z de cualquier punto de tangencia deberán satisfacer las tres 
ecuaciones escalares 


2х = 21 х, 2y = 0, 2z = —2] z. 


¿Para qué valores de | ocurrirá que un punto (х, у, 2) cuyas coordenadas satisfagan es- 
tas ecuaciones escalares esté también sobre la superficie x? — 22 — 1 = 0? Para respon- 
der, usaremos el hecho de que ningún punto sobre la superficie tiene una coordenada x nu- 
la para concluir que х # 0. Por tanto, 2х = 21 х sólo si 


2= 2, ог [р =]; 


Рага | = 1, la ecuación 2z = —2l z se convierte еп 2z = —2z. Para satisfacer esta ecua- 
ción z debe anularse. Como y = 0 también (de la ecuación 2y = 0)), concluimos que 108 
puntos buscados tienen coordenadas de la forma 


(x, 0, 0). 


¿Cuáles puntos sobre la superficie x? — z? = 1 tienen coordenadas de esta forma? Son 
los puntos (x, 0, 0) para los que 


х= (0) = 1. 3-1, o хэ! 


Los puntos sobre el cilindro más cercanos al origen son los puntos (+1, 0, 0). п 
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El método de multiplicadores de Lagrange 


En la segunda solución del ejemplo 2 usamos el método de multiplicadores de Lagran- 
ge. El método dice que los valores extremos de una función f(x, у, z) cuyas variables están 
sujetas a una restricción g(x, y, 2) = 0 se encuentran en la superficie g = 0 en los puntos 
donde 


Vf = | Ve 


para algún escalar | (llamado un multiplicador de Lagrange). 
Para analizar el método y saber por qué funciona, primero hacemos una observación, 
que establecemos como teorema. 


TEOREMA 12 El teorema del gradiente ortogonal 


Suponga que f(x, у, z) es diferenciable en una región cuyo interior contiene una 
curva regular 


С: r(t) = gti + h(0)j + КОК. 


Si Py es un punto en С donde f tiene un máximo o un mínimo local relativo a sus 
valores еп С, entonces Vf es ortogonal a C en Ро. 


Demostración Mostraremos que Vf es ortogonal al vector velocidad de la curva en Po. 
Los valores de f en С están dados por la composición fíg(t), h(t), К(/)), cuya derivada con 
respecto a t es 

df _0fdg  0f dh _ ðf dk 


dt 0x dt л un “» 


En cualquier punto Py donde f tiene un máximo о un mínimo local relativo a sus valores 
sobre la curva, 27/41 = 0, de modo que 


Усу = 0. и 


Al eliminar los términos еп z del teorema 12, obtenemos un resultado similar para 
funciones de dos variables. 


COROLARI O DEL TEOREMA 12 

En los puntos de una curva regular r(t) = g(t)i + A(t)j donde una función dife- 
renciable f(x, y) asume sus máximos y mínimos locales con respecto a sus valores 
en la curva, Vf + v = 0, donde у = dr/dt. 


El teorema 12 es la clave del método de multiplicadores de Lagrange. Suponga que f(x, y, 
z) y (x, y z) son diferenciables y que Py es un punto sobre la superficie g(x, у, z) = 0 
donde f tiene un valor máximo o mínimo local con respecto a sus demás valores sobre la 
superficie. Entonces f asume un máximo o un mínimo local en Ре, con respecto a sus valo- 
res en cada curva diferenciable que pasa por Ро sobre la superficie g(x, y, 2) = 0. Por tan- 
to, Vf es ortogonal al vector velocidad de toda curva diferenciable que pase por Pp. Esto 
también ocurre con Vg , pues Vg es ortogonal a la superficie de nivel g = 0, como vimos 
en la sección 14.5. Por tanto, en Ро, Vf es algún múltiplo escalar | de Vg. 


2 2 

Х уг 

v2 gro 
> х 

2V2 


FIGURA 14.53 El ejemplo 3 muestra 
cómo encontrar los valores mayores y 


menores del producto xy sobre esta elipse. 
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El método de multiplicadores de Lagrange 

Suponga que f(x, y, z) y g(x, y, z) son diferenciables. Para determinar los valores 
máximos y mínimos locales de una f sujeta a la restricción g(x, y, 2) = 0, deben 
hallarse los valores de x, y, z у! que satisfacen en forma simultánea las ecuacio- 
nes 


Vi=1 Ve у (х,у) = 0. (1) 


Para funciones de dos variables independientes, la condición es similar, pero sin 
la variable z. 


EJEMPLO 3 Uso del método de multiplicadores de Lagrange 


Determine los valores mayores y menores que la función 


f(x, y) = ху 
asume sobre la elipse (figura 14.53) 


2 


2 
х уа. 
87275 


Solución Queremos hallar los valores extremos de f(x, y) = xy sujetos a la restricción 


2 2 
бу) = 2+ 5 1 = 0. 


Para hacer esto, primero hallamos los valores de х, y y | para los que 
Ví=1 Ve. y ру) =0. 
La ecuación del gradiente en las ecuaciones (1) da 


И +з] = gait loj, 


de donde tenemos 
| 2 


= Е -| Е 
у=» Sl у ҮЗ Ут» 


Е и 


de modo que у = 001 = +2.. Consideremos estos dos casos. 


Caso 1: Si y = 0, entonces х = y = 0. Pero (0, 0) no está en la elipse. Por tanto, 
у #* 0. 

Саѕо 2: Si у ғ 0, епопсеѕ | = +2 yx = +2у. АІ sustituir esto en la ecuación 

g(x, у) = 0 tenemos 


(22у)? у 
8 2 


=1, 4/-4/-8 y у= +1. 


Por consiguiente, la función f(x, у) = ху alcanza sus valores extremos sobre la elipse en 
los cuatro puntos (+2, 1), (+2, —1). Los valores extremos son ху = 2 y xy = —2. 


La geometría de la solución 


Las curvas de nivel f(x, y) = xy son las hipérbolas xy = c (figura 14.54). Mientras más 
lejos estén las hipérbolas del origen, mayor será el valor absoluto de f. Queremos determi- 
nar los valores extremos de f(x, y), dado que el punto (х, y) también está sobre la elipse 
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xy =2" 


xy =-2 


FIGURA 14,54 А] someterla a la restricción 
g(x, y) = 1/8 + у2/2 — 1 = 0, la función 
f(x, у) = xy toma sus valores extremos en los 


cuatro puntos (+2, +1). Éstos son los puntos 


sobre la elipse donde Vf (rojo) es un múltiplo 
escalar de Үе (azul) (ejemplo 3). 


x? + 4y? = 8. ¿Cuáles hipérbolas cortan a la elipse lo más lejos del origen? Las hipérbo- 
las que apenas rozan a la elipse, las que son tangentes a ella, son las más lejanas. En estos 
puntos, cualquier vector normal a la hipérbola es normal a la elipse, de modo que 
Vf = уі + xj es un múltiplo (| = +2) de Ve = (х/4)і + yj.. Por ejemplo, en el punto 
(2, 1), 


Vf =i+2j, Ve = 11] у =D 


En el punto (—2, 1), 


VF=i-=2)  Ve=-Ji+j y  Vf=-2V8 - 


EJEMPLO 4 Cómo determinar los valores extremos de una función sobre una 
circunferencia 


Determine los valores máximos y mínimos de la función f(x, y) = 3x + 4y sobre la cir- 
cunferencia x? + y? = 1, 


Solución Modelamos esto como un problema de multiplicadores de Lagrange con 
Fy) = 3x +4, gay) =+y-1 
y buscamos los valores de х, y y | que satisfacen las ecuaciones 
Vf =| Ve: 31 + 4j= 2x1 + 2y j 
в(х,у) =0: 12+y?-1=0. 
La ecuación de gradientes en las ecuaciones (1) implica quel % 0 y da como resultado 


21 22 
=ош» 2 -ДГ 


FIGURA 14,55 Та función f(x, y) = 

3x + 4y asume su valor máximo sobre la 
circunferencia unitaria 

g(x, y) = x? + y? — 1 = O enel punto 
(3/5, 4/5), y su valor mínimo en el punto 
(3/5, -4/5) (ejemplo 4). En cada uno de 
estos puntos, Vf es un múltiplo escalar de 
Vg. La figura muestra los gradientes en el 
primer punto pero no en el segundo. 


o 8 
M 


FIGURA 14.56 Los vectores Уру y Vga 
están en un plano perpendicular a la curva C, 
pues Vg; es normal a la superficie g, = 0 

y Ул es normal a la superficie g) = 0. 
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Estas ecuaciones nos dicen, entre otras cosas, que x y y tienen el mismo signo. Con estos 
valores para x y y, la ecuación g(x, y) = O da 


E-i 


de modo que 


2825. 242 008 29 
ENE 1, 9-16-42 4 23) y 21868 
Así, 
222313 D A 
х=ор=, у=р=+с, 


y f(x, у) = 3x + 4y tiene valores extremos en (х, у) = +(3/5, 4/5). 
Al calcular el valor de 3x + 4y en los puntos +(3/5, 4/5),, vemos que sus valores 
máximos y mínimos sobre la circunferencia x? + y? = 1 son 


ORO REE EOE E 


La geometría de la solución 


Las curvas de nivel de f(x, у) = 3x + 4y son las rectas 3x + 4y = c (figura 14.55). 
Mientras más se alejen las rectas del origen, mayor será el valor absoluto de f. Queremos 
determinar los valores extremos de f(x, y) dado que el punto (x, y) también está sobre la 
circunferencia x? + y? = 1. ¿Cuáles de las rectas que cortan a la circunferencia está más 
lejos del origen? Las rectas tangentes a la circunferencia son las más lejanas. En los puntos 
de tangencia, cualquier vector normal a la recta es normal a la circunferencia, de modo 


que el gradiente Vf =3i+ 4) es un múltiplo (| = +5/2) del gradiente 
Vg = 2xi + 2yj.. Por ejemplo, en el punto (3/5, 4/5), 
Үр = зі ар Үс 91+. у тутр, и 


Multiplicadores de Lagrange con dos restricciones 


Muchos problemas nos piden determinar los valores extremos de una función diferencia- 
ble fx, у, z) cuyas variables están sujetas а dos restricciones. Si las restricciones son 


(ху, -0 у  gdxyz)=0 


y 81 y g2 son diferenciables, con Vg; no paralelo a Vg,, encontramos los máximos y míni- 
mos locales con una restricción de f, introduciendo dos multiplicadores de Lagrange! y m 
(“ти”). Es decir, localizamos los puntos Р(х, у, z) donde f asume sus valores extremos con 
una restricción, determinando los valores de х, у, z, | , y m que satisfacen en forma simul- 
tánea las ecuaciones 


Vf=1Vg+mVg, (х,у, 5) = 0, (х,у, 5) = 0 (2) 


Las ecuaciones (2) tienen una agradable interpretación geométrica. Las superficies g; = 0 
y g2 = 0 se cortan (рог lo general) en una curva regular, digamos С (figura 14.56). A lo 
largo de esta curva, buscamos los puntos donde f tiene valores máximos y mínimos locales 
con respecto a sus otros valores sobre la curva. Estos son los puntos donde Vf es normal a 
С, como vimos en el teorema 12. Pero Vg; у Уб también son normales а С en estos pun- 
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РА 
А 


Circunferencia x? + у? = 


Plano 
x+y+z=1 


FIGURA 14,57 En la elipse donde se 
cortan el plano y el cilindro, ¿cuáles son 
los puntos más cercanos y los más lejanos 
al origen? (ejemplo 5). 


tos, pues С está en las superficies g} = O y g2 = 0. Рог tanto, Vf está en el plano determi- 
nado рог Уе, y Vg», lo que significa que Vf = | Уо; + mVg, para algunas | ут. Co- 
mo los puntos que buscamos están en ambas superficies, sus coordenadas también deben 
satisfacer las ecuaciones g(x, y, z) = Оу g2(x, у, х) = 0, que son los requisitos restantes 
de las ecuaciones (2). 


EJEMPLO 5 Cómo determinar los extremos de la distancia sobre una elipse 


El plano х + y + z = 1 corta al cilindro x? + y? = 1 en una elipse (figura 14.57). De- 
termine los puntos, sobre la elipse, más cercanos y más lejanos del origen. 


Solución Encontramos los valores extremos de 
Хара =x? +y? +? 
(el cuadrado de la distancia de (x, у, 2) al origen) sujeta a las restricciones 
(х,у, =x2+y?-1=0 (3) 
g(x yz =x+y+2-1=0, (4) 
La ecuación de gradientes de las ecuaciones (2) da entonces 
Vf = | Ve, + MVg 
2xi + 2yj + 2zk = | (2xi + 2yj) + m(i + j + k) 
2xi + 2yj + 2zk = (2l x + m)i + (2l y + m)j + mk 
o bien 
2x = 21 х +m, 2y = 21у +m, 2z = П. (5) 
Las ecuaciones escalares en (5) dan 


2x =2lx + 2=>(1-l)=zx, 


6 
2y = 21у + 2=>(1-l)=2 и 


Las ecuaciones (6) se satisfacen en forma simultánea sil = 1 yz = 0,obiensil 4 1 y 
х= у = (1—1). 

Si z = 0, al resolver las ecuaciones (3) y (4) en forma simultánea para encontrar los 
puntos correspondientes sobre la elipse, obtenemos los dos puntos (1, 0, 0) y (0, 1, 0). Es- 
to tiene sentido si observamos la figura 14.57. 

Six = y, entonces las ecuaciones (3) y (4) implican 


х2 +х2=-1= 0 x+x+z-1=0 
w=] z=1- 2х 
x= +2? z=1F22 
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Sin embargo, debemos tener cuidado. Aunque Р! y Р, dan máximos locales de f sobre la 
elipse, Р» está más alejado del origen que Р]. 

Los puntos sobre la elipse más cercanos al origen son (1, 0, 0) y (0, 1, 0). El punto so- 
bre la elipse más lejano del origen е$ Рэ. п 


Dos variables independientes con 
una restricción 


1. 


10. 


11. 


12. 


13. 


14. 


. Área superficial mínima con un volumen fijo 


Extremos en una elipse Determine los puntos sobre la elipse 
x? + 2y? = 1, donde f(x, у) = xy asume sus valores extremos. 


. Extremos en una circunferencia Determine los valores extre- 


mos de f(x,y) = xy sujeta а la restricción g(x, y) = 2 + y? 
— 10 =0. 


. Máximo en una recta Determine el valor máximo de f(x, у) = 


49 — x? — y? sobre la recta x + 3y = 10. 


. Extremos en una recta Determine los valores extremos locales 


de f(x, y) = x?y sobre la recta x + y = 3. 


. Mínimo con una restricción Determine los puntos sobre la 


9 2 . 
curva xy” = 54 más cercanos al origen. 


. Mínimo con una restricción Determine los puntos sobre la 


Ёл Р . 
curva x“y = 2 más cercanos al origen. 


. Use el método de multiplicadores de Lagrange para determinar 


a. Mínimo en una hipérbola El valor mínimo de x + y, su- 
jeta a las restricciones ху = 16,x > 0, у > 0 


b. Máximo sobre una recta 
la restricción x + y = 16. 


El valor máximo de xy, sujeta a 


Comente sobre la geometría de cada solución. 


. Extremos en una curva Determine los puntos sobre la curva 


x? + xy + y? = 1 en el plano xy más cercanos y más lejanos al 
origen. 


Determine las 
dimensiones de la lata cilíndrica circular recta y cerrada con me- 
nor superficie cuyo volumen sea de 16р ст?. 


Cilindro en una esfera Determine el radio y la altura del cilin- 
dro circular recto y abierto de mayor área superficial que puede 
inscribirse en una esfera de radio a. ¿Cuál es la mayor área super- 
ficial? 

Кесїапешо de mayor área en una elipse Use el método de 
multiplicadores de Lagrange para determinar las dimensiones del 
rectángulo de mayor área que puede inscribirse en la elipse 
х2/16 + y?/9 = 1 con lados paralelos a los ejes coordenados. 


Rectángulo de mayor perímetro en una elipse Determine las 
dimensiones del rectángulo de mayor perímetro que puede inscri- 
birse en la elipse х?/а? ЕЕ у?/Ь? = 1 con lados paralelos a los 
ejes coordenados. ¿Cuál es el mayor perímetro? 


Extremos en una circunferencia Determine los valores máxi- 
mos y mínimos de x? + y?, sujeta a la restricción х2 — 2х + y? 
— 4у = 0. 

Extremos en una circunferencia Determine los valores máximos 
y mínimos de Зх — y + 6, sujeta a la restricción х2 + y? = 4, 


15. 


16. 


Hormiga en una placa de metal La temperatura en un punto 
(x, y) de una placa de metal es T(x, y) = 4x? — 4xy + y? Una 
hormiga camina sobre la placa alrededor de la circunferencia de 
radio 5 con centro en el origen. ¿Cuáles son las temperaturas má- 
xima y mínima encontradas por la hormiga? 


Tanque de almacenamiento más económico Su empresa debe 
diseñar un tanque de almacenamiento para gas líquido. Las espe- 
cificaciones del cliente piden un tanque cilíndrico con extremos 
semiesféricos, que debe contener 8000 т? de gas. El cliente tam- 
bién quiere usar la menor cantidad posible de material para cons- 
truir el tanque. ¿Qué radio y altura recomendaría para la parte ci- 
líndrica del tanque? 


Tres variables independientes 
con una restricción 


17. 


18. 


19. 


20. 


21. 


22. 


23. 


24. 


25. 


26. 


27. 


Distancia mínima a un punto Determine el punto sobre el pla- 
no x + 2y + 3z = 13 más cercano al punto (1, 1, 1). 

Distancia máxima а un punto Determine el punto sobre la es- 
fera x? + y? + z? = 4 más alejado del punto (1, —1, 1). 
Distancia mínima al origen Determine la distancia mínima de 
la superficie х2 + y? — 22 = 1 al origen. 

Distancia mínima al origen Determine el punto sobre la super- 
ficie z = xy + 1 más cercano al origen. 


Distancia mínima al origen Determine los puntos sobre la su- 
perficie 22 = xy + 4 más cercanos al origen. 


Distancia mínima al origen Determine los puntos sobre la su- 
perficie xyz = 1 más cercanos al origen. 


Extremos en una esfera Determine los valores máximos y 
mínimos de 


f(x,y,z) = х— 2y + 5z 


sobre la esfera x? + y? + z? = 30. 


Extremos en una esfera Determine los puntos sobre la esfera 
х®*+у?+:°= 25, donde f(x, у, 2) = х + 2y + 3z tiene sus 
valores máximos y mínimos. 


Minimizar una suma de cuadrados Determine tres números 
reales cuya suma sea 9 y que la suma de sus cuadrados sea lo más 
pequeña posible. 

Cómo maximizar un producto Determine el mayor producto 
que pueden tener los números positivos х + y + 22 = 16. 


Caja rectangular de mayor volumen en una esfera Determi- 
ne las dimensiones de la caja rectangular cerrada con mayor volu- 
men que puede inscribirse en la esfera unitaria. 
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28. 


29. 


30. 


31. 


32. 
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Caja con vértice en un plano Determine el volumen de la ma- 
yor caja rectangular cerrada en el primer octante con tres caras en 
los planos coordenados y ип vértice еп el plano 
x/a + y/b + z/c = 1, donde a > 0,b > 0, yc > 0. 


Punto más caliente en una sonda espacial 
con la forma del elipsoide 


Una sonda espacial 


4x? + y? + 42? = 16 


entra a la atmósfera de la Tierra y su superficie comienza a calen- 
tarse. Después de una hora, la temperatura en el punto (x, y, 2) 80- 
bre la superficie de la sonda es 


T(x, у, 2) = 8x? + 4yz — 162 + 600. 


Determine el punto más caliente sobre la superficie de la sonda. 


Temperaturas extremas en una esfera Suponga que la tempe- 
ratura Celsius en el punto (x, y, 2) de la esfera x? + y? + z? = 1 
is Т = 400xyz? . Localice las temperaturas máximas y mínimas 


sobre la esfera. 


Cómo maximizar una función de utilidad: un ejemplo de eco- 
nomía Еп economía, la utilidad de las cantidades х y у de dos 
bienes С y С» en ocasiones se mide mediante una función U(x, 
y). Por ejemplo, Су у С» podrían ser dos sustancias químicas re- 
queridas por una compañía farmacéutica y U(x, y) la ganancia al 
fabricar un producto cuya síntesis requiere diversas cantidades de 
las sustancias, dependiendo del proceso utilizado. Si С cuesta 
a dólares el kilogramo, С» cuesta b dólares el kilogramo y Іа can- 
tidad total asignada para la compra de С, y С» combinada es с 
dólares, entonces los administradores de la compañía quieren ma- 
ximizar U(x, y) dado que ax + by = с. Entonces, necesitan re- 
solver un problema típico de multiplicadores de Lagrange. 
Suponga que 


U(x, у) = xy + 2х 


y que la ecuación ax + by = c se simplifica como 
2x + y = 30. 


Determine el valor máximo de U y los valores correspondientes 
de x y y sujetos a esta última restricción. 


Localización de un radiotelescopio Usted debe construir un 
radiotelescopio en un planeta recién descubierto. Para minimizar 
la interferencia, quiere colocarlo donde el campo magnético del 
planeta es más débil. El planeta es esférico, con un radio de 6 uni- 
dades. Con base en un sistema de coordenadas cuyo origen es el 
centro del planeta, la fuerza del campo magnético está dada por 
М(х, у, z) = бх — y? + xz + 60. ¿Dónde debe colocar el radio- 
telescopio? 


Valores extremos sujetos a dos restricciones 


33. 


34. 


Maximice la función f(x, у, z) = x? + 2y — z’, sujeta a las res- 
tricciones 2х — у = Оуу + = = 0. 


Minimice la función f(x, у, z) = x? + y? + 22, sujeta а las res- 


tricciones х + 2y + 3z = бух + 3y + 9z = 9. 


35. 


36. 


37. 


38. 


39. 


40. 


Distancia mínima al origen Determine el punto más cercano 
al origen sobre la recta de intersección de los planos 
у + 25 = 12ух+у = 6. 

Valor máximo en una recta de intersección Determine el va- 


lor máximo de f(x, у, z) = x? + 2y — 2? sobre la recta de inter- 
sección de los planos 2x — y = О уу + {є = 0. 


Extremos en una curva de intersección Determine los valores 
extremos de f(x, y, 2) = x?%yz + 1 еп la intersección del plano 
z = 1 con la esfera x? + y? + 22 = 10. 


a. Máximos en una recta de intersección Determine el valor 
máximo de w = xyz en la recta de intersección de los dos 
planos x+y+z=40yx+y-2z=0 

b. Dé un argumento geométrico para apoyar su afirmación de 
haber encontrado un valor máximo de w, y no un mínimo. 


Extremos en una circunferencia de intersección Determine 
los valores extremos de la función f(x, y, 2) = xy + 2? sobre la 
circunferencia donde el plano у— х = 0 corta a la esfera 
х2 ty 2? = 

Distancia mínima al origen Determine el punto más cercano 
al origen sobre la curva de intersección del plano 2y + 4z = 5 y 
el cono z? = 4x? + 4y? 


Teoría y ejemplos 


41. 


42. 


43. 


La condición Vf = | Vg no es suficiente Aunque Vf = | Vg 
es una condición necesaria para la ocurrencia de un valor extremo 
de f(x, y) sujeta a la condición 8 (х, y) = 0, por sí sola no garanti- 
za que tal valor exista. Como ejemplo de esta situación, trate de 
utilizar el método de multiplicadores de Lagrange para determi- 
паг un valor máximo de f(x, y) = x + Ysujeta a la restricción 
xy = 16. El método identificará los dos puntos (4, 4) y (+4, -4) 
como candidatos para la ubicación de los valores extremos. Pero 
la suma (Х + У) no tiene valores máximos en la hipérbola xy 5 
16. Mientras más se aleje del origen sobre esta hipérbola (en el 
primer cuadrante), mayor será la suma f (хуу) = x + y 


Un plano de mínimos cuadrado El plano z = Ax + By + С 
debe “ajustarse” a los siguientes puntos (Xx, Yk, Zk): 


(0, 0, 0), (0, 1, 1), (1,1, 1), (1, 0, —1). 


Determine los valores de A, B y C que minimizan 


4 
У (Ах + Ву, + С— ш)» 
ёл 


la suma de los cuadrados de las desviaciones. 


a. Máximo en una esfera Demuestre que el valor máximo de 
Э . . 
a?b?c? en una esfera de radio r con centro en el origen de un 
sistema de coordenadas abc cartesianas es (72/3)? 


b. Medias geométrica y aritmética Use la parte (a) para mos- 
trar que para números no negativos a, b y c, 


13 _a+b+c. 

(abc)! = шингэн 

es decir, la media geométrica de tres números по negativos es 
menor o igual a su media aritmética. 


44. Suma de productos Considere n números positivos d. 


ат, 42,..., An Determine el máximo de ХУ aix; sujeta a la res- 
tricción ХУ ух;2 = 1. 


EXPLORACIONES CON COMPUTADORA 


Implantación del método de 46. 


multiplicadores de Lagrange 


En los ejercicios 45-50, use un programa de álgebra por computadora 47. 


para realizar los siguientes pasos, que implantan el método de multi- 
plicadores de Lagrange para determinar extremos con restricciones: 48 


a. Forme la función h = f — | ¡21 — 1 282, donde fes la función 


por optimizar sujeta a las restricciones g; = 0 y g2 = 0. 49. 


b. Determine todas las primeras derivadas parciales de h, incluyen- 


do las parciales con respecto a | yl 2, e iguálelas a 0. 50. 


с. Resuelva el sistema de ecuaciones planteado en la parte (b) para 
todas las incógnitas, incluyendo | ¡ y | 2. 
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Evalúe f en cada uno de los puntos solución determinados en la 
parte (c) y seleccione el valor extremo sujeto a las restricciones 
indicadas en el ejercicio. 


. Minimice f(x,y,z) = xy + yz sujeta a las restricciones 


х +у2 = 2 = (ух +22 - 2 = 0. 
Міпітісе f(x,y,z) = xyz, sujeta а las restricciones 


х +у2 = 1 = 0ух- = 0. 


Maximice f(x, у, 2) = x? + y? + 22, sujeta a las restricciones 
2y + 4z — 5 = Оу42 +4х? + dy? — 22 = 0. 


. Minimice f(x, у, 2) = x? + y? + 22, sujeta a las restricciones 


х2 = ху + у2 = 22 - 1 = (ух + у2-– 1 = 0. 


Minimice f(x, у, z, w) = x? + y? + z? +w?, sujeta a las restric- 


ciones 2х = y +z-w-=1=0yx+y-=2z+w-1= 0. 


Determine la distancia de la recta у = х + 1 a la parábola 
y? = x. (Sugerencia: Sea (х, y) un punto sobre la recta y sea (w, z 
un punto sobre la parábola. Debe minimizar (х — w)? + (у = 2)? 


14.9 | Derivadas parciales con variables restringidas 


Al calcular las derivadas parciales de funciones como w = f(x, y), hemos supuesto que х 
y y eran independientes. Sin embargo, en muchas aplicaciones esto no ocurre. Por ejem- 
plo, la energía interna U de un gas puede expresarse como una función U = f(P, V, Т) 
de la presión Р, el volumen V y la temperatura Т. Sin embargo, si las moléculas individua- 
les del gas no interactúan, P, V y T obedecen y están restringidas por la ley de los gases 
ideales 


PV = nRT (п у R constante), 


por lo que ya no son independientes. En esta sección aprenderemos a calcular las deriva- 
das parciales en situaciones como similares que se pueden encontrar al estudiar economía, 
ingeniería o física.t 


Cómo decidir cuáles variables son dependientes 
y cuáles independientes 


Si las variables de una función w = f(x, y, z) están restringidas por una relación como la 
impuesta sobre x, y y z por la ecuación z = x? + y3 los significados geométricos y los va- 
lores numéricos de las derivadas parciales de f dependerán de las variables elegidas como 
dependientes o como independientes. Para ver cómo puede afectar esta elección al resulta- 
do, consideremos el cálculo de дуу/дх cuando w = х + у? + у @=х° + y? 


EJEMPLO 1 Cálculo de una derivada parcial con variables independientes 
restringidas 


Calcular ди /дх siw = x? + y? + 22y2=x? + y? 


fEsta sección se basa en notas escritas para MIT por Arthur P. Mattuck. 
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/ Circunferencia 


І 
ТИР? 
0,0,1) 
ШО /---: 
чий! епа planoz = 1 
I Р 
Ї 
| 


(1,0,1) 


FIGURA 14.58 SiP está restringido a el 
paraboloide z = x? + y? el valor de la 
derivada parcial de w = х2 + y? + 22 con 
respecto a x en P depende de la dirección 
de movimiento (ejemplo 1). (1) Al variar x, 
con y = 0, P se mueve hacia arriba o 
hacia abajo en la superficie, sobre la 
parábola z = x? en el plano xz con 

dw/dx = 2х + 4x? (2) Al moverse х, con 
z = 1, P se mueve sobre la circunferencia 
x? + у? = 1,2 = 1,уди/дх = 0. 


Solución Tenemos dos ecuaciones con cuatro incógnitas x, y, z y w. Como muchos de 
estos sistemas, podemos despejar dos incógnitas (las variables dependientes) en términos 
de las otras (las variables independientes). Al pedirnos дуу/дх, vemos que w debe ser una 
variable dependiente y x una variable independiente. Las opciones para las demás varia- 
bles son 


Dependientes Independientes 
1284 х,у 


w, у LZ 


En cualquier caso, podemos expresar a w en forma explícita en términos de las variables 
independientes elegidas. Hacemos esto usando la segunda ecuación z = x? + y? para eli- 
minar la otra variable dependiente de la primera ecuación. 

En el primer caso, la otra variable dependiente es z. La eliminamos de la primera 
ecuación reemplazándola por x? + y?. La expresión resultante рага w es 


у =х^+у^+°=х? + у? + (х2 + у?)? 


х? + y? + х + 2x°y? + y? 


дуу _ 3 2 
Әх 2х + 4x7 + 4xy^. (1) 


Ésta es la fórmula para дуг/дх cuando х y y son las variables independientes. 

En el segundo caso, donde las variables independientes son x y z y la variable depen- 
diente restante es y, eliminamos esta última de la expresión para y reemplazando y? en la 
segunda ecuación рог z — х2. Esto da 


wsx ty tz sx +l x) Szaz 


ðw 
a” 0. (2) 
Ésta es la fórmula para дуг/дх cuando х y z son las variables independientes. 

Las fórmulas рага дуу/дх en las ecuaciones (1) y (2) son claramente diferentes. No po- 
demos cambiar una fórmula por la otra usando la relación z = x? + у2. Así, no hay una 
дуг/дх , sino dos, y vemos que la instrucción original para hallar дуг/дх estaba incompleta. 
¿Cuál 9w/dx? , nos preguntamos. 

Las interpretaciones geométricas de las ecuaciones (1) y (2) nos ayudan a explicar por 
qué difieren las ecuaciones. La función w = x? + y? + 2? mide el cuadrado de la distan- 
cia del punto (x, y, z) al origen. La condición z = x? + y? dice que el punto (x, y, z) está 
en el paraboloide de revolución que aparece en la figura 14.58. ¿Qué significa calcular 
дуг/дх en un punto P(x, у, 2) que sólo se mueve sobre esta superficie? ¿Cuál es el valor 
de дуу/дх cuando las coordenadas de Р son, por ejemplo, (1, 0, 1)? 

Si consideramos а х y a y como independientes, entonces encontramos dw/dx mante- 
niendo fija a y (en y = 0, en este caso), y haciendo variar x. Por tanto, P se mueve a lo 
largo de la parábola z = x? en el plano xz. Cuando P se mueve sobre la parábola, w, que es 
el cuadrado de la distancia de P al origen, cambia. Calculamos дуу/дх en este caso (nuestra 
primera solución anteriormente) como 

ðw 


ow _ 3 2 
Әх 2х + 4x7 + 4xy^. 
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En el punto P(1, 0, 1), el valor de esta derivada es 


W=2+4+0=6. 

Si consideramos а х y a_z como independientes, entonces encontramos дуг/дх mante- 
niendo fija a z y variando x. Como la coordenada z de P es 1, al variar x tenemos que P se 
mueve a lo largo de una circunferencia en el plano z = 1. Cuando P se mueve a lo largo de 
esta circunferencia, su distancia al origen permanece constante y w, al ser el cuadrado de 
esta distancia, no varía. Es decir, 


ðw _ 
Эх © 


como vimos en nuestra segunda solución. п 


Cómo determinar Әмудх cuando las variables en w= f(x у, 2) 
están restringidas por otra ecuación 


Como vimos en el ejemplo 1, una rutina típica para encontrar дуу/дх cuando las variables 
de la función w = f(x, y, z) están relacionados mediante otra ecuación, tiene tres pasos. 
Estos pasos también se aplican para determinar ду/ду y 9w/0z 


1. Decidir cuáles variables serán dependientes y cuáles independientes. (En la 
práctica, la decisión se basa en el contexto físico o teórico de nuestro traba- 
jo. En los ejercicios al final de esta sección, diremos cuáles variables son 
cuáles.) 

2. Eliminar las otras variables dependientes de la expresión para w. 


3. —Derivar de la manera usual. 


51 no podemos realizar el paso 2 después de decidir cuáles variables son dependien- 
tes, derivamos las ecuaciones como están y tratamos de despejar ду/дх posteriormente. El 
siguiente ejemplo muestra cómo hacer esto. 


EJEMPLO 2  Gálculo de una derivada parcial con variables independientes res- 
tringidas identificadas. 
Determinar ðw/ðx en el punto (х, y, z) = (2, —1, 1) si 
у= х2 + у? + 22, z? = ху + у + у? = 1, 


donde х y у son las variables independientes. 


Solución No es conveniente eliminar z de la expresión para w. Por tanto, derivamos am- 
bas ecuaciones en forma implícita con respecto a x, considerando a x y a y como variables 
independientes y a w y a z como dependientes. Esto da 


ТЭРЭЭ" 
Әх С 2x + 2z а (3) 
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д д 
© - [ (4 


Ahora podemos combinar estas ecuaciones para expresar дуу/дх en términos de х, y y z. 
Despejamos 0z/0x en la ecuación (4) para obtener 


dE A 
дх у + 32? 


y sustituimos en la ecuación (3) para obtener 


El valor de esta derivada en (х, у, z) = (2, —1, 1) es 


2(—1)(1 - 
(22) 2000) + A + 2—3, п 
дх Уол) —1+3(1) 2 
BIOGRAFÍA HISTÓRICA Notación 
Sonya Kovalevsky Para mostrar las variables que se suponen independientes al calcular una derivada, pode- 
(1850-1891) mos usar la siguiente notación: 


(22) дуу/дх con x y y independientes 
y 


д 
( Г) д} /ду con у, х y t independientes 
xt 


ду 


ЕрЕМР1 03: Gálculo de una derivada parcial con variables restringidas identi- 
ficadas por su notación 


Calcule (ди/дх),, ¿siw = x? + y – z + sentyx + у = г. 
Solución Con x, у, z independientes, tenemos 


і= х + y, м = х2 +yz + sin(x + y) 


ES = 2x +00 + cos(x + у) (х + у) 
yz 


2x + cos (x + y). п 


Diagramas de flechas 


Al resolver problemas como el del ejemplo 3, con frecuencia resulta útil hacer un diagra- 
ma de flechas que muestre la relación entre las variables y las funciones. Si 


у = 2 + у— 2 + sent у x+y=! 


y nos piden calcular дуу/дх cuando х, y y z son independientes, el diagrama adecuado es 
parecido a: 
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2 


Variables Variable Variable 
independientes intermedias dependiente 


Para evitar confusión entre las variables independientes y las intermedias con los mis- 
mos nombres simbólicos en el diagrama, es útil renombrar las variables intermedias (de 
modo que se vean como funciones de las variables independientes). Así, si u = х, Y = y, 
y s = z denotan las variables intermedias renombradas. Con esta notación, el diagrama de 
flechas queda como 


- = KK E 


24 


Variables Variables Variables 
independientes ntermedias dependientes 


y relacionadas 
их 


у= 
5= 4 
(Ху 


El diagrama muestra las variables independientes a la izquierda, las variables intermedias 
y su relación con las variables independientes en la parte central y a la variable dependien- 
te a la derecha. La función w queda entonces como 


w=u + у — 5 + sent, 
donde 
и =x, У = у, S= 2, у і = х + у. 


Para calcular дуу/дх, aplicamos а w la forma de la regla de la cadena para cuatro varia- 
bles, guiados por el diagrama de flechas de la ecuación (6): 


ðw _ ду ди | ðw ду ду ds | ди ot 
дх ди dx ду dx 05 дх ðt дх 


= (2и)(1) + (1)(0) + (—1)(0) + (cos £)(1) 
= 2и + cost 
= 2x + cos (х + y). 


Al sustituir las variables independientes 
originales и = хуг = х + y. 


ЕЈ ERCICIOS 14.9 


Cálculo de derivadas parciales 


con variables restringidas 2. Siw =x? + y— z + sentyx + y = г, determine 
En los ejercicios 1-3, comience trazando un diagrama que muestre las 
: : ðw ðw ðw 
relaciones entre las variables. Тү, b. (== & | 
А Y). IZ у 


1. Siw = x? + y? + у= x? + y?, determine 


ГУИ) OR 


ЕЯ 
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3. Sea U = f(P, V, T) la energía interna de un gas que obedece la Derivadas parciales sin fórmulas específicas 


ley del gas ideal РУ = nRT (п y R constantes). Determine 9. Establezca el hecho, ampliamente utilizado en hidrodinámica, 
A (20) b (22) que si f(x, у, z) = 0, entonces 
ХаР ју АТ Jy 
ax\ (ду \ (ә \ _ 
4. Calcule (=) (2) (9) 1. 
5) e 
дх /, СА (Sugerencia: Exprese todas las derivadas en términos de las deri- 


vadas parciales formales д//дх, д] /ðy, y 0f/02.) 


en el punto (x, y, z) = (0, 1,p ) si 
10. Siz= x + f(u), donde u = xy, muestre que 


их у + 2 у ysenz + zsenx = 0. 
д2 д2 _ 
5. Саїсше да Убу =. 
дуў ðw 32 a 
СН 11. Suponga que la ecuación g(x, y, z) = 0 determina а z como una 
dy x ду z Е E 2 ис М Ё 
| función diferenciable de las variables independientes х y y y que 
en el punto (w, х, у, 2) = (4,2, 1, —1) if g; + 0. Muestre que 
м = х2у2 + уг 2 у х +у +2 = 6. (8) 9в/ду 
ду), 08/02) 


6. Calcule (ди/ду), еп el punto (и, Y) = (2 2: 1) six = и? + y 

уу = иу. 12. Suponga que las ecuaciones f(x, у, z, w) = 0 y g(x, y, z, w) = 0 
determinan a z y a w como funciones diferenciables de las varia- 
bles independientes x y y; suponga también que 


7. Suponga que x? + y? = r?° ух = гсоѕ U, como en coordenadas 
polares. Determine 


О) 


дх 
8. Suponga que Muestre quie 

3 " of де af де 
у= х = у + 4: + у + 272+ 1 = 25, (Кы Өй Эх 
Muestre que las ecuaciones дх /, Of д8 д] де 
3 А дуду ди дс 

w w 

Эх = 2х – 1 у Эх -2х-2 у 

dan дуу/дх, cada una, dependiendo de las variables elegidas como of д8 of д8 
dependientes y las elegidas como independientes. En cada caso, дуг dz ду дуд: 
identifique las variables independientes. dy Я = af òg df дв 
OZ дю ди дс 


14.10) Fórmula de Taylor para dos variables 


Esta sección utiliza la fórmula de Taylor para deducir el criterio de la segunda derivada pa- 
ra valores extremos locales (sección 14.7) y la fórmula del error para linealizaciones de 
funciones de dos variables independientes (sección 14.6). El uso de la fórmula de Taylor 
en estas deducciones conduce a una extensión de la fórmula que proporciona aproxima- 
ciones polinomiales de todos los Órdenes para funciones de dos variables independientes. 


Deducción del criterio de la segunda derivada 


Sea f(x, y) una función con derivadas parciales continuas en una región abierta R que con- 
tiene un punto P(a, b) donde ў, = fy = 0 (figura 14.59). Sean h y k incrementos suficien- 


Síla+h,b+k) 


Segmento 
parametrizado 


enR AS 


(a + th, b + tk), 
Un punto típico 
en el segmento 


0 
Pla, b) 
Parte de la región abierta R 


FIGURA 14.59 Comenzamos la 
deducción del criterio de la segunda 
derivada en P(a, b) parametrizando un 
segmento de recta típico de P a un punto S 
cercano. 
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14.10 Fórmula de Taylor рага dos variables 
temente pequeños como para que el punto Sía + h, b + k) y el segmento de recta que lo 
une con P estén dentro de R. Parametrizamos el segmento PS como 


x=a+ th, y =b + tk, 02:21:51. 


Si F(t) = fla + th, b + tk), la regla de la cadena nos da 


А а ау 
Е) = ў Бар М КР. 


Сото ў, y fy son diferenciables (tienen derivadas parciales continuas), Р” es una fun- 
ción diferenciable de гу 


ӘЕ' dy _ 
ду dt 


_ дЕ" dx 


2 дх dt 


эх 01, + Кр)" + ат (Ау, + Кр) < 


О + k’fyy. жа 


Como F y F' son continuas en (0, 1] у F’ es diferenciable en (0, 1), entonces podemos 
aplicar la fórmula de Taylor con n = 2 уа = 0 con el fin de obtener 


А ” 2 0)? 
Е(1) = Е(0) + Е'(0)(1—0)+Е = 
1 (1) 
Е(1) = F(0) + F'(0) + 7 F"(c) 
para algún с entre 0 y 1. Al escribir la ecuación (1) en términos de ftenemos 
fla+h,b+k)= fla,b) + hf,(a, b) + kfy(a, b) 
1 2 2 
Жэ (827, + 2Hkf + Кр) (2) 
(a+ch, b+ck) 
Сото f,(a, Б) = f,(a, b) = 0, esto se reduce a 
fía + h,b+Kk)-— fla, b) = ХОГ + 2hkf + р) : (3) 
(a+ch, b+ck) 


La presencia de un extremo de f en (a, b) queda determinada por el signo de 
fla + h,b + К) — f(a, Б). Por la ecuación (3), éste es el mismo signo que 


О(с) = (Ла + 2hKkf yy + lara: 


Ahora, si 0(0) = 0, el signo de O(c) será el mismo que el de О(0) para valores sufi- 
cientemente pequeños de h y k. Podemos predecir el signo de 


0(0) = һ?} (а,Ь) + 2hkf yy (a, Б) + Куа, b) (4) 


a partir de los signos de fx Y Ру = fo en (a, b). Multiplicamos ambos lados de la 
ecuación (4) por fxx y reacomodamos el lado derecho para obtener 


FQ) = (ар + ЕР) + (рар = РӘ). (5) 
De la ecuación (5) vemos que 


1 Sifa < 0y fufy Z 12 > 0 en (а, b), entonces О(0) < Opara todos los valores по 
nulos suficientemente pequeños de Л у k, y f tiene un valor máximo local en (a, b). 

2 Sifa > ОУ fy > 0 en (a, b), entonces О(0) > 0 para todos los valores 
no nulos suficientemente pequeños de h y k, y f tiene un valor mínimo local en (a, b). 
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3З. Sifufy = fo < 0 en (a, b), hay combinaciones de valores no nulos suficientemen- 
te pequeños de h y k para las que 0(0) > 0, y otros valores para los que 0(0) < 0. 
Arbitrariamente cerca del punto Ро(а, b, f(a, b)) en la superficie z = f(x, y) hay pun- 
tos sobre Ро y puntos por debajo de Ро, de modo que f tiene un punto silla en (а, Б). 


4. Si fufy fo = 0, es necesario otro criterio. La posibilidad de que Q(0) se anule 
nos evita tener que sacar conclusiones sobre el signo de Q(c). 


La fórmula del error para aproximaciones lineales 


Queremos mostrar que la diferencia E(x, y) entre los valores de una función f(x, y) y su li- 
nealización L(x, y) en (xo, yo) satisface la desigualdad 


1 
|Е(х, y)| = 5 М(|х — xol + |y = yo). 


Suponemos que la función f tiene segundas derivadas parciales continuas en todo un con- 
junto abierto que contiene una región rectangular cerrada R con centro en (xo, yo). El nú- 
mero M es una cota superior рага | +), | Луу. Y |fxy| en R. 

La desigualdad que queremos proviene de la ecuación (2). Sustituimos хо y yo en lu- 
gar dea y b,x — хоу y — yo en lugar de h y k, respectivamente y reordenamos el resulta- 
do como 


, 


f(x, y) = Foo, уо) + ГО, уо)(х — хо) + fylxo, yo My — уо) 
¿_E_E 44 ч... 
linealización L(x, y) 


+ 


(к= + 2(x хо)(у =)» + 07-05) 


| 


(xo +c(x—x0), yo +c(y—y0))" 


error E(x, y) 


Esta ecuación revela que 


1 
|El = E = хо| | Fel + 2|х => xoll y = уо fæl + ly = yol? |). 


3 


Por tanto, si М es una cota superior para los valores de | f,»|, |.|. y | fyy|en А, entonces 


1 
| = 5 (1х = хом + 2|x — xolly — yo] M + [у — yo]?M) 


1 
7 М(|х = xol + [у = yo)”. 


Fórmula de Taylor para funciones de dos variables 


Las fórmulas deducidas anteriormente para F’ у F” pueden obtenerse aplicando а fx, y) 
los operadores 


2 2 2 
CEERI ð 3V pð 2 
( dx а 2 у ( ЭХ sh 23 Л 52 + 2hk Әх ду 


Estas son las dos primeras instancias de una fórmula más general, 


2 
29 
ду 


вец) = 4 нү) = ( 2+ 23 fæ, у), (6) 
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que nos dice que la aplicación de d”/dt” (о F(t) da el mismo resultado que aplicar a f(x, y) 


el operador 
( + К 2) 


después de desarrollarlo por medio del teorema del binomio. 
Si las derivadas parciales de f hasta de orden n + 1 son continuas en toda una región 
rectangular con centro en (a, b), podemos extender la fórmula de Taylor para F(t) como 


POs, юэ 


2| ——_— 00 4 residuo, 


F(t) = F(0) + F'(0)t + 


y hacer t = 1 para obtener 


Е" glo) F™(0) 


F(1) = F(0) + F'(0) + + + = + residuo. 


Al reemplazar las primeras n derivadas a la derecha de esta última serie por sus expresio- 
nes equivalentes de la ecuación (6) evaluadas еп т = O, у al agregar el término de residuo 
adecuado, obtenemos la siguiente fórmula. 


Fórmula de Taylor para f(x, y) en el punto (a, b) 
Suponga que f(x, y) y sus derivadas parciales hasta de orden n + 1 son continuas en toda una región rectangular abierta R, 
con centro en un punto (a, b). Entonces, en R, 


1 
fla + hb + K) = Fla, b) + (afa + 17 + gy M ГАН + К) а 


+ эү 027 + Ih kf +k Toy t КЭР) аы + + sha +k 2) f 


1 9 n+l 
+ + 
(n + 1)! (2 5 2) f 


(a,b) 


(7) 


(a+ch,b+ck) 


Los términos de las primeras n derivadas se evalúan en (a, b). El último término se evalúa 
en algún punto (a + ch,b + ck) sobre el segmento de recta que une (a, b) con 
(a+h,b+ k). 

Si (a, b) = (0, 0) y consideramos a h y k como variables independientes (denotándo- 
las ahora como x y y), entonces la ecuación (7) asume la siguiente forma más sencilla. 


Fórmula de Taylor para f(x, y) en el origen 


у) = 50,0) + ху» + ур + эр (fa + 2хуо + Y 4 p) 


1 1/ ə av 
F зү (Рох T 3x yfr + ЗХУ-н T ya) T a E п! Р 2) f 


1 9 9 п+1 
a +13) 5 


(cx,cy) 
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Los términos de las primeras n derivadas se evalúan en (0, 0). El último término se evalúa 
en un punto sobre el segmento de recta que une el origen con (x, y). 

La fórmula de Taylor proporciona la aproximación polinomial para funciones de dos 
variables. Los términos de las primeras n derivadas dan el polinomio; el último término da 
el error de la aproximación. Los primeros tres términos de la fórmula de Taylor dan la li- 
nealización de la función. Para mejorar esta linealización, agregamos términos con poten- 
cias más altas. 


EJEMPLO 1 Cómo determinar una aproximación cuadrática 


Determine una aproximación cuadrática a f(x, y) = sen x sen y y cerca del origen. ¿Cuán 
precisa es la aproximación si |х| = 0.1 y |y] = 0.1? 


Solución Hacemos n = 2 en la ecuación (8): 
1 
ЈО, у) = 300,0) + (xfx + уу) + 2 Ун + 2ху]уу + уф) 


1 
+ 6 ев 15 3x Yf y AE 3xy огт + уя 


соп 
ТОО, 0) = sen x sen y| (00) = 0, Fxx(0, 0) = —sen x sen y| (00) = 0, 
f,(0, 0) = cos x sen y| (0.0) = 0, (0, 0) = cos x cos у | (00) = 1, 
f,(0, 0) = sen x cos y| (0.0) = 0, f,y(0, 0) = —sen x sen y| (00) = 0, 
tenemos 


senxseny =0+0+0+ 3 (20) + 2xy(1) + у2(0)), 


sen х sen y Y xy. 


El error en la aproximación es 
XA уыз 2 2 3 
E(x, y) 6 (x Рх + 3x YE xxy + 3xy Јоу + y Р) | (сх,су) + 


Las terceras derivadas nunca exceden а 1 en valor absoluto, pues son productos de senos y 
cosenos. Además, |x| = 0.1 y| y] = 0.1. Por tanto, 


|E(x, у)| = 2 ((0.1) + 3(0.1) + 3(0.1)* + (0.1)3) = Š (0.17 = 0.00134 


(redondeado). Por lo tanto el error по excederá а 0.00134, sijx| = 0.1 y y] = 0.1. н 
Determinación de aproximaciones cuadráticas 3. f(x, у) = ysenx 4. f(x, y) = senxcos y 
y cúbicas 5. f(x, y) = e*In(1 + y) 6. f(x, y) = In(2x + y + 1) 
En los ejercicios 1-10, use la fórmula de Taylor para f(x, y) en el ori- 7. f(x, y) = sen (22 + у?) 8. f(x, y) = cos (х? + y?) 
gen y encuentre aproximaciones cuadráticas y cúbicas de f cerca del 


origen. 


1. f(x, y) = хе? 2. fx, y) = e*cos y 


9. 


11. 


шээг 
== y 


1 


10. fy) = ту уруу 


fx. y) = 


Use la fórmula de Taylor para encontrar una aproximación cua- 
drática de f(x, у) = cos x cos y en el origen. Estime el error en la 
aproximación si |х| = 0.1 y|y] = 0.1. 


12. 
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Use la fórmula de Taylor para encontrar una aproximación cua- 
drática de е" sen y en el origen. Estime el error en la aproxima- 
ción si |x| = 0.1 y |y| = 0.1. 


Capítulo 


10. 


11. 


12. 


13. 


Preguntas de repaso 


. ¿Qué es una función real de dos variables independientes? ¿Y de 


tres variables independientes? Proporcione ejemplos. 


. ¿Qué significa que los conjuntos en el plano o el espacio sean 


abiertos? ¿Y que sean cerrados? Ejemplifique. Proporcione ejem- 
plos de conjuntos que no sean abiertos ni cerrados. 


. ¿Cómo desplegaría gráficamente los valores de una función f(x, 


y) de dos variables independientes? ¿Cómo lo haría para una fun- 
ción fx, y, z) de tres variables independientes? 


. ¿Qué significa que una función f(x, y) tenga un límite L cuando 


(х, у) > (xo, yo) 2 ¿Cuáles son las propiedades básicas de los lí- 
mites de funciones de dos variables independientes? 


. ¿Cuándo ocurre que una función de dos (o tres) variables inde- 


pendientes es continua en un punto de su dominio? Proporcione 
ejemplos de funciones que sean continuas en unos puntos pero no 
en otros. 


. ¿Qué puede decir sobre las combinaciones algebraicas y las com- 


posiciones de funciones continuas? 


. Explique el criterio de dos trayectorias рага la inexistencia de lí- 


mites. 


. ¿Cómo se definen las derivadas parciales 9f/0x у д] /ду de una 


función f(x, y)? ¿Cómo se interpretan? ¿Cómo se calculan? 


. ¿Cómo difiere la relación, entre las primeras derivadas parciales у 


la continuidad de las funciones de dos variables independientes, y 
la relación, entre la primeras derivada y la continuidad de las fun- 
ciones reales de una sola variable independiente? Proporcione un 
ejemplo. 

¿Qué dice el teorema de las derivadas cruzadas para las derivadas 
parciales cruzadas de segundo orden? ¿Cómo puede ayudar al 
cálculo de las derivadas parciales de segundo orden y de orden 
superior? Ejemplifique. 

¿Qué significa que una función Ax, y) sea diferenciable? ¿Qué di- 
ce el teorema del incremento acerca de la diferenciabilidad? 

A partir del análisis de f, y f, ¿cómo puede decidirse si una fun- 
ción f(x, y) es diferenciable? ¿Cuál es la relación entre la diferen- 
ciabilidad de f y la continuidad de fen un punto? 


¿Qué es la regla de la cadena? ¿Qué forma asume para funciones 
de dos variables independientes? ¿Para tres variables indepen- 
dientes? ¿Para funciones definidas en superficies? ¿Cómo diagra- 
maría estas distintas formas? Dé ejemplos. ¿Qué patrón permite 
recordar las diversas formas? 


14. 


15. 


16. 


17. 


18. 


19. 


20. 


21. 


22. 


23. 


24. 


25. 


26. 


¿Cuál es la derivada de una función f(x, y) en un punto Py en la di- 
rección de un vector unitario u? ¿Qué razón describe? ¿Qué inter- 
pretación geométrica tiene? Proporcione ejemplos. 


¿Qué es el vector gradiente de una función diferenciable f(x, y)? 
¿Cómo se relaciona con las derivadas direccionales de la función? 
Establezca los resultados análogos para funciones de tres varia- 
bles independientes. 


¿Cómo encuentra la recta tangente en un punto sobre una curva 
de nivel de una función diferenciable fx, y)? ¿Cómo encuentra el 
plano tangente y la recta normal en un punto sobre una superficie 
de nivel de una función diferenciable fx, y, z)? Dé ejemplos. 


¿Cómo puede usar las derivadas direccionales para estimar el 
cambio? 


¿Cómo se linealiza una función Ax, y) de dos variables indepen- 
dientes en un punto (хо, yo) ? ¿Por qué habría de hacer esto? ¿Có- 
mo se linealiza una función de tres variables independientes? 


¿Qué puede decir acerca de la precisión de las aproximaciones li- 
neales de funciones de dos (o tres) variables independientes? 


Si (х, y) se mueve de (хо, yo) a un punto (хо + dx, yo + ау) сег- 
cano, ¿cómo podría estimar el cambio resultante en el valor de 
una función diferenciable /(х, y)? Mencione un ejemplo. 


¿Cómo define los máximos locales, los mínimos locales y los 
puntos silla para una función diferenciable f(x, у)? Dé ejemplos. 


¿Cuáles criterios de derivadas están disponibles para determinar 
los valores extremos locales de una función Дх, y)? ¿Cómo per- 
miten restringir la búsqueda de estos valores? Ejempifique. 


¿Cómo encuentra los extremos de una función continua f(x, y) en 
una región cerrada y acotada del plano xy? Dé ejemplos. 


Describa el método de multiplicadores de Lagrange y ejempli- 
fique. 


Si w = f(x, у, 2), donde las variables х, y y z están restringidas 
por una ecuación g(x, у, 2) = 0, ¿cuál es el significado de la по- 
tación (9w/0x), ? ¿Cómo puede ayudar un diagrama de flechas 
para calcular esta derivada parcial con variables restringidas? 
Mencione ejemplos. 


¿Cómo genera la fórmula de Taylor para una función f(x, y) las 
aproximaciones polinomiales y las estimaciones de los errores? 
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Capítulo Ejercicios de práctica 


Dominio, rango y curvas de nivel 


En los ejercicios 1-4, determine el dominio y rango de la función dada 
e identifique sus curvas de nivel. Trace una curva de nivel típica. 


1. f(x, y) = 9? + y? 2. fx, y) = e 
3. g(x,y) = 1/xy 4. (у) = 2 х2 -y 


En los ejercicios 5-8, determine el dominio y rango de la función dada 
e identifique sus superficies de nivel. Trace una superficie de nivel tí- 
pica. 


5. f(x,y,z) =x? +y? -z 6. g(x, у, z) = x? + 4y? + 92? 


z 1 
7. h(x, y, 2) = ЕТСЕ. 


8. k(x, у, 2) = 


Evaluación de límites 


Calcule los límites de los ejercicios 9-14. 


Р 2 + y 
9, lím е? cos х 10. ím === 
(х,у) (р, In 2) (xy) (0,0) Y + COS y 
q 
х= у ху] 
п. онт 25 10. Иш -2--- 
eyx — y (хуу-э(14) Ay 1 
13. їл Inix+y+z] 14. lím ап! (x + y+ z) 
P=(1,-1,e) 3 P=>(1,-1,-1) 


Considere diferentes trayectorias de aproximación y muestre que los 
límites de los ejercicios 15 y 16 no existen. 


. y a фу 
15. lím 16. lím 
(5) >(0.0) y2 — y (у)=(00) ХУ 
y#x? ху+0 


17. Extensión continua Sea f(x, y) = (x? — у2)/ (х2 + y?) рага 
(х, y) # (0, 0) . ¿Es posible definir /0, 0) de modo que f sea con- 
tinua en el origen? ¿Por qué? 


18. Extensión continua Sea 


sen (x — y) 


БЕЗ > |х| t |у| #0 
L 2 


f(x, у) = 0, (х, y) = (0, 0). 


¿Es f continua en el origen? ¿Por qué? 


Derivadas parciales 


En los ejercicios 19-24, calcule la derivada parcial de la función con 
respecto a cada variable. 


19. g(r,u) = rcosu + rsenu 


20. f(x, y) = Zin (x? + y?) + tan! _ 
MR Б Ез) a 
Кә, Кү B 


22. h(x, у, 2) = sen (2р х + y — 3z) 


23. P(n, К, Т, У) = "т (Ley del gas ideal) 
ый 2 
24. ALI) эл кү» 


Derivadas parciales de segundo orden 


Calcule las derivadas parciales de segundo orden de las funciones de 
los ejercicios 25-28. 


25. (у) = y + 5 26. g(x, у) = еї + ysenx 


27. f(x,y) = х + ху 
28. f(x, у) = y? — 3xy + созу + 7е? 


Cálculos con Іа regla de la cadena 

29. Calcule dw/dt en t = 0 si w = sen (xy + р), х= е, y y 
In (t + 1). 

30. Calcule dw/dten t = 1 siw = хе” + ysenz 
y=t-=1+It,yz=p2. 

31. Calcule ди/дг y ду/д8 cuando r=p y s=0 si 
w = sen (2х — у), х = г + sens, у = rs. 


32. Calcule ду/ди у dw/dy cuando и = у = 0 si w =In2 1 + х 
— (ап! x y x = 2e" cos y. 


cosg = 22 1, 


2 


33. Calcule el valor de la derivada de f(x, y, z) = ху + yz + xz + xz 
con respecto a £ sobre la curva х = cos t, y = sen f,z = cos 2t en 
t=1. 


34. Muestre que si w = f(s) es cualquier función diferenciable de s у 
sis = y + 5x, entonces 


ду ðw _ 
Derivación implícita 

Suponga que las ecuaciones de los ejercicios 35 y 36 definen a y 
como una función diferenciable de x, y calcule el valor de dy/dx en 


el punto P. 
35. 1 — х — у? — вепху = 0, P(0, 1) 
36. 2ху + e" – 2 = 0, Р(0, 12) 


Derivadas direccionales 


En los ejercicios 37-40, determine las direcciones en que f crece y de- 
crece más rápidamente en Ро, y calcule la derivada de fen cada direc- 
ción. Además, calcule la derivada de f en Ро en la dirección del vector 
у. 


37. f(x, у) = cosxcos y, Polp/4,p/4), у = 3і + 4) 

38. f(x,y) = xe, Рү(1,0), v=i+j 

39. f(x,y,z) = In (2х + Зу + 62), Pol-1,—1, 1), 
у= 21+ 3j + 6k 


40. f(x,y,z) = x? + 3xy — z? + 2y +z +4, Po(0, 0, 0), 
v=i+j+k 


41. Derivada en dirección de la velocidad Calcule la derivada de 
f(x, у, z) = xyz en la dirección del vector velocidad de la hélice 


r(t) = (cos 31)i + (sen 3t)j + 3tk 


ent = р /3. 


42. Máxima derivada direccional ¿Cuál es el valor máximo que la 
derivada direccional de f(x, у, z) = xyz puede tener en el punto 
(1,1, D? 


43. Derivada direccional con valores dados Ер el punto (1, 2), la 
función f(x, y) tiene una derivada de 2 en la dirección hacia (2, 2) 
y una derivada de -2 en la dirección hacia (1, 1). 


a. Calcule f,(1, 2) y £,(1, 2). 


b. Calcule la derivada de fen (1, 2) en la dirección hacia el pun- 
to (4, 6). 


44. ¿Cuáles de las siguientes afirmaciones son ciertas, si fx, y) es di- 
ferenciable en (хо, yo) ? Justifique su respuesta. 


а. Siu es ип vector unitario, la derivada de fen (хо, yo) en la 
dirección de u es (fx(xo, уо)і + fy(xo, yo)j) + u. 


b. La derivada de fen (xo, yo) en la dirección de u es un vector. 


с. La derivada direccional de Ѓеп (xo, yo) tiene su valor máximo 
en la dirección de Vf . 


а. En (хо, уо), el vector Vf es normal a la curva 


f(x, y) = ШЕ? уо). 


Estimaciones y sensibilidad а los cambios 


En los ejercicios 45 y 46, trace la superficie f(x, у, 2) = с junto con 
Vf en los puntos dados. 


45. x? +у+ 2 = 0; (0,-1,+1), (0,0,0) 
46. y? +z? = 4; (2, +2,0), (2,0, +2) 


En los ejercicios 47 у 48, determine una ecuación para el plano tan- 
gente a la superficie de nivel f(x, y, 2) = с en el punto Ро.. Además, 
determine ecuaciones paramétricas para la recta que es normal a la su- 
perficie en Po. 


47. x? – у = 5: = 0, Po(2,-1,1) 
48. x? +у2 +: = 4, Po(1,1,2) 


En los ejercicios 49 у 50, determine una ecuación para el plano tan- 
gente a la superficie z = f(x, y) en el punto dado. 


49. z = 10 (х2 + y°), (0,1,0) 
50. z = 1/(х2 + у2), (1,1,1/2) 


En los ejercicios 51 y 52, determine ecuaciones para las rectas tangen- 
tes y normales a la curva de nivel f(x, y) = сеп el punto Ро. Luego 
trace las rectas y la curva de nivel, junto con Vf en Po. 

2 2 
51. у = ѕепх = 1, Polp,1) 52. 5-5 3 


2-2 Po(1, 2) 
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Rectas tangentes a curvas 


En los ejercicios 53 y 54, encuentre ecuaciones paramétricas para la 
recta que es tangente a la curva de intersección de las superficies en el 
punto dado. 


53. Superficies: x? + 2y +22=4, у-1 


Punto: (1, 1, 1/2) 


54. Superficies: x + y?+2=2, y=1 


Punto: (1/2, 1, 1/2) 


Linealizaciones 


En los ejercicios 55 y 56, encuentre la linealización L(x, у) de Іа fun- 
ción /(х, y) en el punto Ро. Luego determine una cota superior para la 
magnitud del error Е en la aproximación f(x, у) = L(x, y) sobre el 
rectángulo R. 


55. f(x, y) = senxcos y, Ро(р /4, р /4) 


R: 


y E < 0.1, 


”-8 = 0.1 


56. (хуу) = xy — 3y? + 2, Po(1, 1) 
R: |x- 1| 504, |у-1 502 


Determine las linealizaciones de las funciones de los ejercicios 57 y 
58 en los puntos dados. 


57. f(x,y,z) = xy + 2yz — 3xz at (1, 0, 0) and (1, 1, 0) 


58. f(x,y,z) = 2 2 cos х sen (у +2) at (0,0,p/4) and (p/4, 
р /4, 0) 


Gradientes, planos tangentes у rectas normales 


59. Medición del volumen de una tubería Usted planea calcular 
el volumen dentro de un tramo de tubería que tiene cerca de 36 
pulgadas de diámetro y 1 milla de largo. ¿Con cuál medición debe 
tener más cuidado, con el largo o con el diámetro? ¿Por qué? 


60. Sensibilidad al cambio Cerca del punto (1, 2), ¿es más sensible 
f(x, y) = х2- ху + y? — 3 alos cambios en x o a los cambios 
en y? ¿Cómo lo sabe? 


61. Cambio en un circuito eléctrico Suponga que la corriente 
1 (amperios) en un circuito eléctrico se relaciona con el voltaje 
V (voltios) y la resistencia R (ohms) mediante la ecuación 
I = V/R. Si el voltaje cae de 24 a 23 voltios y la resistencia cae 
de 100 a 80 ohms, (/ crece o decrece? ¿Aproximadamente cuán- 
to? El cambio en /, ¿es más sensible al cambio en el voltaje o al 
cambio en la resistencia? ¿Cómo lo sabe? 


62. Error máximo al estimar el área de una elipse Sia = 10 ст 
y Б = 16 cm con una aproximación milimétrica, ¿cuál es el error 
porcentual máximo esperado al calcular el área A = p ab de la 
elipse х?/а? + yY/b? = 1? 

63. Error al estimar un producto Sean у = uy y z = и + y,don- 
de u y v son variables independientes positivas. 


a. Si и ве mide con un error de 2% y у con un error de 3%, 
¿aproximadamente cuál es el error porcentual en el valor cal- 
culado de y? 
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b. Muestre que el error porcentual del valor calculado de z es 
menor que el error porcentual del valor de y. 


64. Índice cardiaco Рага poder comparar a las personas en estudios 
de salida cardiaca (ejercicio 25, sección 3.7), los investigadores 
dividen la salida cardiaca medida entre el área de la superficie 
corporal para encontrar el índice cardiaco C: 


salida cardiaca 
área de la superficie corporal * 


El área de la superficie corporal B de una persona con peso w y 
altura h se calcula mediante la fórmula 


В = 71.84уу0525д9/75, 


que да В en centímetros cuadrados cuando w se mide en kilogra- 
mos y h en centímetros. Usted va a calcular el índice cardiaco de 
una persona con las siguientes medidas: 


Salida cardiaca: 7 L/min (L/min = litros por minuto) 
Peso: 70 kg 
Altura: 180 cm 


¿Qué tendrá un mayor efecto sobre el cálculo, un error de 1 kg al 
medir el peso o un error de 1 cm al medir la altura? 


Extremos locales 


En las funciones de los ejercicios 65-70 verifique la existencia de má- 
ximos y de mínimos locales, así como de puntos silla. Calcule el valor 
de cada función en estos puntos. 


65. р(х, у) = х2 – ху + у + 2х + 2у – 4 
66. f(x, у) = 5х2 + 4xy — 2y? + 4х — 4y 
67. f(x, у) = 2x? + 3xy + 2у? 

68. f(x,y) = х? + у? — Зху + 15 
69. (хуу) = х? + у? + 3х2 — 3y? 
70. f(x, у) = x* 


Extremos absolutos 


En los ejercicios 71-78, determine los valores máximos y mínimos ab- 
solutos de fen la región А. 


71. f(x,y) = x? + xy + y? — 3x + Зу 


R: La región triangular determinada en el primer cuadrante por la 
rectax + y = 4 


72. f(x,y) = x? — y? — 2x + 4y +1 


R: La región rectangular en el primer cuadrante acotada por los 
ejes coordenados y las rectas x = 4y y = 2 


73.0005) =y =y y + 2 
R: La región cuadrada encerrada por las rectas x = +2 y y = +2 


74. f(x, y) = 2x + 2y — х2 – y? 


R: La región cuadrada acotada por los ejes coordenados y las rec- 
tas x = 2, y = 2 en el primer cuadrante 


75. f(x,y) = x? — y? — 2х + 4y 


R: La región triangular acotada por abajo por el eje x, por arriba 
por la recta y = x + 2, y a la derecha por la recta x = 2 


76. f(x,y) = 4xy — xt — yf + 16 


R: La región triangular acotada por abajo por la recta у = —2, 
por arriba por la recta y = x, y a la derecha por la recta x = 2 


77. f(x,y) = х! + y? + 3х2 — 3y? 


R: La región cuadrada encerrada por las rectas x = +1 y y = +1 
78. f(x, y) = х? + 3xy + у? +1 
R: La región cuadrada encerrada por las rectas x = +1 y y = +1 


Multiplicadores de Lagrange 


79. Extremos en una circunferencia Determine los valores extre- 
mos de f(x, y) = х? + y? en la circunferencia х? + y? = 1. 


80. Extremos en una circunferencia Determine los valores extre- 
mos de f(x, y) = xy en la circunferencia x? + y? = 1. 


81. Extremos en un disco Determine los valores extremos de 
f(x, y) =x? + 3y? + 2y en el disco unitario x? + y? = 1. 


82. Extremos en un disco Determine los valores extremos de 
f(x, y) =x? + y? — 3х — xy enel disco x? + y? = 9. 


83. Extremos en una esfera Determine los valores extremos de 
f(x,y,z) =x— y + zen la esfera x? + y? + 22 = 1. 


84. Distancia mínima al origen Determine los puntos sobre la su- 
perficie 22 — xy = 4 más cercanos al origen. 


85. Minimizar el costo de una caja Una caja rectangular cerrada 
debe tener un volumen de Уст?. El costo del material utilizado en 
la caja es a centavos/ cm? para la tapa y el fondo, b centavos/ cm? 
para el frente y la parte posterior y c centavos/cm? para el resto 
de las caras. ¿Qué dimensiones minimizan el costo total de los 
materiales? 


86. Menor volumen Determine el plano x/a + y/b + z/c = 1 
que pasa por el punto (2, 1, 2), y corta el menor volumen en el 
primer octante. 


87. Extremos en curvas de intersección de superficies Encuentre 
los valores extremos de f(x, y, 2) = x(y + z) en la curva de in- 
tersección del cilindro circular recto x? + y? = 1 y el cilindro hi- 
perbólico xz = 1. 


88. Distancia mínima al origen sobre una curva de intersección de 
un plano y un cono Determine el punto más cercano al origen 
sobre la curva de intersección del plano х + y + z = 1 y el cono 
z? =2x? + 2y? 


Derivadas parciales con variables restringidas 
En los ejercicios 89 y 90, primero trace un diagrama que muestre las 
relaciones entre las variables. 


89. Siw = xe” y z = x? — y? determine 


8) 509, «E 


90. Sean U = f(P, V, Т) la energía interna de un gas que obedece la 
ley de los gases ideales PV = nRT (п у R constantes). Determine 


2), (5), 


Teoría y ejemplos 
91. Sean w = f(r,u),r = 2 x? + y?, уи = tan! (у/х). Calcule 
ðw/ðx y ðw/ðy y exprese sus respuestas en términos de гуи. 


92. Seanz = f(u, У), и = ax + by, y y = ax — by. Exprese Zx y Zy 
en términos de /,, fy y las constantes a y b. 


93. Si a y b son constantes, w = u? + tanh u + cos uyu =ax + by, 
muestre que 


94. Uso de la regla de la cadena Si w = In (x? + y? + 22), х = 
гч у= г ут = 215 determine уу, у и; mediante la regla 
de la cadena. Luego verifique su respuesta de otra manera. 


95. Ángulo entre vectores Las ecuaciones e" cos Y — х = 0 y e" sen 
y — y = 0 definen a u y y como funciones diferenciables de x y 
y. Muestre que el ángulo entre los vectores 


es constante. 


96. Coordenadas polares y segundas derivadas Al introducir las 
coordenadas polares х = rcosu y y = rsenu se cambia f(x, y) 
por g(r,u). Determine el valor de 22/902 en el punto (r, u) = 
(2, p /2), dado que 


af af Pf а 


дх ду ax? ay? 


en ese punto. 


97. 


98. 


99. 


100. 


101. 


102. 
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Recta normal paralela a un plano Encuentre los puntos so- 
bre la superficie 


ху = 16 


donde la recta normal es paralela al plano yz. 


Plano tangente paralelo al plano xy Encuentre los puntos so- 
bre la superficie 


ху + у + zx 
donde el plano tangente es paralelo al plano xy. 


Cuando el gradiente es paralelo al vector posición Suponga 
que Vf(x, у, z) siempre es paralelo al vector posición xi + yj + 
f(0, 0, 


Derivación en todas direcciones, pero sin gradiente Muestre 
que la derivada direccional de 


zk. Muestre que entonces f(0, 0, a) = —a) para toda a. 


fop) = 2a yg 
en el origen es igual a 1 en cualquier dirección pero que f no tie- 
ne vector gradiente en el origen. 


Recta normal por el origen Muestre que la recta normal a la 
superficie xy + z = 2 en el punto (1, 1, 1) pasa por el origen. 


Plano tangente y recta normal 


a. Trace la superficie x? — y? + z? = 4. 


b. Determine un vector normal a la superficie en (2, —3, 3). 
Agregue el vector a su dibujo. 


c. Determine ecuaciones para el plano tangente y la recta nor- 
mal en (2, -3, 3). 


Capítulo 


Derivadas parciales 


1. Función con punto silla en el origen Si resolvió el ejercicio 50 
de la sección 14.2, sabrá que la función 


х2 = 2 


y 
х2 + y z? 
fœ») = Lo (x, y) = (0, 0) 


(x, у) # (0, 0) 


Ejercicios adicionales y avanzados 


(vea la siguiente figura) es continua en (0, 0). Determine f (0, 0) 
у /,40, 0). 
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Encuentre 
una función w = f(x, y) cuyas primeras derivadas parciales son 
ðw/ðx = 1 + e*cos y y ðw/ðy = 2y — e* sen y y cuyo valor en 
el punto (In 2, 0) es In 2. 

. Una prueba de la regla de Leibniz La regla de Leibniz dice 
que si f es continua en [a, b], y si u(x) y у(х) son funciones dife- 
renciables de x con valores en [a, b], entonces 


y(x) 
L| уа а = ус) uy 4. 


и(х) 


Demuestre la regla a partir de 


y: 
(цуу) = |. ТО) dt, и = и(х), У = у(х) 


y calculando dg/dx con la regla de la cadena. 


. Determinación de una función con segundas parciales restrin- 
gidas Suponga que f es una función dos veces diferenciable de r, 


quer = 2 x? + y? + 22, y que 


Р F fy SF faz = 0. 


Muestre que para ciertas constantes a y b, 


10) = 5 + Ь. 


. Funciones homogéneas Una función fx, y) es homogénea de 
grado п (п es un entero no negativo), si f(tx, ѓу) = "f(x, y) para 
toda г, х y y. Para tal función (suficientemente diferenciable), de- 
muestre que 


д д 
о убн) 


ef af ‚(4% 
b. x? ЕЭ t г0(55) Жэ (22) = n(n = 1)f. 


. Superficie en coordenadas polares Sea 


a. х 


sen Ór 


| _ r 
ЖО, и) = Li, 


‚ к*=0 
к= 0, 
donde r y U son coordenadas polares. Determine 


b. f,(0, 0) с. (тй), r*0. 


а. lím f(r, u) 
r>0 


Gradientes y tangentes 


7. 


10. 


Propiedades de los vectores posición Sean r = xi + yj + zk 
угт 

a. Muestre que Vr = r/r. 

b. Muestre que V(r”) = nr” ?r. 

с. Encuentre una función cuyo gradiente sea г. 
а. Muestre que r + dr = гаг. 


e. Muestre que V(A +r) = A para cualquier vector constante А. 


. Gradiente ortogonal a una tangente Suponga que una función 


diferenciable f(x, y) tiene el valor constante с a lo largo de la cur- 
va diferenciable х = g(t), y = h(t); es decir, 


(5 (0), (0) = с 


para todo valor de т. Derive ambos lados de esta ecuación соп res- 
pecto a t para mostrar que Vf es ortogonal al vector tangente a la 
curva en cada uno de sus puntos. 


. Curva tangente a una superficie Muestre que la curva 


r(t) = (шї + (215 1)j + tk 
es tangente a la superficie 


xz? — yz + cos xy = 1 


en (0, 0, 1). 


Curva tangente a una superficie Muestre que la curva 


г() = 5 2) | (4 3) b cos (£ — 2)k 


es tangente a la superficie 


en (0, —1, 1). 


Valores extremos 


11. 


12. 


13. 


Extremos en una superficie Muestre que los únicos máximos 
y mínimos posibles para z en la superficie z = х? + y? — 9ху + 
27 ocurren en (0, 0) y (3, 3). Demuestre que no hay un máximo ni 
un mínimo en (0, 0) y determine si z tiene un máximo o un míni- 
mo en (3, 3). 


Máximo en el primer cuadrante cerrado Determine el valor 
máximo de f(x, у) = бхуе СЭ” en el primer cuadrante cerrado 
(incluyendo los ejes no negativos). 


Volumen mínimo cortado en el primer octante Determine 
el volumen mínimo para una región acotada por los planos x = 0, 
y=0,z=0 y por un plano tangente al elipsoide 


2 
+% = 1 
с 


en un punto del primer octante. 


4. Distancia mínima de una recta a una parábola еп el plano xy 
Minimice la función f(x, y, u, Y) = (х — и)? + (y — y)? sujeta 
alas restricciones у = х + 1 y u = y? para determinar la distancia 
mínima en el plano xy de la recta у = х + 1 ala parábola y? = х. 


Teoría y ejemplos 
5. Primeras parciales acotadas implican continuidad Demuestre 
el siguiente teorema: Si f(x, y) está definida en una región abierta 
К del plano xy, y si fx y fy están acotadas en R, entonces f(x, y) es 
continua en R. (La hipótesis de estar acotadas es esencial). 


6. Suponga que r(t) = g(0)i + h(1)j + k(t)k es una curva regular 
en el dominio de una función diferenciable f(x, y, 2). Describa la 
relación entre df/dt, Vf y у = dr/dt. ¿Qué se puede decir acerca 
de Vf y v en los puntos interiores de la curva donde f tiene valo- 
res extremos con respecto a sus demás valores en la curva? Justi- 
fique su respuesta. 


7. Determinación de funciones a partir de las derivadas parciales 
Suponga que f y g son funciones de x y y tales que 


of дв д] _ д6 
у дх У Өх ду” 


y suponga que 


0 
сан 10,2) = 8(1,2) =5 y /(0,0)=4. 


Encuentre f(x, y) y g(x, y). 


8. Razón de cambio de la razón de cambio Sabemos que si f(x, 
y) es una función de dos variables y si u = ai + bj es un vector 
unitario, entonces Dyf(x, у) = f(x, у)а + fy(x, y)b es la razón 
de cambio de f(x, y) en (x, y) en la dirección de u. Proporcione 
una fórmula similar para la razón de cambio de la razón de cam- 
bio de f(x, y) en (х, y) en la dirección u. 


9. Trayectoria de una partícula que busca calor Una partícula 
que busca calor tiene la propiedad de que en cualquier punto (x, y) 
del plano se mueve en la dirección de mayor aumento de la tem- 
peratura. Si la temperatura en (х, y) es T(x, у) = —е72'соѕ х, cos 
x, encuentre una ecuación y = f(x) para la trayectoria de una par- 
tícula que busca calor en el punto (p /4, 0). 


0. Velocidad después de un rebote Una partícula viaja en línea 
recta con una velocidad constante і + j — 5k pasa por el punto 
(0, 0, 30) y golpea la superficie z = 2x? + 3y?. La partícula re- 
bota en la superficie, de modo que el ángulo de reflexión es igual 
al ángulo de incidencia. Si no hay pérdida de rapidez, ¿cuál es la 
velocidad de la partícula después del rebote? Simplifique su res- 
puesta. 


1. Derivadas direccionales tangentes a una superficie Sea S la 
superficie dada por la gráfica de f(x, у) = 10 — x? — y?. Su- 
ponga que la temperatura en el espacio en cada punto (x, y, z) es 
T(x, у, z) = х2у + y%+4x + 14у +z. 


a. Entre todas las posibles direcciones tangentes a la superficie 
S en el punto (0, O, 10), ¿cuál de ellas hará que la razón de 
cambio de la temperatura en (0, 0, 10) sea máxima? 
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b. ¿Cuál de las direcciones tangentes a S en el punto (1, 1, 8) 
hará que la razón de cambio de la temperatura tenga un 
máximo? 


22. Perforación de un agujero Еп una superficie plana de terreno, 
un grupo de geólogos perforó un agujero directamente hacia aba- 
jo y chocó con un depósito mineral a 1000 pies. Luego perforaron 
un segundo agujero a 100 pies al norte del primero y tocaron el de- 
pósito de minerales a 950 pies. Un tercer agujero a 100 pies al este 
del primero golpeó el depósito a 1025 pies. Los geólogos tienen 
razones para pensar que el depósito mineral tiene la forma de un 
domo y por razones económicas quieren encontrar el punto donde 
el depósito esté más cerca de la superficie. Suponga que la super- 
ficie es el plano xy, ¿qué dirección con respecto al primer agujero 
sugeriría usted a los geólogos para perforar el cuarto agujero? 


La ecuación unidimensional del calor 


Si w(x, t) representa la temperatura en la posición х en el instante теп 
una varilla conductora uniforme con lados perfectamente aislados 
(vea la siguiente figura), entonces las derivadas wxx y и, satisfacen una 
ecuación diferencial de la forma 

Wa = 5 wr. 


с? 


Esta ecuación se llama la ecuación unidimensional del calor. El 
valor de la constante positiva c° se determina mediante el material de 
fabricación de la varilla. Ésta se ha determinado en forma experimen- 
tal para una gran variedad de materiales. Para una aplicación fija, se 
encuentra el valor adecuado en una tabla. Por ejemplo, para el suelo seco, 
с? = 0.19 pies?/día. 


w(x, t) es la temperatura en este 
punto en el instante г. 


En química y bioquímica, la ecuación del calor se conoce como 
la ecuación de difusión. En este contexto, w(x, f) representa la con- 
centración de una sustancia disuelta, sal por ejemplo, que se difunde a 
lo largo de un tubo Пепо de líquido. El valor de w(x, f) es la concentra- 
ción en el punto х en el instante t. En otras aplicaciones, w(x, 1) repre- 
senta la difusión de un gas en un tubo largo y delgado. 

En ingeniería eléctrica, la ecuación del calor aparece en las formas 


Ум = RCY, 


іх = RCi,. 
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Estas ecuaciones describen el voltaje y y el flujo de corriente i en un 23. Determine todas las soluciones de la ecuación unidimensional del 
cable coaxial o en cualquier otro cable donde la pérdida y la inductan- calor de la forma w = e” sen р х, donde r es una constante. 
cia son despreciables. Las funciones y constantes de estas ecuaciones 24. Determine todas las soluciones de la ecuación unidimensional del 
son calor de la forma w = e” sen kx y que satisfagan las condiciones 
y(x, t) = voltaje en el punto х en el instante t w(0, t) = Oy w(L, t) = 0. ¿Qué ocurre con estas soluciones cuan- 
do г => 00? 
R = resistencia por unidad de longitud 
C = capacitancia del suelo por unidad de longitud del cable 
1(х, t) = corriente en el punto х en el instante t. 
Z: п а / , п 
Capítulo Proyectos de aplicación tecnológica 


Módulo Mathematica /Маріе 
Graficación de superficies 
Genere de manera eficiente gráficas de superficies, contornos y curvas de nivel. 


Módulo Mathematica /Maple 


Análisis de las matemáticas tras las patinetas: análisis de la derivada direccional 

Se presenta la trayectoria de una patineta, primero en un plano, luego en una rampa y finalmente en un paraboloide. Calcule, trace y analice la de- 
rivada direccional en términos de la patineta. 

Módulo Mathematica /Maple 

Búsqueda de patrones y aplicación del método de mínimos cuadrados a datos reales 

Ajuste una recta a un conjunto de datos numéricos, eligiendo la recta que minimice la suma de los cuadrados de las distancias verticales de los 
puntos a la recta. 

Módulo Mathematica /Maple 

Lagrange patina: ¿a qué altura llegó? 

Revise y analice las aventuras de los patinadores, para que encuentre las alturas máximas y mínimas, desde una perspectiva gráfica y una analíti- 
ca, por medio de los multiplicadores de Lagrange. 


diia © 


INTRODUCCIÓN En este capítulo consideramos la integral de una función de dos variables 
f(x, y) sobre una región en el plano y la integral de una función de tres variables f(x, y z) sobre 
una región en el espacio. Estas integrales se conocen como integrales múltiples y se definen 
como el límite de las sumas de Riemann, de manera similar al caso de las integrales de una 
variable que presentamos en el capítulo 5. Podemos usar las integrales múltiples para calcular 
cantidades que varían sobre dos o tres dimensiones, como la masa total o el momento angular 
de un objeto de densidad variable, así como el volumen de sólidos con fronteras curvas. 


Integrales dobles 


En el capítulo 5 ofrecimos la definición de la integral definida de una función continua 
f(x) sobre un intervalo [a, b] como el límite de las sumas de Riemann. En esta sección am- 
pliaremos esta idea para definir la integral de una función continua de dos variables f(x, y) 
sobre una región acotada R en el plano. En ambos casos, las integrales son el límite de su- 
mas de Riemann. Las sumas de Riemann para la integral de una función f(x) de una varia- 
ble se obtienen partiendo un intervalo finito en pequeños subintervalos, multiplicando el 
ancho de cada subintervalo por el valor de f en un punto с, dentro de ese subintervalo, y 
luego sumando todos estos productos. Un método similar de partir, multiplicar y sumar 
sirve para construir integrales dobles. Sin embargo, esta vez dividimos una región plana R 
en pequeños rectángulos, en lugar de pequeños subintervalos. Luego consideramos el pro- 
ducto del área de cada pequeño rectángulo por el valor de f en un punto dentro del rectán- 
gulo, y finalmente sumamos todos estos productos. Cuando f es continua, estas sumas 
convergen a un número si en cada uno de los pequeños rectángulos su ancho y su altura 
tienden a cero. El límite es la integral doble de f sobre К. Al igual que en el caso de los in- 
tervalos, podemos evaluar las integrales múltiples por medio de antiderivadas, lo que nos 
libera de la enorme tarea de calcular una integral doble directamente como el límite de su- 
mas de Riemann. El principal problema práctico que surge al evaluar las integrales múlti- 
ples consiste en determinar los límites de integración. Aunque evaluamos las integrales del 
capítulo 5 sobre un intervalo determinado por sus dos extremos, las integrales múltiples se 
evalúan sobre una región en el plano o el espacio. Esto da lugar a límites de integración con 
variables, además de constantes, y es precisamente la descripción de las regiones de inte- 
gración la principal característica nueva que aparece en cálculo de las integrales múltiples. 


Integrales dobles sobre rectángulos 


Comenzamos nuestro estudio de las integrales dobles considerando el tipo más sencillo de 
región plana, un rectángulo. Consideremos una función f(x, y) definida en una región rec- 
tangular R, 


R а=х=Ь, с=у=д@. 
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»Х 


FIGURA 15.1  Cuadrícula rectangular que 
divide la región R en pequeños rectángulos 
de área ХА, = Ах Дуу. 


Subdividimos a R en pequeños rectángulos usando una red de rectas paralelas a los ejes х 
y y (figura 15.1). Las rectas dividen a R en n partes rectangulares, donde el número de par- 
tes n crece cuando el ancho y la altura de cada una de ellas se vuelven más pequeños. Es- 
tos rectángulos forman una partición de А. Una pequeña parte rectangular de ancho Ах y 
de altura Ду tiene un área AA = АхДу. Si numeramos las pequeñas partes que dividen a 
К en cierto orden, entonces sus áreas están dadas рог ДА}, AA»,..., ДА,, donde AA; es el 
área del k-ésimo pequeño rectángulo. 

Para formar una suma de Riemann sobre R, elegimos un punto (xx, yx) en el k-ésimo 
pequeño rectángulo, multiplicamos el valor de fen ese punto por el área АА», y sumamos 
los productos: 


Sn = 2 Оң. у) ДА. 
=1 


Dependiendo de la elección de (xz, ук) en el k-ésimo pequeño rectángulo, podemos obte- 
пег distintos valores de S,,. 

A nosotros nos interesa saber qué ocurre con las sumas de Riemann cuando las an- 
churas y las alturas de todos los rectángulos pequeños de la partición de А tienden a cero. 
La norma de una partición P, que se escribe |Р, es el mayor de los anchos o de las alturas 
de los rectángulos en la partición. Si | Р| = 0.1 entonces todos los rectángulos de la parti- 
ción de А tienen un ancho máximo de 0.1 y una altura máxima de 0.1. A veces, las sumas 
de Riemann convergen cuando la norma de Р tiende a cero, lo que se escribe ||P|| = 0. El 
límite resultante se escribe como 


n 


lím У, f&r у) АА. 
\Р|>0 ¿2 
Cuando ||P|| — 0 los rectángulos se vuelven más angostos y más cortos, у su número n au- 
menta, de modo que también podemos escribir este límite como 


п 


lím У) f(xr ук) ААк. 
n>% 21 

sin perder de vista que ЛА; > 0 cuando n > оо y |Р| — 0. 

Hay muchas elecciones implicadas en un límite de este tipo. La colección de peque- 
ños rectángulos queda determinada por la cuadrícula formada por las rectas horizontales y 
verticales que determinan una partición rectangular de R. En cada uno de los pequeños 
rectángulos resultantes se elige un punto arbitrario (xx, ук) donde se evalúa f. Estas elec- 
ciones determinan una sola suma de Riemann. Para formar un límite, repetimos todo el 
proceso una y otra vez, eligiendo particiones tales que los anchos y las alturas de los rec- 
tángulos tiendan a cero, y cuyo número tienda a infinito. 

Cuando existe el límite de las sumas S, es porque se obtiene el mismo valor límite sin 
importar las elecciones establecidas, y entonces la función f es integrable, mientras que al 
límite se conoce como la integral doble de f sobre R, que se escribe como 


22 

Ё R 
Podemos mostrar que si f(x, y) es una función continua en А, entonces f es integrable, al 
igual que en el caso de una variable que explicamos en el capítulo 5. Muchas funciones 
discontinuas también son integrables, incluso las funciones que son discontinuas en sólo 
un número finito de puntos o en curvas regulares. Dejaremos la demostración de estos he- 
chos para un texto más avanzado. 


Integrables dobles como volúmenes 


Cuando f(x, y) es una función positiva sobre una región rectangular R del plano xy, po- 
demos interpretar la integral doble de f sobre А como el volumen de la región sólida tri- 
dimensional sobre el plano xy acotada abajo por R y arriba por la superficie z = f(x, y) 


(х, Yk) 


FIGURA 15,2 La aproximación de 
sólidos con cajas rectangulares nos lleva a 
definir los volúmenes de sólidos más 
generales como integrales dobles. El 
volumen del sólido que aparece aquí es la 
integral doble de f(x, y) sobre la región 
base R. 


1-4-х-у 


у=1 
x ло = (8-х-»ф 


FIGURA 15,4 Рага obtener el área de la 
sección transversal A(x), mantenemos a x 
fija e integramos con respecto a y. 
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(figura 15.2). Cada término (х, у) AA; de la suma 5, = У f(xx Yk) AA; es el volumen 
de una caja rectangular vertical que se aproxima al volumen de la porción del sólido que 
está directamente sobre la base ЛА. Así, la suma 5, se aproxima a lo que llamaremos el 
volumen total del sólido. Definimos este volumen como 


Volumen = lím S, = | f(x, у) ад, 
пэ оо 
R 
donde ЛА; = 0 cuando л —> ОО, 

Como podíamos esperar, este método general para calcular volúmenes coincide con 
los métodos del capítulo 6, pero aquí no demostraremos esto. La figura 15.3 muestra que 
las aproximaciones al volumen mediante sumas de Riemann son cada vez más precisas 
cuando el número n de cajas aumenta. 


(а)п = 16 (Б) п = 64 (с) п = 256 


FIGURA 15,3 Cuando n crece, las aproximaciones mediante sumas de Riemann 
tienden al volumen total del sólido que aparece en la figura 15.2. 


Teorema de Fubini para calcular integrales dobles 


Suponga que queremos calcular el volumen que existe bajo el plano z = 4 — x — y sobre 
la región rectangular К: 0 = х = 2,0 = y = 1 enel plano xy. Si aplicamos el método de 
rebanado de la sección 6.1, con rebanadas perpendiculares al eje x (figura 15.4), entonces 


el volumen es 
x=2 
/ А(х) ах, (1) 
х=0 


donde A(x) es el área de la sección transversal en х. Para cada valor de х, podemos calcular 
A(x) mediante la integral 


y=1 
A(x) = Г (4 -x - y)dy, (2) 


que es el área bajo la curva z = 4 — x — y en el plano de la sección transversal en x. Al 
calcular A(x), x se mantiene fija y se integra con respecto a y. Al combinar las ecuaciones 
(1) y (2), vemos que el volumen de todo el sólido es 


x=2 x=2 у=1 
Volumen = / А(х) ах = / (J (4-х- эф) ах 
х=0 х-0 у=0 
х=2 27у=1 х=2 
БДЫ! 7 
= Ду — ху — - ах = (2-:)а 
fa ole a Q 
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= 


2 
А(у) = 4-х-у)4 
х =] _„@-х-ў 


FIGURA 15.5 Рага obtener el área de la 
sección transversal A(y), mantenemos y 
fija e integramos con respecto a x. 
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Guido Fubini 
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51 sólo queremos escribir una fórmula para el volumen, sin realizar las integraciones, 


podemos escribir 
21 
Volumen = Ї| (4 — x — y) dy dx. 
o Jo 


La expresión de la derecha, llamada integral iterada, dice que el volumen se obtiene inte- 
grando 4 — х — y con respecto a y desde y = O hasta у = 1, con х fija, y después integran- 
do la expresión resultante en x con respecto a x desde x = O hasta x = 2. Los límites de 
integración O y 1 se asocian con y, de modo que se colocan en la integral más cercana a dy. 
Los otros límites de integración, O y 2, se asocian con la variable x, de modo que se colo- 
can en el símbolo integral exterior asociado a dx. 

¿Qué habría ocurrido si hubiéramos calculado el volumen rebanándolo con planos 
perpendiculares al eje y (figura 15.5)? Como función de y, el área de la sección transversal 
típica es 


2 


x=2 3 
д) | (4-х уа = а 7 „| = 6 — 2у. (4) 
х=0 х=0 


Por tanto, el volumen de todo el sólido es 


у=1 у=1 
Volumen = / A(y) dy = Г (6 — 2y) dy = [бу Ул = 5, 
y=0 y=0 


lo que concuerda con nuestro cálculo anterior. 
De nuevo, podemos expresar la fórmula del volumen como una integral iterada еѕсгі- 


biendo 
1 f2 
Volumen = 1 (4 = x — у) ахау. 
о Jo 


La expresión de la derecha dice que podemos determinar el volumen integrando 
4 — х — y соп respecto а х desde х = O hasta х = 2 como en la ecuación (4), e integran- 
do el resultado con respecto a y desde y = O hasta y = 1. En esta integral iterada, el or- 
den de integración es primero x y luego y, el orden inverso al de la ecuación (3). 

¿Qué tiene que ver el cálculo de estos volúmenes mediante integrales iteradas con la 


integral doble 
| (4-х-у)4А 


К 


sobre el rectángulo R: 0 = х = 2,0 = у = 1? La respuesta es que ambas integrales ite- 
radas dan el valor de la integral doble. Esto es razonable, pues la integral doble mide el 
volumen de la misma región que las dos integrales iteradas. Un teorema publicado en 1907 
por Guido Fubini dice que la integral doble de cualquier función continua sobre un rectán- 
gulo puede calcularse como una integral iterada en cualquier orden de integración. (Fubini 
demostró su teorema de manera más general, pero esto es lo que dice en nuestro caso). 


TEOREMA 1 Теогета de Fubini (primera forma) 


Si f(x, y) es continua en la región rectangular А:а = х = b, c S y = d, en- 


tonces 


d fb b fd 
ПЕЕ Г| suya = | | dde 


R 
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El teorema de Fubini dice que las integrales dobles sobre rectángulos pueden calcu- 
larse mediante integrales iteradas. Entonces, podemos evaluar una integral doble, inte- 
grando con respecto a una variable a la vez. 

El teorema de Fubini también dice que podemos calcular la integral doble, integrando en 
cualquier orden, lo que es muy conveniente, como veremos en el ejemplo 3. Cuando 
calculamos un volumen rebanándolo, podemos usar planos perpendiculares al eje x o pla- 
nos perpendiculares al eje y. 


EJEMPLO 1 Evaluación de una integral doble 
Calcular Me f(x, y) аА para 


f,y)=1-=6%y y R 0=x=2 —1<у<], 


Solución Por el teorema de Fubini, 


1 f2 1 
-1/0 -1 


R 


1 
1 
- fe — 16у) dy = 22-89 = 4. 


Al invertir el orden de integración se obtiene la misma respuesta: 


27-11 2 
1] (1 — бх?у) dy dx = | [y = зх?у? PTL, dx 
o Ji 0 ` 


2 
- | [(1 — 3х2) – (-1 — 3х?)] dx 
0 


2 
-[2&=4. ш 
0 


USO DE LA TECNOLOGÍA Integración múltiple 


La mayoría de los programas de álgebra por computadora calculan integrales múltiples e 
iteradas. El procedimiento típico consiste en aplicar la instrucción de integración del 
programa en іегасіопеѕ anidadas de acuerdo con el orden de integración especificado. 


Integral Formulación típica del programa 
ES dx dy int (int (х^ 2 * y, х), у); 
p/4 f1 
/ / x cos y dx dy int (int (х * cos (у), х = 0..1), y = —Pi/3 .. Pi/4); 
=p /340 


Si un programa no puede producir un valor exacto para una integral definida, por lo ge- 
neral encuentra un valor aproximado numéricamente. Establecer los parámetros de una 
integral múltiple para que un programa la resuelva, puede ser una tarea nada sencilla, y 
es necesario comprender cómo describir las fronteras de la región y cómo definir ade- 
cuadamente una integral. 
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FIGURA 15.6 Una cuadrícula rectangular 
que divide una región acotada no 
rectangular en celdas rectangulares. 


R=R UR, 


> х 


0 


[уе ал = ff fay) as + ff 10; y ад 


К Ri R, 


FIGURA 15.7 La propiedad de aditividad 
para regiones rectangulares también es 
válida para regiones acotadas por curvas 
continuas. 


Integrales dobles sobre regiones acotadas no rectangulares 


Para definir la integral doble de una función f(x, y) sobre una región acotada no rectangu- 
lar R, como la que aparece en la figura 5.6, de nuevo cuadricularemos R con pequeñas cel- 
das rectangulares cuya unión contenga a todos los puntos de R. Sin embargo, no podemos 
cubrir a R con un número finito de rectángulos que estén dentro de R, pues al ser su fron- 
tera curva, algunos de los pequeños rectángulos de la cuadrícula estarán parcialmente fuera 
de R. Para formar una partición de R se consideran los rectángulos que están completa- 
mente dentro de R, sin usar aquellos que están parcial o completamente fuera. En el caso 
de las regiones comunes, se cubre una porción cada vez mayor de R cuando la norma de la 
partición (el máximo ancho o altura de cualquier rectángulo utilizado) tiende a cero. 

Una vez con una partición de R, numeramos los rectángulos en algún orden de 1 a n; 
sea AA; el área del k-ésimo rectángulo. Luego elegimos un punto (xx, ук) en el k-ésimo 
rectángulo y formamos la suma de Riemann 


Sn = 2 Р(х, у) АА. 


Cuando la norma de la partición correspondiente а S, tiende a cero, |Р| — 0, el ancho y la 
altura de cada rectángulo tiende а сего y su número tiende a infinito. Si fx, y) es una fun- 
ción continua, entonces estas sumas de Riemann tienden a un valor límite, que no depende 
de las elecciones hechas. Este límite se llama la integral doble de /(х, y) sobre К: 


n 
үа, 2 Тод АА, I f(x, y) dA. 
R 

La naturaleza de la frontera de R introduce aspectos que no estaban presentes en las 
integrales sobre un intervalo. Cuando R tiene una frontera curva, los n rectángulos de una 
partición están dentro de R, pero no la cubren toda. Para que una partición aproxime bien a 
R, las partes de R cubiertas por pequeños rectángulos parcialmente fuera de R deberán ser 
despreciables conforme la norma de la partición tienda a cero. Esta propiedad de “casi 
ser cubierta completamente” por una partición de norma pequeña es satisfecha por todas 
las regiones que estudiaremos. No hay problema con las fronteras formadas por polígonos, 
circunferencias, elipses y gráficas continuas sobre un intervalo, unidas entre sí por los 
extremos. Una curva con forma “fractal” sería problemática, pero tales curvas no son im- 
portantes para la mayoría de las aplicaciones. El análisis detallado del tipo de regiones R 
que pueden utilizarse para calcular integrales dobles se deja para un texto más avanzado. 

Las integrales dobles de funciones continuas sobre regiones no rectangulares tienen las 
mismas propiedades algebraicas (resumidas más adelante) que las integrales sobre regiones 
rectangulares. La propiedad de aditividad de dominios dice que si R puede descomponerse 
en dos regiones no traslapadas, А y А con fronteras formadas рог un número finito de seg- 
mentos de recta o de curvas regulares (vea la figura 15.7 para un ejemplo), entonces 


I las I E TE I wpa 
Ri Кә 


R 


Si fx, y) es positiva y continua sobre R definimos el volumen de la región sólida entre 
R y la superficie z = f(x, y) como Sfr f(x, y) dA, como antes (figura 15.8). 

Si R es una región como la que aparece en el plano xy de la figura 15.9, acotada “por 
arriba” y “por abajo” por las curvas у = g(x) y у = g(x) y a los lados por las rectas 
х = a,x = b, de nuevo podemos calcular el volumen mediante el método del rebanado. 
Primero calculamos el área de la sección transversal 


у=&(хХ) 
ME / уа 


y=81(x) 


тА Altura = (х, Y) 


у 
1 


х 
N 
ч 
2 Б 
> 
Р” 


(хе ур) 


Volumen = lím У, f(xy у) АА, -|f flx, у) dA 
R 


FIGURA 15.8 Definimos el volumen de 


sólidos con bases curvas de la misma forma que 
definimos el volumen de sólidos con bases 


rectangulares. 
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z= /(х, у) z 


N о у=&0) х=һу(у) / 


FIGURA 15.9 El área de la rebanada 
vertical que se muestra es 


g(x) d а гһ(у) 
A(x) - | f(x, y) ау. Pro w=f/ f(x, y) dx dy. 
8100) c c Jh) 


Para calcular el volumen del sólido, 


FIGURA 15.10 El volumen del sólido 
que se muestra es 


integramos el área desde x = a hasta 
x=b. 


y luego integramos A(x) desde x = a hasta x = b para obtener el volumen como una inte- 


gral iterada: 
b b (830) 
v= f ада | | f(x, у) dy ах. (5) 
а а 4810) 


De manera similar, si А es una región como Іа que aparece en Іа figura 15.10, acotada 
por las curvas х = ha( y) y х = А. (у) y las rectas y = с y y = d, entonces el volumen 
calculado por rebanadas está dado por la integral iterada 


d hay) 
Volumen = / / f(x, y) dx dy. (6) 
с Jh(y) 


El hecho de que las integrales iteradas de las ecuaciones (5) y (6) den el volumen de- 
finido como la integral doble de f sobre R es consecuencia de la forma más fuerte del teo- 
rema de Fubini. 


TEOREMA 2 Teorema de Fubini (Forma más fuerte) 
Sea f(x, y) continua en una región R. 


1. SiR está definida pora = x = b, gi(x) = y = g(x), con gı y g2 continuas 
en [a, b], entonces 


b (8205) 
/[т®»аа- f f f(x, y) dy dx. 
a /в\(х 
R 


2. SiR está definida por c = y = d, hi(y) = x = А(у), con hı y hz continuas 
en [a, b], entonces 


а гһ(у) 
I enas / / мо 


К 
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EJEMPLO 2 Cálculo de un volumen 


Determinar el volumen del prisma cuya base es el triángulo en el plano xy acotado por el 
eje х y las rectas y = xy x = 1 y cuya parte superior está en el plano 


z = (х,у) = 3-х - y. 


Solución Vea la figura 15.11 de la página 1075. Para cualquier x entre O y 1, y puede 
variar desde y = O hasta y = x (Figura 15.11b). Por tanto, 


1 рх 1 ў? у=х 
v= | Оө-х-»өв-| СЕУ ах 
о Jo 0 у=0 
i 3x? 3х2 xL P 
a peo 


Al invertir el orden de integración (figura 15.11c), la integral del volumen es 


1/1 1 2 х-1 
У-ГГө-х-увд- Eo] dy 
0 Ју 0 х=у 
1 2 
2 1 y 2 
-| (з 227 Зу + 5 + у Ja 


1 3 Туг 
5 3 2 2 5 НЕ 2 Ул - 
-| G ъ» +3у?)& = 25 2у +; Ї: 


Las dos integrales son iguales, como debe ser. ш 


Aunque el teorema de Fubini nos garantiza que una integral doble puede calcularse со- 
mo una integral iterada en cualquier orden de integración, tal vez sea más sencillo calcular 
una de las integrales que la otra. El siguiente es un ejemplo de esto. 


EJEMPLO 3 Evaluación de una integral doble 


Calcular 
sen x 
[т 
R 


donde А es el triángulo en el plano xy acotado por el eje х, la recta y = х, y la recta x = 1. 


Solución La región de integración aparece en la figura 15.12. Si primero integramos 
con respecto a y y luego con respecto a x, tenemos 


1 х 1 у=х 1 
sen х senx | 
f (/ x о) | (> 5 | )ж= | каа 
0 0 0 у=0 0 


= —cos (1) + 1 = 0.46. 


51 invertimos el orden de integración e intentamos calcular 


1/1 
sen х 
/ / ~y ахау, 
0 Ју 


>< 


> х 


FIGURA 15.12 La región de integración 
en el ejemplo 3. 
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2 


(с) 


FIGURA 15,11 (а) Prisma con una base triangular en el plano xy. El volumen de este prisma se 
define como una integral doble sobre R. Para evaluarla como una integral iterada, podemos integrar 
primero con respecto a y y luego con respecto a x, o bien en el orden inverso (ejemplo 2). 

(b) Límites de integración de 


x=1 fy=x 
| f(x, y) dy ах. 
х-0 Jy=0 


Si integramos primero con respecto a y, integramos a lo largo de una recta vertical que pasa por Ку 
luego integramos de izquierda a derecha para incluir todas las rectas verticales en А. 
(c) Límites de integración de 


y=1 (х-1 
/ f(x, y) dx dy. 
y=0 Јх=у 


Si integramos primero con respecto a x, integramos a lo largo de una recta vertical que pasa por R y 
luego integramos de abajo hacia arriba para incluir todas las rectas horizontales en R. 


tenemos un problema, pues / ((sen x)/x) dx no puede expresarse en términos de funciones 
elementales (no existe una antiderivada sencilla). 

No existe una regla general para predecir cuál sería el orden de integración adecuado 
en circunstancias como éstas. Si el orden elegido no funciona, trate con el otro. А veces, 
ninguno de los órdenes funciona, y habrá que utilizar aproximaciones numéricas. ш 
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Cómo determinar los límites de integración 


Ahora veremos un procedimiento para determinar los límites de integración, que sirve 
para muchas regiones en el plano. Las regiones más complicadas, para las que no sirve este 
procedimiento, con frecuencia pueden separarse en partes para que el procedimiento 
funcione. 

Cuando tenga que evaluar Л к f(x, y) dA, integre primero con respecto a y y luego con 
respecto a x; haga lo siguiente: 


1. Haga un bosquejo. Trace la región de integración y marque cada curva que determina 
la frontera. 


2. Determine los límites de integración en y. Imagine una recta vertical L que atraviese a 
К en la dirección creciente de y. Marque los valores de y donde L entra y sale. Estos 
son los límites de integración en y y son por lo general funciones de x (en lugar de 


constantes). 
y 
^ 1 Sale en 
1 y y= 1- х2 
Entra en 
у-1-х 
E 
0 х 1 Е 


3. Determine los límites de integración еп х. Elija los límites еп х que incluyan todas las 
rectas verticales que atraviesen R. La integral que aparece aquí es 


x=1 ру=2 1-2 
| f(x, y) dy ах. 
x=0 /у=1—х 


y , Saleen 


y= 1-2? 
1 


Епїга еп 
у= 1-х 


0 х 1 de 
/ / 


La х mínima La х máxima 
esx=0 esx=1 
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Para evaluar la misma integral doble como una integral iterada con el otro orden de 
integración, en los pasos 2 y 3 usamos rectas horizontales en lugar de verticales. La inte- 


1 f2 1-y? 
ПЕЕ И 
R 4 


gral es 


La y mínima 
esy=0 
ES 


0 


EJEMPLO 4 Cómo invertir el orden de integración 
Trazar la región de integración para la integral 
2 р2х 
/ (4x + 2) dy dx 
0 2 
y escribir una integral equivalente con el orden de integración inverso. 
Solución La región de integración está dada por las desigualdades x? = y = 2х y 


0 = х = 2. Por tanto, es la región acotada por las curvas y = х? y y = 2x entre х = 0 
y x = 2 (figura 15.13a). 


(b) 


FIGURA 15,13 Región de integración para el ejemplo 4. 


Para encontrar los límites de integración en el orden inverso, imaginamos una recta 
horizontal que pase de izquierda a derecha por la región. Entra en x = y/2 y sale en 
х = 2 y. Para incluir todas estas rectas, hacemos que y varíe desde 
у = O hasta y = 4 (figura 15.136). La integral es 


4 г2у 
/ J (4x + 2) dx dy. 
0 Jy/2 


El valor común de estas integrales es 8. ш 
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Propiedades de las integrales dobles 


Al igual que las integrales simples, las integrales dobles de funciones continuas tienen 
propiedades algebraicas que resultan útiles en cálculos y aplicaciones. 


Propiedades de las integrales dobles 
Si fx, y) y g(x, y) son continuas, entonces 


1. Múltiplo constante: К у) АА = с јл у) А  (carbitrario) 
R R 


2. Sumay resta: 


JJe y) + g(x, y)) dA = ЇГль у) аА + ЇЇ нь у) dA 
R R 


R 


3. Dominación: 


(a) К у) 4А = 0 51 Fx, у) = 0enR 
R 

(b) ПЕС у) аА = К 4А si Ру) = д(х,у)епК 
R R 


4. Aditividad: | f(x, у) dA = I Fx, y) dA + I f(x, y) dA 
R В К 


si R es la unión de dos regiones Кү у Ко que no se traslapan (figura 15.7). 


La idea detrás de estas propiedades es que las integrales se comportan como sumas. Si 
la función f(x, y) se reemplaza por su múltiplo cf(x, y), entonces una suma de Riemann 


para f 


8, = 2 ТОоь у) АА& 
= 


se reemplaza por una suma de Riemann para cf 


n n 


У cf (ху у) АА, = c> Дх. у) AAk = с$,„. 


К-1 


Al considerar los límites cuando л > ОО se tiene que с йт, оо Sn = c J |, RdA y 
lím,=>00 cS, = Л к САА son iguales. Esto implica que la propiedad del múltiplo constante 
pasa de las sumas a las integrales dobles. 

Las demás propiedades también son fáciles de verificar para las sumas de Riemann y 
pasan a las integrales dobles por la misma razón. Aunque esta explicación nos da una idea, 
una demostración de la validez de estas propiedades requiere un análisis más detallado so- 
bre la convergencia de las sumas de Riemann. 
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Determinación de regiones de integración 
e integrales dobles 


En los ejercicios 1-10, trace la región de integración y evalúe la in- 


tegral. 
3/0 
2. в 20а 
o J-2 


3 f2 
1. [av 
o Jo 
o pfi 
3. 1 / (х + y + 1)dx dy “| T (sen х + cos y)dx dy 
Ja 
“ЇГ y dy ах 


р fx 
s. [ [ауда 
o Jo 
2 ру? 
ef) dx dy 
І Jy 


8 (шу 
7. М / е“? dx dy 
1 0 
4 г2х 3 5 
Py Y dx dy 10. 207? х dy dx 
1 JO 2 


En los ejercicios 11-16, integre f sobre la región dada. 
11. Cuadrilátero f(x, у) = x/y sobre la región del primer cuadran- 
te acotado por las rectas y = х,у = 2х, х = 1, х = 2 


12. Cuadrado f(x, у) = 1/(xy) sobre el cuadrado 1 = х = 2, 
1 = у= 2 


13. Triángulo f(x, у) = x? + y? sobre la región triangular con 
vértices (0, 0), (1, 0) y (0, 1) 


14. Rectángulo f(x, y) = ycos xy sobre el rectángulo 0 = x <p, 
0O=y=1 


15. Triángulo f(u, у) =y-— 2 u sobre la región triangular corta- 
da desde el primer cuadrante del plano uy por la recta u + y = 1 


16. Región curva f(s, t) = e* Int sobre la región del primer cua- 
drante del plano sf que está arriba de la curva s = Іа г desde 
t = 1 hastat = 2 


Cada uno de los ejercicios 17-20 da una integral sobre una región de 
un plano con coordenadas cartesianas. Trace la región y evalúe la in- 
tegral. 


0 py 
п. || 2 ар dy (е1 plano py) 
2) y 


1р2 1-5 
18. If 8t аг аѕ (е1 plano st) 


sect 
19. ~ 1 3 cos t du dí (el plano tu) 
р /3/0 


3 4-2н q = 2u 
20. | 1 у? dy du (el plano uy) 


Inversión del orden de integración 


En los ejercicios 21-30, trace la región de integración y escriba una in- 
tegral doble equivalente, con el orden de integración inverso. 


1 f4-2x 2/0 
21. / | dy dx 22. | | dx dy 
о J2 0 Jy-2 
1/2y 1 г1—х? 
23. | I dx dy 24. | | dy dx 
0 Ју 0 Ji- 
1 fet 2 2 
25. f | dy dx 26. 1 | dx dy 
o Ji 0 Je 
3/2 p9-4x? 2 pay 
27. 1 | 16x dy ах 28. 1 | y dx dy 
o Jo o Jo 
1р2 1-у? 2 24-02 
29. f | -43У dx dy 30. | 1 ___6хауах 
0 J-2 1-2 0 J-2 4-х? 


Evaluación de integrales dobles 


En los ejercicios 31-40, trace la región de integración, invierta el or- 
den de integración y evalúe la integral. 


P fP seny 2 f2 
af y 474 з. [senda 
0 Jx 0 Јх 
1/1 2 г4—х? хе? 
33. | | xe” ах dy 34. 1 | dy ах 
2 o Jo 4-у 
22 03 (2103. 3/1 i 
35. | ЇЇ е* ахау [е ау ах 
0 J2 x/3 
1/16 ү1/2 
37. | | cos (16р х?) dx dy 
0 yA 
ауа. 
38. | L- у= 
2 х y* +1 


39. Región cuadrada //, ROS 2х?) dA donde R es la región aco- 
tada por el cuadrado |x| + |у|= 1 


40. Región triangular Л, к Ху dA donde К es la región acotada рог 
las rectas у = x, y = 2хухтул2 


Volumen debajo de una superficie z = f (x y) 


41. Determine el volumen de la región acotada arriba por el parabo- 
loide z = x? + y? y abajo por el triángulo encerrado por las rec- 
tas y =x,x=0,yx + y = 2 enel plano ху. 


42. Determine el volumen del sólido acotado arriba por el cilindro 
z=x? y abajo por la región encerrada por la parábola 


y = 2 — х2 yla recta y = x en el plano ху. 


43. Determine el volumen del sólido cuya base es la región del plano 
xy acotada por la parábola y = 4 — x? y la recta y = 3x, mien- 
tras que la parte superior del sólido está acotada por el plano 
= х + 4. 


44. Determine el volumen del sólido en el primer octante acotado por 
los planos coordenados, el cilindro х? + y? = 4, y el plano 
1+ у = 3. 
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45. Determine el volumen del sólido en el primer octante acotado por 
los planos coordenados, el plano x = 3, y el cilindro parabólico 
2=4-yY 

46. Calcule el volumen del sólido que define la superficie 
z= 4 — х? — y. en el primer octante. 


47. Calcule el volumen de la cuña que definen el cilindro 
z = 12 — Зу y el plano x + у = 2.en el primer octante. 


48. Calcule el volumen del sólido que definen los planos |x| + || 
= 1 dentro de la columna cuadrada z = 0 y 3x + z = 3. 


49. Determine el volumen del sólido acotado por el frente y por la 
parte posterior por los planos х = 2 ух = 1, a los lados por los 


cilindros y = +1/x, y por arriba y por abajo por los planos 
z=x>+lyz=0. 

50. Determine el volumen del sólido acotado por el frente y por de- 
trás por los planos х = +p/3, a los lados por los cilindros 
y = secx, arriba por el cilindro z = 1 + y?, y abajo por el 
plano xy. 


Integrales sobre regiones no acotadas 


Con frecuencia, es posible calcular las integrales dobles impropias de 
manera similar a las integrales impropias de una variable. La primera 
iteración de las siguientes integrales impropias se realiza como si fue- 
sen integrales propias. Luego se evalúa una integral impropia de una 
sola variable con los límites adecuados, como en la sección 8.8. Eva- 
lúe las integrales impropias de los ejercicios 51-54 como integrales 


iteradas. 
1 1/2 1-x? 
52. ЇЙ! (2y + 1) dy dx 
1 J-1/2 1-x? 


оо fl 1 
2! -гүг dy dx 
1 er ху 
зз. f f таей 

: оо ,/--о0 (х2 F DO? + 1) ? 


оо оо 
54. 1 ! хе 729 dx dy 
o Jo 


Aproximación de integrales dobles 


En los ejercicios 55 y 56, aproxime la integral doble de f(x, y) sobre la 
región R dividida por las rectas verticales x = a y las rectas horizon- 
tales y = с. En cada subrectángulo, use (хк, ук) como se indica para 
la aproximación. 


[т у) аА = 2 (х, yx) ДАр 
Ё 


55. f(x, y) = х + y sobre la región № acotada arriba por la semicir- 
cunferencia y = 11 — x? y arriba por el eje x, usando la parti- 
ción х = —1, —1/2,0, 1/4, 1/2, 1 y y = 0, 1/2, 1 con (х, yx) 
como la esquina inferior izquierda del k-ésimo subrectángulo (si 
el subrectángulo está dentro de R). 


56. f(x, у) = х + 2y sobre la región R dentro de la circunferencia 
(х = 2? + (y — 3? = 1 usando la partición х = 1, 3/2, 2, 5/ 
2,3 y y = 2, 5/2, 3, 7/2, 4 con (xx, yx) como el centro (centroide) 
en el k-ésimo subrectángulo (si el subrectángulo está dentro de А). 


Teoría y ejemplos 
57. Sector circular Integre f(x, y) = 2 4 — x° sobre el pequeño 
sector cortado del disco x? + y? < 4 por los rayos U = p/6 y 


u=p/2. 
58. Región no acotada Integre f(x, y) = 1/[(? — х)(у — 12] 
sobre el rectángulo infinito 2 = х < 00,0 = y = 2. 


59. Cilindro no circular Un cilindro recto (no circular) sólido tiene 
su base R en el plano xy, y está acotado arriba por el paraboloide 
z = x? + y?. El volumen del cilindro es 


1 ру 2 (2-у 
У = 11 (х2 + y?) dx dy + [| (х2 + у?) dx dy. 
o Jo 1 Jo 


Trace la región base R y exprese el volumen del cilindro como 
una integral iterada simple con el orden de integración inverso. 
Luego evalúe la integral para determinar el volumen. 


60. Conversión a una integral doble Evalúe la integral 


агр х = (ап! х) dx. 
0 


(Sugerencia: Escriba el integrando como una integral.) 


61. Maximizar una integral doble ¿Qué región R en el plano xy 
maximiza el valor de 


JJe — x? — 2y?) dA? 
R 


Justifique su respuesta. 


62. Minimizar una integral doble ¿Qué región R en el plano xy 
minimiza el valor de 


1 (х2 + y? — 9) dA? 


R 
Justifique su respuesta. 


63. ¿Es posible evaluar la integral de una función continua f(x, y) so- 
bre una región rectangular en el plano xy y obtener respuestas dis- 
tintas según el orden de integración? Justifique su respuesta. 


64. ¿Cómo evaluaría la integral doble de una función continua f(x, y) 
sobre la región R en el plano xy encerrada por el triángulo con 
vértices (0, 1), (2, 0) y (1, 2)? Justifique su respuesta. 


65. Región no acotada Demuestre que 


оз pes 2-2 b b 2 2 
TJ е * “Y ахау = нь / f е * СУ dx dy 
—00,) —oo b=>0 /- )-p 

o 2 
4| er ax) : 
0 


66. Integral doble impropia Evalúe la integral impropia 


1/3 y? 
— ~ dy dx. 
L (у= 1)? 4 


EXPLORACIONES POR COMPUTADORA 
Evaluación numérica de integrales dobles 


Use el evaluador de integrales de un programa de álgebra por compu- 
tadora y estime los valores de las integrales de los ejercicios 67-70. 


з рх гут 
67. | | уйу de 68. | | + dy dx 
iJi о Јо 
трт 
69. | | tan”? ху dy ах 
o Jo 
1 г21-х? 
w | | 321 - x — y dy dx 
=1 Jo 
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Use el evaluador de integrales de un programa de álgebra por compu- 
tadora para calcular las integrales en los ejercicios 71-76. Luego in- 
vierta el orden de integración y evalúe de nuevo. 


14 3/9 
71. (8! е* ахау 72. 11 хсоѕ (y?) dy ах 
0 J2y @ Jr 
2 р42 2y 
73. | (х2у — xy?) dx dy 
0 y 
2 py 
74. | Í e® dx dy 
o Jo 
2 pe 1 
75. | р ЖЕЎ dy dx 


2 f8 | 
w ff Ly 
1J} 2 х°+ y? 


Е 5.2 | Área, momentos y centros de masa 


АА; 


ду, [їч ук) 
Xk 


FIGURA 15.14 Cuando la norma de una 
partición de la región R tiende a cero, la 
suma de las áreas AA; da el área de R 
definida por la integral doble J RIA. 


En esta sección mostraremos cómo usar las integrales dobles para calcular el área de re- 
giones acotadas en el plano y para determinar el valor promedio de una función de dos va- 
riables. Después estudiaremos el problema físico de determinar el centro de masa de una 
placa delgada que cubre una región en el plano. 


Área de regiones acotadas en el plano 


Si hacemos f(x, y) = 1 en la definición de la integral doble sobre una región R de la sec- 
ción anterior, las sumas de Riemann se reducen a 


5, = 2 ТОхь, уу) АА = 2 ХА. (1) 
= =1 


Esto es simplemente la suma de las áreas de los pequeños rectángulos de la partición 
de R y aproxima a lo que llamaríamos el área de R. Cuando la norma de una partición de R 


tiende a cero, la altura y el ancho de todos los rectángulos de la partición tienden a cero y 
la cobertura de R es cada vez más completa (figura 15.14). Definimos el área de R como el 


límite 


ЇР| 20 ¿21 


Area = Иш У, ДА; = ffa (2) 
R 


DEFI NICIÓN 


El área de una región plana cerrada y acotada R es 


a= ffa 


Como sucede con las demás definiciones de este capítulo, esta definición aplica a 
más regiones que la definición anterior de área con una variable, pero coinciden en regio- 
nes donde ambas aplican. Para evaluar la integral en la definición de área, integramos la 
función constante f(x, y) = 1 sobre R. 
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0 


FIGURA 15,15 La región en el ejemplo 1. 


EJEMPLO 1 Cálculo de un área 


Calcular el área de la región R acotada por y = x y y = x? 


en el primer cuadrante. 


Solución Trazamos la región (figura 15.15), observando las intersecciones de las cur- 
vas y calculamos el área como 


1 рх 1 х 
a= | Гое | ах 
Je 0 х? 
1 2 311 
al 2 Х х 1 
pena 5-5 8 


, А 1 . А А 7 
Observe que la integral simple de (х — х2) dx, obtenida al evaluar la integral iterada inte- 
rior, es la integral del área entre estas dos curvas, usando el método de la sección 5.5. в 


EJEMPLO 2 Cálculo de un área 


Calcular el área de la región А encerrada por la parábola y = х? y la recta y = х + 2. 


Solución Si dividimos А en las regiones К} y Rz que aparecen en la figura 15.16a, po- 
demos calcular el área como 


1/2у 4 ү2у 
a= Га» [[а= ||, «+ |] ах dy. 
0 J-2 y 1 /у-2 
В К 


Por otro lado, al invertir el orden de integración (figura 15.166) se tiene 


2 x+2 
А = I / dy ах. 
—1./х° 


(0) 


FIGURA 15,16 Рага calcular el área necesitamos (a) dos integrales dobles si la primera 
integración se realiza con respecto a x, pero (b) sólo una si la primera integración se realiza 
con respecto a y (ejemplo 2). 
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Este segundo resultado, que requiere sólo una integral, es más sencillo y es el único que 
desarrollamos en la práctica. El área es 


2 x+2 2 5 y? х3] 9 
= || &-[«+?-®%&-[ + 2-3 и 


Valor promedio 


El valor promedio de una función integrable de una sola variable en un intervalo cerrado, 
es la integral de la función en el intervalo dividida entre la longitud del intervalo. Para una 
función integrable de dos variables definida en una región acotada del plano, el valor pro- 
medio es la integral sobre la región dividida entre el área de la región. Esto puede visuali- 
zarse pensando que la función proporciona la altura del agua contenida en un tanque cuyas 
paredes verticales están a lo largo de la frontera de la región. La altura promedio del agua 
en el tanque puede hallarse al dejar que el agua se asiente en una altura constante. Enton- 
ces la altura es igual al volumen de agua en el tanque dividido entre el área de R. Esto nos 
lleva a definir el valor promedio de una función integrable f sobre una región А como 


: _ 1 
Valor promedio de f sobre А = З 00 I f dA. (3) 
R 


Si f es la temperatura de una placa delgada que cubre a R, entonces la integral doble 
de f sobre R dividida entre el área de R es la temperatura promedio de la placa. Si f(x, y) es 
la distancia del punto (x, y) a un punto fijo P, entonces el valor promedio de f sobre R es la 
distancia promedio de los puntos de R a P. 


EJEMPLO 3 Cálculo del valor promedio 


Calcular el valor promedio de f(x, у) = xcos xy obre el rectángulo R:0=x=<p, 
О = уж], 


Solución El valor de la integral de f sobre R es 


p fl p уе! 
| | x cos ху dy ах = | fsen „| ах Ї» соз xy dy = senxy + С 
0 JO 0 y=0 


р р 
-| (senx — 0) dx = cosx -141-2, 
0 0 


El área de R esp . El valor promedio de f sobre R es 2/р. п 


Momentos y centros de masa para placas planas delgadas 


En la sección 6.4 presentamos los conceptos de momento y centro de masa, y vimos cómo 
calcular estas cantidades para varillas o franjas delgadas y para placas de densidad cons- 
tante. Utilizar integrales múltiples permite extender estos cálculos a una gran variedad de 
formas con densidad variable. Primero consideraremos el problema de calcular el centro 
de masa de una placa plana y delgada: un disco de aluminio o una lámina triangular de 
metal. Supondremos que la distribución de masa en la placa es continua. La función 
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y 
A (1,2) 


0 


FIGURA 15.17 La región triangular 
cubierta por la placa del ejemplo 4. 


de densidad de un material, denotada como d(x, y), es la masa por unidad de área. La ma- 
sa de una placa se obtiene integrando la función de densidad sobre la región R que forma 
la placa. El primer momento con respecto a un eje se calcula integrando sobre R la distan- 
cia desde el eje multiplicada por la densidad. El centro de masa se determina a partir de los 
primeros momentos. La tabla 15.1 muestra las fórmulas con integrales dobles para la ma- 
sa, los primeros momentos y el centro de masa. 


TABLA 15.1 Fórmulas para la masa y el primer momento para placas delgadas que 
cubren una región Ren el plano xy 


Masa: M= J (x, y)dA 
E d(x, y) es la densidad en (x, y) 


Primeros momentos: M, = I yd(x, у)4А, M, = ЇЇ xd(x, у)4А 
R R 


Centro de masa: x= у= 


EJEMPLO 4 Cálculo del centro de masa de una placa delgada de densidad 
variable 


Una placa delgada cubre la región triangular acotada por el eje х y las rectas х = 1 y 
y = 2х en el primer cuadrante. La densidad de la placa en el punto (x, y) es 
d(x, у) = бх + бу + 6. Calcular la masa, los primeros momentos y el centro de masa de 
la placa con respecto a los ejes coordenados. 


Solución Trazamos la placa y damos los detalles para determinar los límites de integra- 


ción para las integrales que debemos evaluar (figura 15.17). 
La masa de la placa es 


2x 2x 
М = Fl d(x, y) dy dx = |], (6x + бу + 6) dy dx 
-| бу 3? T "k 
0 у=0 


1 1 
= 1 (24x? + 12x) dx = ES + or | = 14, 
0 0 


El primer momento con respecto al eje x es 


2x 
М, = мезо | (бук? + бу) dy dx 


у=2х 1 
Ї ES + 2y? + Зу (її ах = | (28x? + 12x?) dx 
0 0 


1 
= a + а) = 11. 
0 
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Un cálculo similar da el momento con respecto al eje y: 


1 /2х 
M, -1| xd(x, y) dy dx = 10. 
o Jo 


Por tanto, las coordenadas del centro de masa son 


_M_ 10 5 м 1 
M 1-7 ÙV M 


Momentos de inercia 


1085 


Los primeros momentos de un cuerpo (tabla 15.1) nos hablan del equilibrio y la torca que 
el cuerpo ejerce con respecto a distintos ejes en un campo gravitacional. Sin embargo, si el 
cuerpo es un eje en rotación, es más probable que nos interese la cantidad de energía alma- 
cenada en el eje o la cantidad de energía necesaria para acelerar el eje hasta una velocidad 
angular particular. Aquí es donde entra el segundo momento o el momento de inercia. 
Piense que el eje se divide en pequeños bloques de masa Am, y sea r; la distancia del 
centro de masa del k-ésimo bloque al eje de rotación (figura 15.18). Si el eje gira con una 
velocidad angular de v = du/dt radianes/segundo, el centro de masa del bloque recorrerá 


su órbita con una rapidez lineal de 


_d du 
Yk di (тШ) = rk di гүү. 


FIGURA 15,18 Рага determinar una integral que dé la cantidad de 
energía almacenada en un eje en rotación, primero imaginamos al eje 
dividido en pequeños bloques. Cada bloque tiene su propia energía 
cinética. Sumamos las contribuciones de los bloques individuales 
para determinar la energía cinética del eje. 


La energía cinética del bloque será aproximadamente 


2 


1 1 1 
Атуу = 7 Атту y = Ээ" 7 Ату. 


La energía cinética del eje será aproximadamente 


1 
>, 2" 262 Amg. 
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Viga A 


й. 1 
b 
Ё Eje 
2 

FIGURA 15,19 Mientras mayor sea el 
momento polar de inercia de la sección 


Viga B 


transversal de una viga con respecto al eje 
longitudinal de la viga, ésta será más 
rígida. Las vigas A y B tienen la misma 
área transversal, pero A es más rígida. 


La integral a la que tienden estas sumas al dividir el eje en bloques cada vez más pequeños 
da la energía cinética del eje: 


ЕС,, = на dm = zef r? dm. (4) 


І = fran 


es el momento de inercia del eje con respecto a su eje de rotación, y vemos de la ecuación 
(4) que la energía cinética del eje es 


El factor 


EC eje = 2м Е 

De cierto modo, el momento de inercia de un eje es similar a la inercia de una lo- 
comotora. Para que una locomotora con masa т comience a moverse con una velocidad 
lineal y, necesitamos proporcionar una energía cinética KE = (1/ 2)my?. Para detener la 
locomotora debemos eliminar esta cantidad de energía. Para que un eje con un momento 
de inercia / comience a girar con una velocidad angular V , necesitamos proporcionar una 
energía cinética de KE = (1/2)1v?. Para detener al eje debemos retirar esta cantidad 
de energía. El momento de inercia del eje es similar a la masa de la locomotora. Lo que difi- 
culta mover o detener a la locomotora es su masa. Lo que dificulta mover o detener al eje 
es su momento de inercia. El momento de inercia no sólo depende de la masa del eje, sino 
también de su distribución. 

El momento de inercia también juega un papel al determinar cuánto se doblará una 
viga metálica horizontal bajo una carga. La rigidez de la viga es una constante por /, el 
momento de inercia de una sección transversal típica de la viga con respecto al eje longitu- 
dinal de la viga. Ésta es la razón por la que se usan vigas con forma de І en lugar de vigas 
cuyas secciones transversales sean cuadradas. Los rebordes de las partes superior e infe- 
rior de la viga mantienen la mayor parte de la masa de la viga lejos del eje longitudinal 
para maximizar el valor de / (figura 15.19). 

Para ver el momento de inercia en acción, realice el siguiente experimento. Una dos 
monedas a los extremos de un lápiz y gírelo con respecto al centro de masa. El momento 
de inercia toma en cuenta la resistencia que usted siente al cambiar la dirección del movi- 
miento. Ahora mueva las monedas la misma distancia hacia el centro de masa y gire de 
nuevo el lápiz. El sistema tiene la misma masa y el mismo centro de masa, pero ahora 
ofrece menos resistencia a los cambios en el movimiento. El momento de inercia se ha re- 
ducido. El momento de inercia es lo que se “siente” en un bat de béisbol, un palo de golf o 
una raqueta de tenis. Las raquetas de tenis que pesan lo mismo, lucen iguales y tienen 
idénticos centros de masa, se sienten y comportan de manera diferente si sus masas no se 
distribuyen de la misma forma. 

El cálculo de los momentos de inercia para placas delgadas en el plano conduce a fórmu- 
las con integrales dobles, resumidas en la tabla 15.2. En un pequeño pedazo delgado, la masa 
Am es igual a la pequeña área AA multiplicada por la densidad de un punto en el pedazo. En 
la sección 15.5 analizaremos el cálculo de los momentos de inercia para objetos que ocupan 
una región en el espacio. 

La diferencia matemática entre los primeros momentos M, y M, y los momentos de 
inercia o segundos momentos, /, y 7, es que los segundos momentos utilizan los cuadra- 
dos de las distancias x y y de los “brazos de la palanca”. 

El momento Jo también se conoce como el momento polar de inercia con respecto al 
origen. Éste se calcula integrando la densidad d(x, y) (masa por unidad de área) por 
r? = x? + y?, el cuadrado de la distancia de un punto representativo (х, y) al origen. Ob- 
serve que ly = 1, + I; una vez determinados dos de éstos, el tercero se obtiene en forma 
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automática. (Al momento Jo en ocasiones se le llama /,, o momento de inercia con respec- 
to al eje z. La identidad /, = 1, + I, se conoce como el teorema del eje perpendicular). 
El radio de giro R, se define mediante la ecuación 


1. = МК. 
Esto dice a qué distancia del eje х debe concentrarse toda la masa de Іа placa para dar la 
misma /, . El radio de giro proporciona una forma conveniente de expresar el momento de 
inercia en términos de una masa y una longitud. Los radios R, y Ry se definen de manera 
similar, con 


=MR? y Ц = МКД. 


Para obtener las fórmulas de la tabla 15.2, que da las fórmulas para los momentos de inercia 
(segundos momentos), así como para los radios de giro, consideramos raíces cuadradas. 


TABLA 15.2 Fórmulas de los segundos momentos para placas delgadas en el plano xy 


Momentos de inercia (segundos momentos): 


Con respecto al eje x: L= Їл (x, y) 4А 
Con respecto al eje y: 1, = I х20(х, у) dA 


Con respecto а una recta L: 1, = I г2(х, y)d(x, y) da, 


donde r(x, у) = es la distancia de (x, y) a L 


Con respecto al origen / = | (х2 + у2)0 (х, у) 44 = 41, 
(momento polar): 


Radios de giro: Con respecto al ejex: А, = 2 L/M 


Con respecto al eje y: R, = 2 I/M 


Con respecto al origen: Ry = 2 Io/M 


EJEMPLO 5 Cálculo de momentos de inercia y radios de giro 


Para la placa delgada del ejemplo 4 (figura 15.17), calcular los momentos de inercia y los 
radios de giro con respecto a los ejes coordenados y al origen. 


Solución Al usar la función de densidad d(x, у) = бх + бу + 6 dada en el ejemplo 4, 
el momento de inercia con respecto al eje x es 


1 /2х 1 f2x 
r=] yan aa= | | (бху? + бу? + бу?) dy dx 
0 JO 0 JO 


1 y=2x 1 
= y + Зи + 9 | ах = (40x* + 16х7) ах 
0 2 у=0 0 


= [8x5 + 4x*], = 12. 
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FIGURA 15.20 El centroide de esta 
región se calcula en el ejemplo 6. 


De manera similar, el momento de inercia con respecto al eje y es 


1 p2x 
1, = |1] х20(х, y) dy dx = 2 
o Jo 


Observe que para calcular Г, integramos y?multiplicada por la densidad, y para calcular 1, 
integramos x? multiplicada por la densidad. 

Como conocemos Г, e /,, para calcular Jo; no necesitamos evaluar una integral; en vez 
de ello, podemos usar la ecuación Jọ = Г, + Iy: 


39 60-39 _ 99 
5 5 5° 


lo = 12 + 


Los tres radios de giro son 


R, = 2 LJM = 2 12/14 = 2 6/7 = 0.93 
2 2139 = 
Ry= 2 1/M= y (Зун = 2 39/70 = 075 
Е ЭН .. з 
Ro=2 ММ = y (Зун = 2 99/70 = 1.19. и 


Los momentos también son importantes en estadística. El primer momento se utiliza 
para calcular la media m de un conjunto de datos, y el segundo momento se usa para calcu- 
lar la varianza (£?) y la desviación estándar (х). Los momentos tercero y cuarto se usan 
para calcular cantidades estadísticas como el sesgo y la curtosis. 


Centroides de figuras geométricas 


Cuando la densidad de un objeto es constante, ésta se elimina del numerador y del deno- 
minador de las fórmulas para x y y en la tabla 15.1. En lo que respecta a x y y d podría ser 
igual a 1. Así, cuando d es constante, la posición del centro de masa se convierte en una 
característica de la forma del objeto y no del material con que está hecho. En tales casos, 
los ingenieros llaman al centro de masa el centroide de la figura. Para calcular un centroi- 
de, hacemos d igual a 1 y procedemos a calcular x y y como antes, dividiendo los primeros 
momentos entre las masas. 


EJ EMPLO 6 


Calcular el centroide de la región que se encuentra en el primer cuadrante y está acotada 
arriba por la recta у = х y abajo por la parábola y = х2. 


Cálculo del centroide de una región1 


Solución Trazamos la región e incluimos los detalles suficientes para determinar los lí- 
mites de integración (figura 15.20). Luego hacemos d igual a 1 y evaluamos las fórmulas 
adecuadas de la tabla 15.1: 


1 fx Ip p= 1 : el 1 
М = SAS (х = х?) dx Ë 2-1 
1 fx 1 y y=x 
М, = / y dy dx = 7] dx 
0 Jr? y=x? 
(ж) [sl 
= dx 
54122 6 10һ 15 
1 fx 1 y=x г, : е 4T 1 
М, = : хауах = | bo]. ах = (х= = х”) dx È 4 | = 15 
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De estos valores de M, Му, y M,, tenemos 


М, 1/12 1 


16 2 * Ум 8. 3 


El centroide es el punto (1/2, 2/5). ш 


EJ ERCICIOS 15.2 


Área mediante la integración doble 


En los ejercicios 1-8, trace la región acotada por las rectas y las curvas 
dadas; luego exprese el área de la región como una integral doble ite- 
rada y evalúe la integral. 


1. Los ejes coordenados y la recta x + y = 2 
» Las rectas х = 0, у = 2х,уу = 4 
. La parábola х = —y? y la recta y = х + 2 


2 

3 

4. La parábola x = y — y? y la recta y = —x 

5. La curva y = e” y las rectas y = 0, х = 0, ух = In2 
6 


. Las curvas у = lnx y y = 2 ln x y la recta х = e, en el primer 
cuadrante 


7. Las parábolas х = y? y x = 2y — y? 


8. Las parábolas х = y? — 1 yx = 2у2 — 2 


Identificación de la región de integración 


Las integrales y las sumas de integrales de los ejercicios 9-14 dan las 
áreas de regiones en el plano xy. Trace cada región, marque cada curva 
de la frontera con su ecuación y dé las coordenadas de los puntos donde 
las curvas se cortan; luego calcule el área de la región. 


6 /2у 3 px(Q-x) 

9. || dx dy 10. || dy dx 
0 /у'/3 0 Jox 
p/4 fpcosx 2 py+2 

п. | | dy dx 12. T] dx dy 
0 sen х -1)y 
0 flox 2 fpl=x 

13. / dy dx + / / dy dx 
-1/-2х 0 /-х/2 


2 ro 4 ү2х 
14. | | dy dx + | | 4у ах 
0 Jia o Jo 


Valores promedio 

15. Calcule el valor promedio de f(x, y) = sen (x + y) sobre 

0=y=p 

0=y=p72 

16. ¿Qué será mayor, el valor promedio de f(x, y) = xy sobre el cua- 
drado 0 = х = 1,0 = y = 1, o el valor promedio de f sobre el 


cuarto de círculo x? + y? < 1 en el primer cuadrante? Calcúle- 
los para responder. 


a. elrectángulo0d=x=p, 


b. el rectángulo0 = х = р, 


17. 


18. 


Determine la altura promedio del paraboloide 2 = х? + у? sobre 
el cuadrado 0 = х = 2,0 = у = 2. 


Determine el valor promedio de f(x, у) = 1/(xy) sobre el cuadra- 
doln2 = x = 21n2,|In2 = y <= 2In2. 


Densidad constante 


19. 


20. 


21. 


22. 


23. 


24. 


25. 


26. 


27. 


28. 


29. 


Cálculo del centro de masa Determine el centro de masa de 
una placa delgada de densidad @ = 3 acotada por las rectas 
х =0,y = х, y la parábola y = 2 — x? en el primer cuadrante. 


Cálculo de momentos de inercia y radios de giro Determine 
los momentos de inercia y los radios de giro con respecto a los 
ejes coordenados de una placa rectangular delgada de densidad 
constante @ acotada por las rectas x = 3 y y = 3 en el primer 
cuadrante. 


Determinación del centroide Determine el centroide de la región 
en el primer cuadrante, acotado por el eje x, la parábola y? = 2x, y 
la rectax + y = 4. 


Determinación del centroide Determine el centroide de la re- 
gión triangular definida en el primer cuadrante por la recta 
x+y=3. 

Determinación del centroide Determine el centroide de la re- 


gión semicircular acotada por el eje x y la curva y = 2 1 — x’. 


Determinación del centroide El área de la región en el primer 
cuadrante acotada por la parábola y = бх — х? y la recta y = х 
es 125/6 unidades cuadradas. Determine el centroide. 


Determinación del centroide Determine el centroide de la re- 


.. . . 2 
gión cortada por la circunferencia х? + y? = a?, 


Determinación del centroide Determine el centroide de la re- 
gión entre el eje x y el arco у = senx,0=x=p. 


Cálculo de momentos de inercia Determine el momento de 
inercia de una placa delgada de densidad 0 = 1 con respecto al 
eje х, acotada por la circunferencia x? + y? = 4. Luego use el re- 
sultado para determinar /, y Јо para la placa. 


Cálculo de un momento de inercia Calcule el momento de 
inercia de una hoja delgada de densidad constante d = 1 con res- 
pecto al eje y, acotada por la curva y = (sen? x)/x? y el intervalo 
p Sx = 2р del eje х. 

El centroide de una región infinita Determine el centroide de 
la región infinita en el segundo cuadrante comprendida entre los 
ejes coordenados y la curva y = e”. (Use integrales impropias en 
las fórmulas para la masa y el momento.) 
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El primer momento de una placa infinita Calcule el primer 
momento de una delgada placa de densidad d(x, y) = 1 con res- 
pecto al eje y, que cubre la región infinita bajo la curva y = "хан 
en el primer cuadrante. 


Densidad variable 


31. 


32. 


33. 


34. 


35. 


36. 


37. 


38. 


39. 


40. 


Cálculo de un momento de inercia y un radio de giro Calcu- 
le el momento de inercia y el radio de giro de una placa delgada, 
con respecto al eje х, acotada por la parábola х = y — y? y la rec- 
tax + y =0sid(x y) = х + y. 


Determinación de la masa Calcule la masa de una placa delga- 
da que ocupa la pequeña región determinada por la elipse 
х2 + 4y? = 12 y la parábola х = 4y? si d(x, y) = 5х. 


Determinación de un centro de masa Calcule el centro de ma- 
sa de una placa triangular delgada, acotada por el eje y y por las 
rectas y = хуу = 2 — xsi d(x, y) = 6x + 3y + 3. 


Cálculo de un centro de masa у un momento de inercia De- 
termine el centro de masa y el momento de inercia de una placa 
delgada, con respecto al eje x, acotada por las curvas x = y? y 
х = 2у — y? si la densidad en el punto (х, y) es d(x, y) = y + 1. 


Centro de masa, momento de inercia y radio de giro Calcule 
el centro de masa, así como el momento de inercia y el radio de 
giro de una placa rectangular delgada, con respecto al eje y, corta- 
da en el primer cuadrante por las rectas х= 6 y у = 1 si 
d(x,y)=x+y+l. 


Centro de masa, momento de inercia y radio de giro Calcule 
el centro de masa, así como el momento de inercia y el radio de gi- 
ro de una placa delgada, con respecto al eje y, acotada por la recta 
y = 1 y la parábola у = х2 si la densidad es d(x, у) = y + 1. 


Centro de masa, momento de inercia y radio de giro Calcule 
el centro de masa, así como el momento de inercia y el radio de 
giro de una placa delgada, con respecto al eje y, acotada por el eje 
х, las rectas х = +1, y la parábola y = x° si d(x, y) = 7y + 1. 


Centro de masa, momento de inercia y radio de giro Calcule 
el centro de masa, así como el momento de inercia y el radio de 
giro de una delgada placa rectangular, con respecto al eje x, 
acotada por las rectas x = 0, х = 20, у = –1, y y=1 si 
d(x, у) = 1 +(x/20). 


Centro de masa, momento de inercia y radio de giro Calcule 
el centro de masa, el momento de inercia y el radio de giro con 
respecto a los ejes coordenados, así como el momento polar de 
inercia y el radio de giro de una placa triangular delgada acotada 
por las rectas у = x, y = —x,y y = lsid(x, у) = y + 1. 


Centro de masa, momento de inercia y radio de giro Repita 
el ejercicio 39 para d(x, у) = 3x? + 1. 


Teoría y ejemplo 


41. 


Población de bacterias Si f(x, y) = (10,000e)/(1 + |x|/2) 
representa la “densidad de población” de cierta bacteria en el 
plano xy, donde x y y se miden en centímetros, calcule la pobla- 
ción total de bacterias dentro del rectángulo —5 = х = 5 y 
=2 y :=.0, 


42. 


43. 


44. 


45. 


46. 


47. 


Población de una región Si f(x, у) = 100 (y + 1) representa 
la densidad de población de una región plana en la Tierra, donde x 
y y se miden en millas, calcule el número de personas en la región 
acotada por las curvas х = y? y x = 2y — y? 


Diseño de aparatos АІ diseñar un aparato, una de las preocupa- 
ciones es la dificultad de voltear dicho aparato. Al empujar el 
aparato, éste volverá a su lugar mientras su centro de masa esté 
del lado correcto del fulcro, que es el punto donde se apoya el 
aparato al ladearse. Suponga que el perfil de un aparato con den- 
sidad aproximadamente constante es parabólico, como un radio 
antiguo. Éste ocupa la región 0 = у = а(1 — x°), -1 <x = 1, 
en el plano xy (vea la siguiente figura). ¿Cuáles valores de a 
garantizarán que el aparato deberá inclinarse más de 45” para 
caer? 


Minimizar un momento de inercia Una placa rectangular de 
densidad constante d(x, y) = 1 ocupa la región acotada por las 
rectas x = 4 y y = 2 en el primer cuadrante. El momento de 
inercia J4 del rectángulo con respecto а la recta y = a está dada 


por la integral 
4 p2 
u= | [оа 
о Jo 


Calcule el valor de а que minimice /,. 


Centroide de una región no acotada Determine el centroide 
de la región infinita del plano xy, acotada por las curvas 
у= 1/2 1 - х2, y = —1/2 1 – x°, y las rectas x = 0, x = 1. 


Radio de giro de una varilla Calcule el radio de giro de una 
varilla de densidad lineal constante d gm/cm y longitud L (cm) 
con respecto a un eje 


a. que pasa por el centro de masa de la varilla, perpendicular al 
eje de la varilla. 


b. perpendicular al eje de la varilla, en uno de sus extremos. 


(Continuación del ejercicio 34.) Una placa delgada de densidad 
constante @ ocupa la región R en el plano xy acotada por las cur- 
vas x = y? yx = 2y — y? 


a. Densidad constante Determine d de modo que la placa 
tenga la misma masa que la placa del ejercicio 34. 


b. Valor promedio Compare el valor de d hallado en la parte 
(a) con el valor promedio de d(x, y) = y + 1 sobre R. 


48. Temperatura promedio en Texas Ре acuerdo con el Texas Al- 
manac, Texas tiene 254 condados y una estación meteorológica 
del Servicio Nacional Meteorológico de los Estados Unidos en 
cada uno de ellos. Suponga que en el instante fp, cada una de las 
254 estaciones registró la temperatura local. Determine una 
fórmula que dé una aproximación razonable a la temperatura pro- 
medio en Texas en el instante tọ. Su respuesta debe implicar infor- 
mación disponible en el Texas Almanac. 


El teorema del eje paralelo 


Sea Lem. una recta en el plano xy que pasa por el centro de masa de 
una placa delgada de masa m que cubre una región en el plano. Sea 
L una recta en el plano, paralela a Г, y a h unidades de distancia de 
ésta. El teorema del eje paralelo dice que bajo estas condiciones, los 
momentos de inercia I; е Ism. de la placa con respecto a L y Ге, satis- 
facen la ecuación 


IL = Lem. + mk’. 


Esta ecuación permite calcular rápidamente un momento, cuando 
el otro momento y la masa se conocen. 


49. Proof of the Parallel Axis Theorem 


a. Demuestre que el primer momento de una placa plana y del- 
gada, con respecto a cualquier recta en el plano de la placa y 
que pase por el centro de masa de la placa es igual a cero. 
(Sugerencia: Coloque el centro de masa en el origen, con la 
recta a lo largo del eje y. ¿Qué le dice entonces la fórmula 
x = M,/M) 

b. Use el resultado de la parte (a) para deducir el teorema del eje 
paralelo. Suponga que las coordenadas del plano se definen 
de modo que Lem. sea el eje y y L sea la recta х = h. Luego 
desarrolle el integrando de la integral correspondiente a 1, 
para reescribir la integral como la suma de integrales cuyos 
valores conoce. 


50. Cálculo de momentos de inercia 


a. Use el teorema del eje paralelo y los resultados del ejemplo 4 
para calcular los momentos de inercia de la placa del ejemplo 
4, con respecto a las rectas vertical y horizontal que pasan por 
el centro de masa de la placa. 


b. Use los resultados de la parte (a) para calcular los momentos 
de inercia de la placa con respecto a las rectas xx = 1 y 
у= 2. 


Fórmula de Pappus 


Pappus sabía que el centroide de la unión de dos regiones planas no 
traslapadas está en el segmento de recta que une a sus respectivos cen- 
troides. Más específicamente, suponga que mı y тә son las masas de 
las placas delgadas Ру y Р» que cubren regiones по traslapadas en el 
plano xy. Sean с y Со vectores desde el origen hasta los respectivos 
centros de masa de Р, y P2. Luego, el centro de masa de la unión 
Р; ОР» de las dos placas queda determinado por el vector 
11131 Ч Шин mac) 


с E. (5) 


m тә 


La ecuación (5) se conoce como la fórmula de Pappus. Para más de 
dos placas no traslapadas, mientras el número sea finito, la fórmula se 
generaliza a 


1091 


15.2 Área, momentos y centros de masa 


_ me + те Fee + т.е 
т + Ma +:::+ My 


(6) 


Esta fórmula es particularmente útil para determinar el centroide de una 
placa de forma irregular formada por piezas de densidad constante cu- 
yos centroides se conocen por geometría. Encontramos el centroide de 
cada pieza y aplicamos la ecuación (6) para encontrar el centroide de la 
placa. 


51. Deduzca la fórmula de Pappus (ecuación (5)). (Sugerencia: trace 
las placas como regiones del primer cuadrante y marque sus cen- 
tros de masa сото (х1, уу) y (%2, У). ¿Cuáles son los momentos 
de Р; U Р» con respecto а los ejes coordenados?) 


52. Use la ecuación (5) y la inducción matemática para mostrar que la 
ecuación (6) se cumple para cualquier entero positivo n > 2. 


53. Sean A, B y C las formas que aparecen еп la siguiente figura. Use 
la fórmula de Pappus para determinar el centroide de 


a AUB b. AUC 
с. BUC 4. AUBUC. 
4 
А 
5 
4 
: В 
2} (7,2) 
18 С 
1 
0 2 4 q 


54. Localización del centro de masa Localice el centro de masa de 
la escuadra de carpintería que aquí se muestra. 


y (pulgadas) 
А 


—>| |— 1.5 pulgadas 


х (pulgadas) 


0 24 


55. Un triángulo isósceles Т tiene una base 2а y una altura Л. La base 
se encuentra en el diámetro de una región semicircular D de radio 
a, de modo que juntos forman una figura similar a la de un cono 
de helado. ¿Qué relación debe haber entre a y h para colocar el 
centroide de TU D en la frontera común de T y D? ¿Y para que 
quede dentro de Т? 


56. Un triángulo isósceles T de altura h tiene como base el lado de un 
cuadrado O cuyas aristas tienen longitud s. (El cuadrado y el 
triángulo no se traslapan.) ¿Qué relación debe haber entre h y s 
para colocar el centroide de TU О en la base del triángulo? Com- 
pare su respuesta con la del ejercicio 55. 
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io 53 | Integrales dobles en forma polar 


En ocasiones, las integrales son más fáciles de evaluar si cambiamos a coordenadas pola- 
res. Esta sección muestra cómo realizar el cambio y cómo evaluar integrales sobre regio- 
nes cuyas fronteras están dadas por ecuaciones en coordenadas polares. 


Integrales en coordenadas polares 


Para definir la integral doble de una función sobre una región R en el plano xy, comenza- 
mos cortando R en rectángulos cuyos lados eran paralelos a los ejes coordenados. Éstas 
eran las formas naturales para usar, pues sus lados tenían valores de x constantes o valores 
de y constantes. En coordenadas polares, la forma natural es un “rectángulo polar” cuyos 
lados tienen valores de r y de u-constantes. 

Suponga que una función f(r, u) está definida sobre una región R, acotada por los ra- 
yos и = а yu = b y por las curvas continuas r = ёү(и) y г = g2(U). Suponga además 
que 0 = 61(0) = g2(U) = a para cualquier valor de u entre а уб. Entonces, R está den- 
tro de una región con forma de abanico Q, definida por las desigualdades 0 = r = a y 
a <= и = b. Vea la figura 15.21. 


»0-0 


FIGURA 15.21 La región R: 21(0) = r = д2(0),4 = u = b, está contenida en la 
región con forma de abanico 0:0 S r S aa = и = b. La partición de О mediante 
arcos de circunferencia y rayos induce una partición de R. 


Dividimos R con una rejilla de arcos y rayos. Los arcos se obtienen de circunferencias 
con centro en el origen, con radios Ar, 2Ar,...,mAr, donde Ar = a/m. mientras los ra- 
yos están dados por 


U=a, u=a + Ди, и = а + 240, 2-2 U=a +mAu=b, 


donde Au = (b — a)/m'. Los arcos y rayos dividen a О en pequeñas regiones conocidas 
como “rectángulos polares”. 

Numeramos los rectángulos polares que están dentro de R (no importa el orden), lla- 
mando a sus áreas ЛА], АА»,..., ДА,. Sea (rg, Ug) cualquier punto en el rectángulo polar 
cuya área es ДА. Luego formamos la suma 


Sn = 2, Fx ш) ДАЈ. 
=1 


Sector pequeño 


Sector grande 


О 


FIGURA 15.22 La observación de que 


área del área del 
ДА, = - 


sector grande sector pequeño 


conduce a la fórmula АА, = г, Ar Ди. 


) 
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Si f es continua en А, esta suma tiende a un límite cuando refinamos la rejilla para que Ar 
y Ди tiendan a сего y dicho límite se conoce como la integral doble de f sobre А. En sím- 
bolos tenemos 


lím 5, = |) f(r, u) dA. 


иг» ОО 
R 


Para evaluar este límite, primero debemos escribir la suma 5, de forma que exprese 
AA; en términos de Ar y Au. Por conveniencia elegimos г como el promedio de los ra- 
dios de los arcos interno y externo que acotan al k-ésimo rectángulo polar AA. El radio 
del arco interno que acota а AA; es entonces rg — (Ar/2) (figura 15.22) y el radio del ar- 
co externo es гк + (Ar/2). 

El área de un sector con forma de cuña en un círculo con radio r y ángulo u es 


Como se podrá apreciar si se multiplica el área del círculo р r°, por u /2p , es decir, la frac- 
ción del área de la circunferencia contenida en la cuña. Así, las áreas de los sectores circu- 
lares subtendidas por estos arcos en el origen son 


2 
Radio interior: i (n = Ar) Au 
Radio exterior: } 


Por tanto, 


AA; = área del sector grande — área del sector pequeño 


Au ArY Агү| _ Au 
= у 16 + r) (n r) | =3 (2r; Ar) = rg Ar AU. 


Al combinar este resultado con 1а suma que define a 5, se tiene 


Sn = >, 14077 179177 Ar Au. 
A 


Cuando п —> ОО y los valores de Ar y Au tienden a cero, estas sumas convergen a la inte- 


gral doble 
lím S, = ео гача. 
n—>00 
R 


Una versión del teorema de Fubini dice que el límite al que tienden estas sumas se puede 
evaluar mediante integraciones sencillas repetidas con respecto а r y U como 


u=b fr=g(U) 
ПЕС f(r, и) r dr du. 
u=a Jr=gi(u) 


R 


Cómo determinar los límites de integración 


El procedimiento para calcular los límites de integración en coordenadas rectangulares 
también funciona para las coordenadas polares. Para evaluar Л r f(r, U) dA sobre una re- 
gión R en coordenadas polares, primero integramos con respecto a r y luego con respecto 
a U, siga estos pasos. 
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1. Trace: Trace la región y marque las curvas de la frontera. 


y 
A 
5 124 y2=4 
vi R 
2 2.0) 
У №2, V2 
б > х 


2. Determine los límites de integración en г: Imagine un rayo L que parte del origen y 
que corta a R en la dirección creciente de r. Marque los valores de r donde L entra 
y sale de R. Éstos son los límites de integración en r. Por lo general, dependen del án- 
gulo u que forma L con el semieje positivo х. 


y 


+ Entaenr=2 
L 
2 
К 
rseng = y = V2 
o 
r= V2 cso Saleen r = V2 csc 0 
0 
> Х 
0 


3. Determine los límites de integración еп Ч: Determine los valores mínimo y máximo 
de U que acotan a R. Estos son los límites de integración en U. 


y 
А РН T 
ELO máximo es 7 


(тсе 


“El Ө mínimo es Z 
y El Ө mínimo es д. 


>x 


La integral es 


u=p/2 рг=2 
| пша = | f(r,u)r dr du. 


=p/4 Jr=2 2 escu 
R 


EJEMPLO 1 Cómo determinar los límites de integración 


Determine los límites de integración para integrar f(r, и) sobre la región А que está dentro 
de la cardioide r = 1 + cos U y fuera de la semicircunferencia r = 1. 


Solución 


1. Primero trazamos la región y marcamos las curvas frontera (figura 15.23). 


2. Luego determinamos los límites de integración en r. Un rayo típico que sale del ori- 
gen entra a R cuando r = 1 y sale cuando r = 1 + cosu. 


r=1+ С050 


2 » Х 
ры L 
p=-T Entra Saleen 
2 en r=1+ С050 


үнээ! 


FIGURA 15.23 Determinación de los 
límites de integración en coordenadas 
polares para la región del ejemplo 1. 


FIGURA 15.24 Рага integrar sobre la 
región sombreada, variamos rde 0 a 

2 4 соѕ 20 yu de 0 ap /4 

(ejemplo 2). 
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3. Рог último, encontramos los límites de integración en Ч. Los rayos desde el origen que 
cortan a А van desde u = —p /2 au = р /2. La integral es 


p/2 f1+cosu 
/ / f(x, и) r атац. п 
р /2.1 


Si f(r, u) es la función constante cuyo valor es 1, entonces la integral de f sobre R es 
el área de R. 


Area en coordenadas polares 
El área de una región cerrada y acotada R en el plano de coordenadas polares es 


А = || ача. 
R 


Esta fórmula es consistente con todas las fórmulas anteriores, aunque no lo demostra- 
remos. 


EJEMPLO2 Cálculo de un área en coordenadas polares 


Determine el área encerrada por la leminiscata r? = 4 cos 20. 


Solución Graficamos la leminiscata para determinar los límites de integración (figura 
15.24) y vemos, a partir de la simetría de la región, que el área total es 4 veces la parte del 
primer cuadrante. 


p/4 |2 4сов21 0/4Г 2 7r=2 4сов21 
А = | | rarau =a f В du 
0 0 0 r=0 


р/4 р/4 
-4| 2 cos 2 du = 450024 | =4, a 
0 0 


Cambio de integrales cartesianas a integrales polares 


El procedimiento para cambiar una integral cartesiana Л pr f(x, у) dx dy a una integral po- 
lar tiene dos pasos. Primero, en la integral cartesiana, se sustituye х = rcosu y 
y = rsenu, y se reemplaza dx dy por r dr du y luego se dan los límites de integración de 
ambas coordenadas polares para la frontera de R. 

La integral cartesiana se convierte entonces en 


К dx dy = | s0cosu.rsenu) raras, 
R G 


donde G denota la región de integración en coordenadas polares. Esto es como el método 
de sustitución del capítulo 5, excepto que ahora se sustituyen dos variables en lugar de 
una. Observe que dx dy no se reemplaza por dr du sino por r dr du. En la sección 15.7 ana- 
lizaremos de manera más general los cambios de variable (sustituciones) en las integrales 
múltiples. 
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FIGURA 15,25 En coordenadas polares, 
esta región queda descrita mediante 
desigualdades sencillas: 


02551 у 0O=u=p/2 
(ejemplo 3). 


> 


2 
y=Vl=x 
п r=1 
Y 
Ө = т 0-0 
A 
E 0 SS 


FIGURA 15.26 La región semicircular 
del ejemplo 4 es la región 


05:51, 05-р. 


EJEMPLO 3 Cambio de integrales cartesianas a integrales polares 


Calcular el momento polar de inercia con respecto al origen de una placa delgada de den- 
sidad d(x, y) = 1 acotada por el cuarto de círculo x? + y? = 1 en el primer cuadrante. 


Solución Trazamos la placa para determinar los límites de integración (figura 15.25). 
En coordenadas cartesianas, el momento polar es el valor de la integral 


1 21-02 
! | (х2 + у?) dy dx. 
o Jo 


La integración con respecto a y da 


1 | — х2)3/2 
/ (+2 х? + ( 5 ) 2 
0 


una integral difícil de evaluar sin tablas. 
Las cosas mejoran si cambiamos la integral original a coordenadas polares. Al susti- 
tuir x = rcosU, y = r sen U y reemplazar dx dy by r dr du, obtenemos 


1 f2 1-2 p/2 f1 
Ї| yaa | (r2) r dr du 
o Jo o Jo 
p/2 [1 4 ]г=1 p/2 
r 1 p 
= = du = ац = +. 
Pra Pros 


¿Por qué es tan eficaz la transformación a coordenadas polares en este caso? Una razón es 
que x? + y? se simplifica como r?. y otra razón es que los límites de integración se vuel- 
ven constantes. п 


EJEMPLO 4 Evaluación de integrales por medio de coordenadas polares 


I ey dy dx, 


R 


Evaluar 


donde R es la región semicircular acotada рог el eje x y la curva y = 2 1 — х? (figura 
15.26). 


Solución En coordenadas cartesianas, la integral en cuestión es una integral no elemental 
y no hay una forma directa de integrar е! ™ con respecto a x о a y. Pero estas integrales y 
otras similares son importantes en matemáticas (en estadística, por ejemplo) y necesita- 
mos hallar una forma de evaluarla. Las coordenadas polares nos ayudan en este caso. Al 
sustituir x = r cos U, у = r sen U y reemplazar dy dx por r dr du podemos evaluar la inte- 
gral como 


. . . „2 . жй 
La r en r dr du era justo lo que se necesitaba para integrar e” . Sin esto, no lo hubiésemos 
hecho. al 


EJ ERCICIOS 15.3 
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Evaluación de integrales polares 


En los ejercicios 1-6, cambie la integral cartesiana por una integral 
polar equivalente. Luego evalúe la integral polar. 


1 f2 1-8 
И! dy dx 


Ээ 


л 


ч 


е 


10. 


11. 


12. 


13. 


14. 


15. 


16. 


6 fy 
|| х dx dy 

0 JO 

0 0 

-1 -21-21-2Х Фу 


1 г21— 
б | dy dx 
-1,/-21-х2 
2 1-у 
af) (х2 + y?) dy dx 
2 1-7 
2 24-у) 
“|| (22 + y?) dx dy 
o Jo 
8. ГИ) y dy dx 
o Jo 


2 1-7 y 
Я, T (x? + y?) dx dy 
a г2а—х 
1 | dy dx 
-а./-2 ах? 


42 х2 + y? + y? 


ЇГ ~; O dy 
21-у1 +x + y? 
In2 f2 (In2)?-y? э 
| / е? +7 dx dy 
o Jo 
1р2 1-2 
1 | cu dy dx 
pe (1-1)? x+y 
TJ- (у—1)? 
1 21-у у? 
J]J noty + 1) dx dy 
-1 2 1—у? у? 
2 1—х? 
dy dx 
li 2 (1+ arry 


~ dx 


xy dx dy 


Cálculo de áreas en coordenadas polares 


17. 


18. 


19. 


20. 


21. 


22. 


Calcule el área de la región del primer cuadrante determinada por 
la curva г = 2(2 — sen 20)!/. 

Cardioide traslapada con una circunferencia Calcule el área 
de la región que está dentro de la cardioide r = 1 + cos U y fuera 
de la circunferencia r = 1. 

Una hoja de una rosa Calcule el área encerrada por una hoja 
de la rosa r = 12 cos 3u. 

Concha de caracol Calcule el área de la región encerrada por 
el semieje positivo х y la espiral r = 4u/3,0 = u = 2p. La re- 
gión parece una concha de caracol. 

Cardioide en el primer cuadrante Calcule el área de la región 
del primer cuadrante determinada por la cardioide r = 1 + sen U. 
Cardioides traslapadas Calcule el área de la región común a 
los interiores de las cardioides г = 1 + cosu y r = 1 — cosu. 


Masas y momentos 


23. 


24. 


26. 


27. 


28. 


Primer momento de una placa Calcule con respecto al eje x, 
el primer momento de una delgada placa de densidad constante 
d(x, y) = 3, acotada abajo por el eje x y arriba por la cardioide 
r= 1 — сову, 


Momentos inercial y polar de un disco Calcule con respecto al 
eje x, el momento de inercia y el momento polar de inercia con 
respecto al rigen de un delgado disco acotado por la circunferen- 
cia x? + y? = a? si la densidad del disco es d(x, у) = kQ + y?), 
donde k es una constante. 


. Masa de una placa Calcule la masa de una placa delgada que 


cubre la región fuera de la circunferencia r = 3 pero dentro de la 
circunferencia r = 6 sen U si la función de densidad de la placa es 


d(x, у) = 1/r. 


Momento polar de una cardioide traslapada con una circun- 
ferencia Calcule con respecto al origen, el momento polar de 
inercia de una placa delgada que cubre la región dentro de la car- 
dioide r = 1 — cos U y fuera de la circunferencia r = 1 si la fun- 
ción de densidad de la placa es d(x, y) = 1/r?. 


Centroide de una región con forma de cardioide Calcule el 
centroide de la región encerrada por la cardioide г = 1 + cos U. 


Momento polar de una región con forma de cardioide Cal- 
cule con respecto al origen, el momento polar de inercia de una 
placa delgada encerrada por la cardioide r = 1 + cosu si la fun- 
ción de densidad de la placa es (х, y) = 1. 


Valores promedio 


29. 


30. 


31. 


32. 


Altura promedio de un hemisferio Calcule la altura promedio 
del hemisferio z = 2 a? — х? — y? obre el disco x? + y? = a? 
en el plano xy. 

Altura promedio de un cono Calcule la altura promedio del 
cono (sencillo) т = 2 х? + y?sobre el disco х? + y? = a?enel 
plano xy. 

Distancia promedio del interior del disco al centro Calcule la 
distancia promedio de un punto Р(х, y) del disco x? + y? < a? al 
origen. 


Cuadrado de la distancia promedio de un punto en un disco a 
un punto en su frontera Calcule el valor promedio del cuadra- 
do de la distancia del punto P(x, y) en el disco x? + y? = 1 al 
punto frontera A(1, 0). 


Teoría y ejemplos 


33. 


34. 


35. 


Conversión a una integral polar Integre f(x, y) = [In (x? + 
у?)]/2 x? + y? sobre la región 1 = x? + y? = e. 


Conversión a una integral polar Integre f(x, y) = [In (02 + 
у?)]/(х? + y?) sobre la región 1 = x? + y? = е2. 

Volumen de un cilindro recto no circular La región que está 
dentro de la cardioide r = 1 + cos u y fuera de la circunferencia 
r = 1 es la base de un cilindro recto sólido, y la parte superior del 
cilindro está en el plano z = x. Calcule el volumen del cilindro. 
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36. Volumen de un cilindro recto no circular La región encerrada 
por la leminiscata r? = 2 cos 20 es la base de un cilindro recto só- 


Po al centro del círculo. Sea d la distancia de un punto arbitrario Р 
a Ро. Calcule el valor promedio de d? sobre la región del círculo. 


lido cuya parte superior está acotada por la esfera z = 2 2 — r°. (Sugerencia: Simplifique su trabajo colocando el centro del círcu- 
Calcule el volumen del cilindro. lo en el origen, y Po en el eje x.) 
37. Conversión a integrales polares 42. Área Suponga que el área de una región en el plano con coorde- 


А : : nadas polares es 
a. La forma usual de evaluar la integral impropia р 


ОО _,2 А к 
1 = 1) е dx consiste en calcular primero su cuadrado: 


оо 5 оо , оо оо 5 3 
1 = (/ е“ ax) (/ еу a) = | Í е +) dx dy. 
0 0 o Jo 


Evalúe la última integral usando coordenadas polares, y des- 
peje 1 de la ecuación resultante. 


b. Evalúe 


3p/4 ("2 ѕепи 
А = / rdr du. 
p/4 Jescu 


Trace la región y calcule su área. 


EXPLORACIONES POR COMPUTADORA 
Conversión de coordenadas 


En los ejercicios 43-46, use un programa de álgebra por computadora 


х е 
lím егЁ(х) = иш f —@. 
ж x>%Jo 2p para cambiar las integrales cartesianas por una integral polar equiva- 


lente y evalúe la integral polar. Realice los pasos siguientes en cada 


38. Conversión a una integral polar Evalúe la integral ejercicio. 


со оо 1 
А 
! | (1 + 12 + у2)2 i 


39. Existencia Integre la función f(x, y) = 1/(1 — x? — y?) sobre 
el disco x? + y? = 3/4. ¿Existe la integral de f(x, y) sobre el с. Use los resultados de la parte (Б) para trazar la región polar 
disco х2 + y? = 17 Justifique su respuesta. de integración en el plano ru. 


a. Trace la región cartesiana de integración en el plano xy. 


b. Cambie cada curva de la frontera de la región cartesiana en la 
parte (a) por su representación polar, determinando гу U. а 
partir de la ecuación cartesiana. 


40. Fórmula del área en coordenadas polares Use la integral do- d. Cambie el integrando de coordenadas cartesianas a polares. 
Determine los límites de integración a partir del dibujo de la 
parte (c) y evalúe la integral polar mediante la herramienta de 
А 1 уд 4 integración del programa de álgebra por computadora. 
= 20 
а 


1/41 y 1 fx 3 
43. = z dy d. 44. = — dy d. 
[Fw 1I ХЭ ух 
1 fy/3 у 1 /2-у 
45. IJ —— dx dy 46. 1] 2 х + y dx dy 
о 7-3 2 х2 + y? o Jy 


ble en coordenadas polares para deducir la fórmula 


para el área de la región en forma de abanico entre el origen y la 
curva polar r = f(u), a = и =b. 

41. Distancia promedio a un punto dado dentro de un disco Sea 
Po un punto dentro de un círculo de radio a y sea Л la distancia de 


[п 5.4 2 Integrales triples en coordenadas rectangulares 


Así como las integrales dobles nos permiten trabajar con situaciones más generales que las 
que pueden resolverse mediante integrales sencillas, las integrales triples nos permiten re- 
solver problemas aún más generales. Usamos las integrales triples para calcular el volumen 
de formas tridimensionales, la masa y los momentos de sólidos con densidad variable, y el 
valor promedio de una función sobre una región tridimensional. Las integrales triples tam- 
bién surgen en el estudio de los campos vectoriales y el flujo de fluidos en tres dimensio- 
nes, como veremos en el capítulo 16. 


Integrales triples 


Si F(x, у, z) es una función definida en una región cerrada D y acotada en el espacio, como 
la región que ocupa una bola sólida o un puñado de arcilla, entonces la integral de F sobre 
D puede definirse de la manera siguiente. Partimos una región en forma de caja rectangu- 


—> № 


(Хк, Yka Zk) 
bb 
D 8. E pa 
”” Ах, 


Ху, 
74 


х 


ёс 


FIGURA 15.27 Partición de un sólido 


con celdas rectangulares de volumen АУ. 
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lar que contiene a D en celdas rectangulares mediante planos paralelos a los ejes coorde- 
nados (figura 15.27). Numeramos las celdas que están dentro de D desde 1 hasta n en al- 
gún orden, donde la k-ésima celda tiene dimensiones Ах, por Аук by Аг y un volumen 
AV; = Ах ЛуА г. Elegimos un punto (xx, yx, zk) en cada celda y formamos la suma 


Sn = >, Е(хь, Yk 2) AV. (1) 
k=1 


A nosotros nos interesa saber qué ocurre cuando D se parte en celdas cada vez más 
pequñas, de modo que Axy, Аук, Az; y la norma de la partición |Р|, (el valor máximo en- 
tre Ахд, Дур, Ас, tienden a cero. Cuando se alcanza un único valor límite, sin importar la 
forma de elegir las particiones y los puntos (xx, ук, Zk) decimos que F es integrable sobre 
D. Como antes, se puede demostrar que cuando F es continua у la superficie de la frontera 
de D está formada por un número finito de superficies regulares unidas a lo largo de un 
número finito de curvas regulares, entonces F es integrable. Cuando |Р| — 0 y el número 
de celdas n tiende a оо, las sumas 5, tienden a un límite. Llamamos a este límite la inte- 
gral triple de F sobre D y escribimos 


lím S, = IGE y, z) dV o lím S, = ЇЇ нь y, 2) dx dy ав. 
n—00 \Р|—>0 
D D 


Las regiones D sobre las que las funciones continuas son integrables, son aquellas que 
pueden aproximarse mediante celdas rectangulares pequeñas. Tales regiones incluyen las 
que aparecen en las aplicaciones. 


Volumen de una región en el espacio 


Si Fes la función constante de valor 1, entonces las sumas de la ecuación (1) se reducen a 


Sn = У; Е(хь, Yk, т) ДУ = >i “Аў = > AV. 


Cuando Ах, Аук, у Azz tienden a cero, las celdas AV; son cada vez más pequeñas y más 
numerosas, y cubren una parte cada vez mayor de D. Por tanto, definimos el volumen de D 


como la integral triple 
lím S лм = || а. 
n>0 k=] 
р 


DEFINICIÓN Volumen 


El volumen de una región cerrada D y acotada en el espacio es 


ЯГ 


Esta definición concuerda con nuestras definiciones anteriores de volumen, aunque omiti- 
remos la demostración de este hecho. Como veremos en un momento, esta integral permi- 
te calcular el volumen de sólidos encerrados por superficies curvas. 
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Cálculo de límites de integración 


Para evaluar una integral triple utilizamos una versión tridimensional del teorema de Fubini 
(Sección 15.1) para obtenerla por medio de tres iteraciones simples. Como en el caso de 
las integrales dobles, existe un procedimiento geométrico para calcular los límites de inte- 
gración para estas integrales simples. 


Para evaluar 
ES y, 2) dV 


D 


sobre una región D, primero integramos con respecto a z, luego con respecto a y y por últi- 
mo con respecto a x. 


1. Haga un bosquejo: Trace la región D junto con su “sombra” А proyectada vertical- 
mente sobre el plano xy. Marque las superficies de las fronteras superior e inferior de 
la región D y las curvas de las fronteras superior e inferior de la región plana R. 


2. Determine los límites de integración en z: Trace una recta M, paralela al eje z, que pa- 
se por un punto típico (х, y) en А. Cuando z crece, M entra a Den z = f(x, y) y sale 
enz = f2(x, y). Estos son los límites de integración en z. 


| М Saee 
--. 227063) 
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3. Determine los límites de integración еп y: Trace una recta L paralela al eje y, que pase 
por (х, y). Cuando y crece, L entra a Ren y = (х) y sale en y = g2(x). Estos son los 
límites de integración en y. 


Sale en 
у = 8260) 


4. Determine los límites de integración еп х: Elija los límites еп х que incluyan todas las 
rectas paralelas al eje y que pasen por R (x = a y x = b en la figura anterior). Estos 
son los límites de integración en x. La integral es 


x=b (уед х) f2=f2x, y) 
/ F(x, y, 2) dz dy dx. 
х=а Уул (4) Jz=fı(x, y) 


Siga procedimientos similares si cambia el orden de integración. La “sombra” de la 
región D está en el plano de las dos últimas variables con respecto a las que se realiza 
la integración iterada. 


El procedimiento anterior es aplicable siempre que la región sólida D esté acotada por 
arriba y abajo por una superficie, y cuando la región “sombra” R esté acotada por una cur- 
va superior y una inferior. No es aplicable a regiones con agujeros complicados, aunque a 
veces tales regiones pueden subdividirse en regiones más simples para las que sí puede 
aplicarse el procedimiento. 


EJEMPLO 1 Cálculo de un volumen 


FCalcular el volumen de la región D encerrada por las superficies 2 = x? + 3y? у= 
8 = х2 – yA 


Solución El volumen es 


v= ||| zaas 


D 


la integral de F(x, y,z) = 1 sobre D. Para determinar los límites de integración y evaluar la 
integral, primero trazamos la región. Las superficies (figura 15.28) se cortan en el cilindro 
elíptico x? + 3y? = 8 — х2 — y? ох + 2y? = 4, z > 0. La frontera de la región R, la 
proyección de D sobre el plano xy, es una elipse con la misma ecuación: x? + 2y? = 
La frontera “superior” de R es la curva у = 1 (4 — x?)/2. La frontera inferior es la curva 
у= -1 (4 — х2)/2. 
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e 
“20,4 
1 
2= х2 + Зу? 
Егіта еп 
г = х 
Entra еп (-2, 0, 0) 
у= -М(4 – х2)/2 — 
ху 2y?=4 


FIGURA 15.28 El volumen de la región encerrada por dos paraboloides, 


calculado en el ejemplo 1. 


Ahora determinamos los límites de integración en z. La recta M, paralela al eje z, que 
pasa por un punto típico (х, y) en R, entraa Denz = х? + 3y?y sale enz = 8 — х2 — y? 

Luego encontramos los límites de integración en y. La recta paralela al eje y que pasa 
por (х, y), entra a Ren y = —2 (4 — х2)/2 y sale en y = 2 (4 — х2)/2. 

Por último, hallamos los límites de integración en х. Cuando L barre R, el valor de х 
varía de х = —2 en (—2, 0, 0) hasta х = 2 en (2, 0, 0). El volumen de la región D es 


= | 7 
р 
2 (2 (4—х2)/2 ү8-32-у) 
= / / (А фаын 
-2,-2 (4-х2)/2 х2--3у? 
2 (4-х7 (4—х2)/2. 
18! ин наа - 4у2) dy dx 
2 (4-х2 
4 y=2 (4-х2/2 
- |, (6-2 — 2х?)у— hy] _ dx 
> y=-2 (4-12)/2 
2 2 21 3/2 
Л a 4-х 8(/4-х 
-/Цэв-ээ, 5 5-3) )8 
2 2\ 3/2 2\ 3/2 5 г? 
2 4- х 8 [4-х 2 42 2 — ү2үз3/2 
-/ 255) AR Ja a a 


= 8p DD Después de integrar con la sustitución х = 2 sen u . Г| 


Ф 
| 


>N 


yY=XxX+2 р 
Recta 
x+2z= у= 1 
A Аа (0, 1, 0) 
M 
(07, PS 
Sale en 
y= 1 


Entra en 
у=х+{ 


FIGURA 15.29 Determinación de los 
límites de integración para evaluar la 
integral triple de una función definida 
sobre el tetraedro D (ejemplo 2). 
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En el siguiente ejemplo, proyectamos D sobre el plano xz en lugar de hacerlo sobre el 
plano xy, para mostrar cómo usar un orden distinto de integración. 


EJEMPLO 2 Determinación de los límites de integración en el orden dy dz dx 


Encuentre los límites de integración para evaluar la integral triple de una función F(x, у, 2) 
sobre el tetraedro D con vértices (0, 0, 0), (1, 1, 0), (0, 1, 0) y (0, 1, 1). 


Solución Trazamos D junto con su “sombra” А en el plano xz (figura 15.29). La super- 
ficie superior (derecha) de D está en el plano y = 1. La superficie frontera inferior (iz- 
quierda) está en el plano y = х + z. La frontera superior de R es la recta z = 1 — х. y la 
frontera inferior es la recta z = 0. 

Primero determinamos los límites de integración en y. La recta paralela al eje y que 
pasa por un punto típico (х, 2) en А, entraa Den y = х + z y sale en у = 1. 

A continuación hallamos los límites de integración en z. La recta L paralela al eje z 
que pasa por (х, z) entra a R, en z = 0 y sale en z = 1 — х. 

Por último, encontramos los límites de integración en х. Cuando /, barre R, el valor de 
х varía desde х = 0 hasta х = 1. La integral es 


1 l=x /1 
1 | 1 F(x, y, z) dy dz ах. н 
0 JO x+z 


EJEMPLO 3 Revisión del ejemplo 2 usando el orden dz dy dx 


Para integrar F (х, y, z) sobre el tetraedro D en el orden dz dy dx, realizamos los pasos de la 
siguiente manera. 

Primero hallamos los límites de integración en z. Una recta paralela al eje z que pasa 
por un punto típico (x, y) en la sombra del plano xy entra al tetraedro еп z = 0 y sale por el 
plano superior donde z = y — х (figura 15.29). 

Luego hallamos los límites de integración en y. En el plano xy, donde z = 0, el lado 
inclinado del tetraedro cruza el plano а lo largo de la recta у = х. Una recta paralela al eje 
y que pasa por (x, y) entra a la sombra en el plano xy en y = x y sale en y = 1. 

Por último encontramos los límites de integración en x. Cuando la recta paralela al eje 
y del paso anterior barre la sombra, el valor de x varía desde x = O hasta x = 1 en el pun- 


to (1, 1, 0). La integral es 
1 /1 рух 
| Ї | F(x, у, z) dz dy ах. 
О Jx 4/0 


Por ejemplo, 81 F(x, y, 2) = 1, vemos que el volumen del tetraedro es 
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Obtenemos el mismo resultado integrando en el orden dy dz dx, 


гріх fl 1 
Ү = | | / dy dz dx = 6 п 
0 JO х+{ 


Como hemos visto, a veces (no siempre) hay dos órdenes en que pueden evaluarse las 
integrales iteradas simples para evaluar una integral doble. Para integrales triples, puede 
haber hasta seis órdenes, pues existen seis formas de ordenar dx, dy y dz. Cada orden con- 
duce a una descripción diferente de la región de integración en el espacio y a distintos lí- 
mites de integración. 


EJEMPLO 4 Uso de distintos órdenes de integración 


Cada una de las siguientes integrales da el volumen del sólido que aparece en la figura 
15.30. 


Ї-үЇ-202 ї |/1-эу-/2 
(а) | | | dx dy dz (b) / / / dx dz dy 
0 JO 0 0 JO 0 
1 /2 /1-д4 2 ril 1-32 
(с) | Ї / dy dx dz (d) / I | dy dz dx 
0 JO JO 0 JO JO 


1 2 1-у 2 1 1-у 
FIGURA 15.30 El ejemplo 4 da seis (e) / / / dz dx dy (Р) f / / dz dy dx 
integrales triples iteradas distintas para el 0 Jo JO о JO JO 


volumen de este prisma. 


Calculamos las integrales de las partes (b) y (с): 


1 fi=y f2 
V= | / / dx dz dy 
o Jo 0 Integral de la parte (b) 
ї fl=y 
= | / 2 dz dy 
0 JO 
1 2=1-y 
= | а ау 
0 2-0 
1 
| 2(1 — у) dy 


=1. 


1 f2 pl=z 
э шш 
o Jo Jo Integral de la parte (c) 
1.72 
= IJ (1 = z) dx dz 
0 JO 
1 x=2 
= | | = 5 dz 
0 x=0 


Además, 


2 


Y 


х 


FIGURA 15.31 La región de integración 
del ejemplo 5. 
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1 
/ (2 – 2 dz 
0 


= 1. 


Las integrales de las partes (а), (4), (e) у (0) también dan У = 1. п 


Valor promedio de una función en el espacio 


El valor promedio de una función F sobre una región D en el espacio se define mediante la 
fórmula 


А 2 1 
Valor promedio de F sobre D = е0 ! F dV. (2) 
D 


Por ejemplo, si F(x, y,z) = 2 х2 + y? + 22, entonces el valor promedio de F sobre D es 
la distancia promedio de los puntos en D desde el origen. Si F(x, y, z) es la temperatura en 
(x, y, z) de un sólido que ocupa una región D en el espacio, entonces el valor promedio de 
F sobre D es la temperatura promedio del sólido. 


EJEMPLO5 Cálculo de un valor promedio 


Calcular el valor promedio de F(x, y, 2) = xyz sobre el cubo acotado por los planos coor- 
denados y los planos x = 2, y = 2, y z = 2 en el primer octante. 


Solución Trazamos el cubo con el detalle suficiente para mostrar los límites de integra- 
ción (figura 15.31), y luego usamos la ecuación (2) para calcular el valor promedio de F 
sobre el cubo. 

El volumen del cubo es (2)(2)(2) = 8. El valor de la integral de F sobre el cubo es 


2р2 р2 2022 2 2 f2 
ЇЇ ozadja = [| [з ва [rara 
o Jo Jo o Jo x=0 o Jo 
2 y=2 2 2 
-| bal dz = | 4: dz = В = 8. 
0 у=0 0 0 


Con estos valores, la ecuación (2) da 


Valor promedio de _ 1 dV = 1 (8) =1 
z sobre el cubo Volumen шашинг НЫ 


cubo 


Al evaluar la integral, elegimos el orden dx dy dz, pero cualquiera de los otros cinco posi- 
bles órdenes hubiera servido. п 


Propiedades de las integrales triples 


Las integrales triples tienen las mismas propiedades algebraicas que las integrales dobles 
y simples. 
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Propiedades de las integrales triples 


Si F = F(x, y, z) y С = G(x, y, z) son continuas, entonces 


1. Múltiplo constante: Je dV = fff ra (k arbitrario) 
D D 
2. 2221 (F + G)dV = ros [вау 
D D D 


3. Dominación: 


(a) | ға = о si Е = Оеп Р 
р 
(b) 1 а = | ва si F = Сепр 
D D 
4. aditvidad: ||| rav = ПЕЕ |] ға 
р Dı р» 


si D es la unión de dos regiones no traslapadas Р} si D2. 


ЕЈ ERCICIOS 15.4 


Evaluación de integrales triples con distintas 
iteraciones 


1, 


Evalúe la integral del ejemplo 2 haciendo F(x, у, z) = 1 para cal- 
cular el volumen del tetraedro. 


2. Volumen de un sólido rectangular Escriba seis integrales tri- 


ples iteradas distintas para el volumen del sólido rectangular en el 
primer octante, acotado por los planos coordenados y los planos 
х= 1,у = 2,у z = 3. Evalúe una de las integrales. 


3. Volumen de ип tetraedro Escriba seis integrales triples itera- 


das distintas para el volumen del tetraedro determinado en el pri- 
mer octante por el plano 6x + 3y + 2z = 6. Evalúe una de las 
integrales. 


4. Volumen de un sólido Escriba seis integrales triples iteradas 


distintas para el volumen de la región en el primer octante acotada 
por el cilindro x? + z? = 4 y el plano y = 3. Evalúe una de las 
integrales. 

. Volumen encerrado por paraboloides Sea D la región acotada 

: 2 2 2 = а 2 : 

por los paraboloides z = 8 — х y у z2=x*+ y” Escriba 
seis integrales triples iteradas distintas para el volumen de D. 
Evalúe una de las integrales. 


6. Volumen dentro de un paraboloide debajo de un plano Sea 


D la región acotada por el paraboloide z = x? + y? y el plano 
z = 2y. Escriba integrales iteradas triples en el orden dz dx dy y 
dz dy dx, que den el volumen de la región D. No evalúe las inte- 
grales. 


Evaluación de integrales triples iteradas 


Evalúe las integrales de los ejercicios 7-20. 


грр 
7. ГЕЙ! (x? + y? + 22) dz dy dx 
o Jo Jo 
22 Зу г8—х?—у° е ге ге 1 
8. f | dz dx dy 9. FF! хус 4х dy ас 
0 0 ./х?+зу?° 1/1 2/1 Ы 
1 /3-3х |/3-3х-у 1 fp [р 
10. || | dz dy dx 11. E / y sen z dx dy dz 
o Jo 0 o Jo Jo 
гру 
12. [| / (x + y + z) dy dx dz 
-1 J-1J-1 
3 29-12 29-32 2 (2 4-у2 үдх-у 
13. 11 | dzdydx 14. 1] 2 dz dx dy 
o Jo 0 0 J-2 4-y Jo 
1. f2=x% p2=x-3 1 pix? г4—х?—у 
15. ГИ! | dz dy dx 16. 1, Í x dz dy dx 
о Jo 0 o Jo 3 


p [р [р 
17. f 1 | cos (и + у + w) du dy dw (espacio uyw) 
o Jo Jo 


18. | 1 Í InrIn s In 7 ғ ағ аѕ (espacio rst) 
iJi Ji 
p/4 fInsecy f2t 
19. f | / e* аха ау (espacio ғу) 
о Jo —оо 


7 [2 р2 4—4 4 
20. 1 / Í dp dq dr (espacio pqr) 
o Jo Jo ral 


Volúmenes mediante integrales triples 


21. La siguiente es la región de integración de la integral 
1 1 1-у 
1 Í | dz dy ах. 
12 Jo 
z 


Parte superior: y + z= 1 


Escriba la integral como una integral iterada equivalente en el 


orden 

a. dy dz dx b. dy dx dz 
с. dx dy dz d. dx dz dy 
е. dz dx dy. 


22. La siguiente es la región de integración de la integral 


1/0 y 
[| Pasa. 
0 J-1 JO 


(0, -1, 1) 


Escriba la integral como una integral iterada equivalente en el 


orden 

a. dy dz dx b. dy dx dz 
с. dx dy dz d. dx dz dy 
е. dz dx dy. 


Calcule el volumen de cada una de las regiones de los ejercicios 
23-36. 


23. La región entre el cilindro z = y? y el plano xy que está acotada 
por los planos х = 0, х = 1, y 1,у= 1 


2 


2т7-, 
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24. La región del primer octante acotada por los planos coordenados 
y los planos х + z = 1, у +2 = 2 


х 


25. La región del primer octante acotada por los planos coordenados, 
el plano y + z = 2, y el cilindro x = 4 — y? 


26. La cuña definida en el cilindro x? + y? = 1 por los planos 
т=-—уу=0 


27. El tetraedro del primer octante acotado por los planos coordena- 
dos y el plano que pasa por (1, 0, 0), (0, 2, 0), y (0, 0, 3). 
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28. La región del primer octante acotada por los planos coordenados, 
el plano у = 1 — х, y la superficie z = cos (р х/2),0 = х = 1 


2 


29. La región común а los interiores de los cilindros x° + y? = 1 y 
x? + 22 = 1, cuya octava parte aparece en la siguiente figura. 


Z 


30. La región del primer octante acotada por los planos coordenados 


y la superficie z = 4 — x? — y 


х 


31. La región del primer octante acotada por los planos coordenados, 
el plano х + y = 4, y el cilindro y? + 4z? = 16 


2 


её 


32. La región cortada en el cilindro x? + y? = 4 por el plano z = 0 
y el planox +z = 3 


33. La región del primer octante entre los planos х + y + 2z = 2 у 
2x + 2y+2=4. 


34. La región finita acotada por los planos z = х,х + z = 8,z = y, 
y=8yz=0. 

35. La región cortada en el cilindro elíptico sólido х2 + 4y? = 4 por 
el plano xy y el plano z = x + 2 


36. La región acotada por atrás por el plano х = 0, al frente y a los 
lados por el cilindro parabólico х = 1 — y?, arriba por el parabo- 
loide z = x? + y?, y abajo por el plano xy 


Valores promedio 


En los ejercicios 37-40, calcule el valor promedio de F(x, y, z) sobre la 
región dada. 


37. F(x, у, х) = x? + 9 sobre el cubo en el primer octante acotado 
por los planos coordenados y los planos х = 2, у = 2,y z = 2 


38. Flx,y, х) = х + y — z sobre el sólido rectangular en el primer 
octante acotado por los planos coordenados y los planos 
x=1y=1lyz=2 

39. F(x,y,z) = х2 + y? + 2? sobre el cubo еп el primer octante 
acotado por los planos coordenados у los planos х = 1, y = 1, y 
z= 

40. F(x, y, z) = xyz sobre el cubo en el primer octante acotado por 
los planos coordenados y los planos х = 2, y = 2,yz = 2 


Cambio del orden de integración 


Evalúe las integrales de los ejercicios 41-44, cambiando adecuada- 
mente el orden de integración 


2 4 cos о?) 
41. —— dx dy dz 
» 22: 
42. / | T. 12хге®” dy dx dz 
0 Jo Jx? 


1 f1 fMm3pe*senp y? 
43. f и цайж 2 у dx dy dz 
0 J2z J0 y 
[ә * sen 25 
44. f | | ченде de de 
o Jo o 42 7 


Teoría y ejemplos 


45. Determinación del límite superior de una integral iterada 


Despeje a: 
шш 2 2 ал 4 
0 JO a 15" 


46. Elipsoide ¿Para qué valor de c ocurre que el volumen del elip- 
soide x? + (y/2)? + (2/с)2 = 1 es igual a 8р? 

47. Minimización de una integral triple ¿Cuál dominio D en el 
espacio minimiza el valor de la integral 


ES + 4y? + 22 – 4)dV2? 


D 


Justifique su respuesta. 


48. Maximización de una integral triple ¿Cuál dominio D en el 
espacio maximiza el valor de la integral 


1 (=== 1497 
р 


Justifique su respuesta. 
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EXPLORACIONES POR COMPUTADORA 
Evaluaciones numéricas 


En los ejercicios 49-52, use una herramienta de integración de un pro- 
grama de álgebra por computadora para evaluar la integral triple de la 
función dada sobre la región sólida indicada. 


49. F(x, y, z) = 1?y2z sobre el cilindro sólido acotado por х^+ у” = 1 
у los planos z =0yz=1 


50. F(x, y, 2) = |xyz| sobre el sólido acotado abajo por el paraboloide 
z = x? + y? y arriba por el plano z = 1 


51, F(x, y, z) = z 
(Хх, y, 2) (х2 + у? + 202 


el cono z = 2 x? + y? y arriba por el plano z = 1 


sobre el sólido acotado abajo por 


52. Е(х,у,2) = xf + у? + z? sobre la esfera sólida х2 + y? + 
2 
2-1 


E 55. Masas y momentos en tres dimensiones 


Esta sección muestra cómo calcular las masas y momentos de objetos tridimensionales en 
coordenadas cartesianas. Las fórmulas son similares a las de los objetos bidimensionales. 
Para los cálculos en coordenadas esféricas y cilíndricas, vea la sección 15.6. 


Masas y momentos 


Si d(x, y, z) es la densidad de un objeto que ocupa una región D en el espacio (masa por 
unidad de volumen), la integral de d sobre D da la masa del objeto. Para ver por qué, ima- 
gine que partimos el objeto en n elementos de masa como el que aparece en la figura 


Ату = (х, ур Zk) АМ, 


“ 


Є 
„Луо, Ур 2) 
> 


jeto es 


СС 


FIGURA 15,32 Рага definir la masa y el 
momento de inercia de un objeto con 


х 
и--»ОО0 k=] 


respecto a una recta, primero imaginamos 
que está dividido en un número finito de 
elementos de masa Ату. 


l n>0 k=] 


л 15.32. La masa del objeto es el límite 
| М = lím У Ат; = lím У (х, уь Zk) Ду = | d(x, y, 2) dV. 
n>% k=] 
D 


Ahora deduciremos una fórmula para el momento de inercia. Si r(x, y, z) es la distancia del 
punto (x, y, z) en D a una recta L, entonces el momento de inercia de la таза Ат = 
£L @(хь, Yk zk) ДУ; con respecto a la recta L (que aparece en la figura 15.32) es aproximada- 
mente Al, = (ху, уь zk) Ат. El momento de inercia con respecto а L de todo el ob- 


n 


n—00 k 


l = lím >, А = lím У г? (ху, ук, ск) (х, Yks Zk) ДУ = ! г?@ dv. 
1 
D 


Si L es el eje х, entonces г? = у? + 22 (figura 15.33) y 


„= [+20 
р 
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>N 


FIGURA 15.33 Fórmulas para la masa y 
el momento para objetos sólidos en el 


espacio 


De manera similar, si L es el eje y o el eje z tenemos 


һ= [farra y r= [farsa 
D D 


Análogamente podemos obtener los primeros momentos con respecto a los planos coor- 
denados. Por ejemplo, 
My = Ке У, 2) аү 
р 


da el primer momento con respecto al plano yz. 
Las fórmulas para la masa y el momento en el espacio, que son análogas a las que 
analizamos para regiones planas en la sección 15.2, se resumen en la tabla 15.3. 


TABLA 15.3 Fórmulas para la masa y el momento para objetos sólidos en el espacio 


Masa: M = 1 d dV (d = d(x, у, z) = es la densidad) 
D 


Primeros momentos con respecto a los planos coordenados: 


м. = ||] еа м. = ||] зва. Ma = | 26 av 
D D D 


Centro de masa: 
My. - _ Му My, 


м, 57м’ 7м 


х= 


Momentos de inercia (segundos momentos) con respecto a los ejes coordenados: 


n= ГА 
ЯАВ 
к= [+ sar 


Momentos de inercia con respecto а una recta L: 


1 = ! r2d dV (r(x, y, 2) = es la distancia del punto (х, y, z) a la recta L) 
Radio de giro con respecto a una recta L: 


Ri = 2 1/М 


EJEMPLO 1 Cálculo del centro de masa de un sólido en el espacio 


Calcular el centro de masa de un sólido de densidad constante d acotado abajo por el disco 
К: x? + y? = 4 en el plano z = 0 y arriba por el paraboloide z = 4 — х? — y? (figura 
15.34). 


2 
3 


—-ө-——————————-———э>л 


1 


y= 
©) 
/ 


$ 


2 ди” 


I y 
х2 +у2= 4 


х 
FIGURA 15.34 Cálculo del centro de 
masa de un sólido (ejemplo 1). 


2 


FIGURA 15.35 Cálculo de /, Jy, e I, para 
el bloque que aparece aquí. El origen está 
en el centro del bloque (ejemplo 2). 
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Solución Por simetría, х = y = 0. Para calcular z, primero vemos que 


=4—?—у? 21:-4-32-у 
My = ЇГ z d dz dy dx = I B Р d dy dx 
шээж ў = 
К 
_ ¿Pla Е ЕРА РТ Coordenadas polares 
0 0 


СО РЧЛ ээ MA Зара 
| | 6 (4 r^) СЕ du = 3 ` 


Un cálculo similar da 
4—?—у? 
u= ||| d dz dy dx = 8р d. 
0 
R 


Por tanto, z = (M,,/M) = 4/3 y el centro de masa es (х, у, z) = (0, 0, 4/3). п 


Cuando la densidad de un objeto sólido es constante (como en el ejemplo 1), el centro de 
masa se conoce como el centroide del objeto (como ocurría con las formas bidimensiona- 
les de la sección 15.2). 


EJEMPLO 2 Cálculo de los momentos de іпегсіа con respecto а los ejes coor- 
denados 


Calcular 1, 1,, |, para el sólido rectangular de densidad constante d que aparece en la figu- 
ra 15.35. 


Solución Га fórmula para /, da 
с/2 ГЬ/2 ра/2 
= | | (y? + 22) d dx dy dz. 
=c/2 J—b/2 J-a/2 


Podemos evitar parte del trabajo de integración observando que (y? + 22)d es una fun- 
ción par de x, y y z. El sólido rectangular consta de ocho piezas simétricas, una en cada oc- 
tante. Podemos evaluar la integral en una de estas piezas, y luego multiplicar por d para 
obtener el valor total. 


e/2 fb/2 га/2 с/2 гь? 
1-8] Ї (9? + 22) d dr dy dz = dat | (y? + 22) dy dz 
0 0 0 0 0 


с/2 y? y=b/2 
= das | Ё + 21 4: 
0 у=0 


1, = 55 (a? + с?) у L = = (а? + b?). и 
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EJ ERCICIOS 15.5 


Densidad constante 


Todos los sólidos de los ejercicios 1-12 tienen densidad constante 
d=1. 

1. (Revisión del ejemplo 1). Evalúe directamente la integral рага Iy 
en la tabla 15.3 para mostrar que el atajo del ejemplo 2 da la mis- 
ma respuesta, y use los resultados del mismo ejemplo para hallar 
el radio de giro del sólido rectangular con respecto a cada eje 
coordenado. 


2. Momentos de inercia Los ejes coordenados de la figura pasan 
por el centroide de una cuña sólida paralela a las aristas indicadas. 
Calcule /,,1,,e L} sia = Б = бус = 4. 


7 
© 


Centroide 
en (0, O, 0) 


3. Momentos de inercia Determine, con respecto a sus aristas, los 
momentos de inercia del sólido rectangular aquí mostrado, a tra- 
vés del cálculo de Jy, Jy, e 1,. 


N 


4. a. Centroide y momentos de inercia Determine el centroide y 
los momentos de inercia /,, /,, e 1, del tetraedro cuyos vértices 
son los puntos (0, 0, 0), (1, 0, 0), (0, 1, 0) y (0, 0, 1). 


b. Radio de giro Calcule el radio de giro del tetraedro, con 
respecto al eje x. Compárelo con la distancia del centroide al 
eje x. 

5. Centro de masa y momentos de inercia Un sólido de densidad 

constante está acotado abajo por la superficie z = 4y?, arriba рог 

el plano z = 4, y en los extremos por los planos х = 1ух = —1. 

Determine el centro de masa y los momentos de inercia, con res- 

pecto a los tres ejes. 


6. Centro de masa Un sólido de densidad constante está acotado 
abajo por el plano 2 = 0, a los lados por el cilindro elíptico 
x? + 4y? = 4, y arriba por el plano z = 2 — х (vea la siguiente 
figura). 


7. 


10. 


11. 


a. Determine x y y. 


b. Evalúe la integral 


2 г(1/2)24—х? f2=x 
m= [| L z dz dy dx 
` —2./—(1/2)2 4-0 


usando tablas de integrales para realizar la integración final соп 
respecto а х. Luego divida М,, entre M para verificar que 
2 = 5/4. 


>N 


a. Centro de masa Calcule el centro de masa de un sólido de den- 
sidad constante acotada abajo por el paraboloide z = x? + y? y 
arriba por el plano z = 4. 


b. Determine el plano z = c que divide al sólido en dos partes 
de igual volumen. Este plano no pasa por el centro de masa. 


. Momentos y radios de giro Un cubo sólido, con 2 unidades 


por lado, está acotado por los planos x = +1,z = +1, у = 3, y 
y = 5. Determine el centro de masa y los momentos de inercia 
y radios de giro, con respecto a los ejes coordenados. 


. Momentos de inercia y radio de giro con respecto a una recta 


Una cuña como la del ejercicio 2 tiene a = 4, b = 6, ус = 3. 
Haga un rápido bosquejo para convencerse que el cuadrado de la 
distancia de un punto típico (x, y, z) de la cuña a la recta 
L:z = О,у = 6 ез r° = (у — 6) + 22. Luego calcule el mo- 
mento de inercia y el radio de giro de la cuña con respecto а L. 


Momento de inercia y radio de giro con respecto a una recta 
Una cuña como la del ejercicio 2 tiene a = 4, b = 6, ус = 3. 
Haga un rápido bosquejo para convencerse que el cuadrado de la 
distancia de un punto típico (x, y, z) de la cuña a la recta 
L:ix=4,y=0€s r? = (х — 4)? + y?, Luego calcule el mo- 
mento de inercia у el radio de giro de la cuña con respecto а L. 


Momento de inercia y radio de giro con respecto a una recta 
Un sólido como el del ejercicio 3 tiene a = 4, b = 2, y c = 1. 
Haga un rápido bosquejo para convencerse que el cuadrado de la 
distancia de un punto típico (х, y, z) del sólido a la recta 
L:y=2,2=0 is r? = (y — 2)? + 22, Luego calcule el mo- 
mento de inercia у el radio de giro del sólido con respecto a L. 


12. Momento de inercia y radio de giro con respecto a una recta 
Un sólido como el del ejercicio 3 tiene a = 4, b = 2, y c = 1. 
Haga un rápido bosquejo para convencerse que el cuadrado de la 
distancia de un punto típico (x, у, z) del sólido a la recta 
L:ix=4,y=0€s r? = (х — 4)? + у?. Luego calcule el mo- 
mento de inercia y el radio de giro del sólido con respecto a L. 


Densidad variable 

En los ejercicios 13 y 14, calcule 
a. la masa del sólido. 
b. el centro de masa. 


13. Una región sólida en el primer octante está acotada por los planos 
coordenados y el plano x + y + z = 2. La densidad del sólido es 
d(x, y, z) = 2х. 


14. Un sólido en el primer octante está acotado рог los planos у = 0 
у z = 0 y por las superficies z = 4 — x° ух = y? (vea la si- 
guiente figura). Su función de densidad es d(x, у, 2) = kxy, k es 
una constante. 


2 
al 
| 
1 
| 
1 
| 
1 
| 
| 
| 
1 
| 
l 
1 
| 
l 
55 


/ 


-4 
1 Вэ” 


бА 
ж 
2 Е 
Fa (2, V2, 0) 


En los ejercicios 15 y 16, calcule 
a. la masa del sólido. 
b. el centro de masa. 
с. los momentos de inercia con respecto a los ejes coordenados. 
d. los radios de giro con respecto a los ejes coordenados. 


15. Un cubo sólido en el primer octante está acotado por los planos 
coordenados y рог los planos х = 1, y = 1, y z = 1. La densidad 
del sólido es d(x, у, 2) =х+у+ +1. 


16. Una cuña como la del ejercicio 2 tiene dimensiones а = 2, b = 6, 
y с = 3. La densidad es d(x, y, 2) = х + 1. Observe que si la 
densidad es constante, el centro de masa será (О, 0, 0). 


17. Masa Calcule la masa del sólido acotado por los planos 


x+z=l,x—z= —l,y = 0y la superficie у = 2 z. La den- 
sidad del sólido es d (x, у, z) = 2y + 5. 
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18. Masa Calcule la masa de la región sólida acotada por las super- 
ficies parabólicas z = 16 — 2x? — 2y? y z = 21? + 2y? si la 
densidad del sólido es d(x, у, z) = 2 x? + y?. 


Trabajo 
En los ejercicios 19 y 20, calcule lo siguiente. 


a. La cantidad de trabajo realizado por la gravedad (constante) 
g al mover el líquido que llena el recipiente al plano xy. (Su- 
gerencia: Parta el líquido en pequeños elementos de volumen 
AV; y determine (aproximadamente) el trabajo realizado por 
la gravedad en cada elemento. Al sumar y pasar al límite se 
llega a una integral triple por evaluar). 


b. El trabajo realizado por la gravedad al mover el centro de ma- 
sa hacia abajo hacia el plano xy. 


19. El recipiente es una caja cúbica en el primer octante acotada por 
los planos coordenados у los planos х = 1, у = 1, у z = 1. La 
densidad del líquido que Пепа la caja es d(x, у, z) = x + y + 
z + 1 (ver ejercicio 15). 

20. El recipiente tiene la forma de la región acotada por у = 0,z = 0, 
z= 4 — x°, ух = y? La densidad del líquido que llena la región 
es d(x, у, z) = kxy, siendo k constante (vea el ejercicio 14). 


El teorema del eje paralelo 


El teorema del eje paralelo (ejercicios 15.2) es válido en tres dimen- 
siones al igual que еп dos. Sea Le.m. una recta que pasa por el centro de 
masa de un cuerpo de masa т y sea L una recta paralela a Л unidades 
de distancia de Lem.. El teorema del eje paralelo dice que los mo- 
mentos de inercia Б, e [, del cuerpo con respecto а Lem. y L satisfa- 
cen la ecuación 


IL = Lom + mh?. (1) 


Como en el caso bidimensional, el teorema proporciona una forma rá- 
pida de calcular un momento cuando se conocen el otro momento y la 
masa. 


21. Demostración del teorema del eje paralelo 


a. Muestre que el primer momento de un cuerpo en el espacio, 
con respecto a cualquier plano que pase por el centro de masa 
del cuerpo, es cero. (Sugerencia: coloque el centro de masa del 
cuerpo en el origen y suponga que el plano es el plano yz. 
¿Qué le dice la fórmula х = My¿/M?) 
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b. Para demostrar el teorema del eje paralelo, coloque el cuerpo 
con su centro de masa en el origen, con la recta Г. m. a lo lar- 
go del eje z y la recta L perpendicular al plano xy en el punto 
(h, 0, 0). Sea D la región del espacio ocupada por el cuerpo. 
Entonces, con la notación de la figura, 


T,= Ife — hi? dm. 
D 


Desarrolle el integrando de esta integral y complete la demos- 
tración. 
El momento de inercia con respecto a un diámetro de una esfera 
sólida de densidad constante y radio a es (2/ 5)ma?, donde m es la 
masa de la esfera. Determine el momento de inercia con respecto 
a una recta tangente a la esfera. 


El momento de inercia del sólido del ejercicio 3 con respecto al 

eje zes I, = abc(a? + b?)/3. 

a. Use la ecuación (1) para determinar el momento de inercia y 
el radio de giro del sólido con respecto a la recta paralela al 
eje z que pasa por el centro de masa del sólido. 


b. Use la ecuación (1) y el resultado en la parte (a) para calcular 
el momento de inercia y el radio de giro del sólido con res- 
pecto a la recta x = 0, y = 2b. 


Sia = b = бус = 4, el momento de inercia de la cuña sólida 
(ejercicio 2) con respecto al eje xes Z, = 208. Calcule el momen- 
to de inercia de la cuña con respecto a la recta y = 4, z = —4/3 
(la orilla del extremo angosto de la cuña). 


Fórmula de Pappus 


La fórmula de Pappus (ejercicios 15.2) es válida en tres dimensiones, 
al igual que en dos. Supongamos que los cuerpos В| y B2 de masa т 
у m , respectivamente, ocupan regiones по traslapadas en el espacio, 
y que e, y ez son los vectores que van del origen а los respectivos cen- 
tros de masa. Entonces, el centro de masa de la unión Bı О В» de los 
dos cuerpos queda determinado mediante el vector 


т\с T 1262 


т + тә 


Сото antes, esta fórmula se Пата la fórmula de Pappus. Сото en el 
caso bidimensional, la fórmula se generaliza como 


туе + тэс) +++ т.е, 
mi + т +:::+ My 


para n cuerpos. 


25. Deduzca la fórmula de Pappus. (Sugerencia: trace Bı y B2 como 


26 


regiones no traslapadas en el primer octante y etiquete sus centros 
de masa (х1, у, 21) y (%2, Y2, 22). Exprese los momentos de 
В; О Вә con respecto a los planos coordenados en términos de las 
masas mı y ma y las coordenadas de estos centros.) 


La siguiente figura muestra un sólido formado a partir de tres só- 
lidos rectangulares de densidad constante d = 1. Use la fórmula 
de Pappus para encontrar el centro de masa de 


a. AUB 
с. BUC 


b. AUC 
4. AUBUC. 


27. a. Suponga que un cono circular recto sólido C con el radio de su 


28. 


base siendo a y con una altura Л se construye sobre la base сїг- 
cular de un hemisferio sólido S de radio a, de modo que la 
unión de los dos sólidos parece un cono de helado. El centroi- 
de de un cono sólido está a una cuarta parte del camino de la 
base al vértice, mientras que el centroide de un hemisferio só- 
lido se localiza a tres octavos del camino de la base a la parte 
superior. ¿Qué relación debe haber entre h y a para colocar el 
centroide de CU 5 en la base común de ambos sólidos? 


b. Si aún no lo ha hecho, responda a la misma pregunta, pero 
aplicada a un triángulo y una semicircunferencia (sección 
15.2, ejercicio 55). Las respuestas no son iguales. 


Una pirámide sólida Р con una altura Л y cuatro lados congruentes 
se construye con su base como una de las caras de un cubo sólido 
C, cuyas aristas tienen longitud s. El centroide de una pirámide 
sólida está a una cuarta parte del camino de la base hacia el vérti- 
ce. ¿Qué relación debe haber entre h y s para colocar el centroide 
de PU С en la base de la pirámide? Compare su respuesta con la 
dada en el ejercicio 27. Además, compárela con la respuesta del 
ejercicio 56 de la sección 15.2. 


Е 56. Integrales triples en coordenadas cilíndricas y esféricas 


Cuando un cálculo en física, ingeniería o geometría implica un cilindro, un cono o una es- 
fera, con frecuencia podemos simplificar nuestro trabajo usando coordenadas cilíndricas o 
esféricas, que presentaremos en esta sección. El procedimiento para transformar a estas 
coordenadas y evaluar las integrales triples resultantes es similar a la transformación 
a coordenadas polares en el plano que fue estudiada en la sección 15.3. 
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Integración en coordenadas cilíndricas 


Para obtener las coordenadas cilíndricas en el espacio combinamos las coordenadas pola- 
res del plano xy con el eje z. Esto asigna a todo punto en el espacio una o más tercias de 
coordenadas de la forma (r, u, z), como muestra la figura 15.36. 


DEFINICIÓN Coordenadas cilíndricas 


Las coordenadas cilíndricas representan un punto P en el espacio mediante ter- 
cias ordenadas (r, u, z) en donde 


1. гу! son las coordenadas polares para la proyección vertical de Р sobre el 
FIGURA 15.36 Las coordenadas plano xy. 


cilíndricas de un punto en el espacio son r, 2 
А 


z es la coordenada vertical rectangular. 
И, У 2. 


Los valores de х, у, r, у Ч en coordenadas rectangulares y cilíndricas se relacionan me- 
diante las ecuaciones usuales. 


Ecuaciones que relacionan las coordenadas rectangulares (х, y, 2) y las 
cilíndricas (r, U, z) 


x = rcosu, y = rsenu, с = z, 


г? = х? + y? tanu = y/x 


En coordenadas cilíndricas, la ecuación г = a describe no sólo una circunferencia en 
el plano xy, sino todo un cilindro alrededor del eje z (figura 15.37). El eje z está dado por 
г = 0. La ecuación и = Uy describe el plano que contiene al eje z y forma un ángulo Џо 
con el semieje positivo x, e igualmente como en las coordenadas rectangulares, la ecua- 
ción z = zo describe un plano perpendicular al eje z. 


0=0, 
mientras r y z varían T 


Z = Zo 
mientras r y Ө varían 


1 
1 | 
109 
1 
ЭЛ | 
-0,/ 
(2 
х 
а- 
ON y 
r=a, 


mientras Ө y z varían 


FIGURA 15.37 Ecuaciones con coordenadas 
constantes en las coordenadas cilíndricas producen 
cilindros y planos. 
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Las coordenadas cilíndricas son buenas para describir los cilindros cuyo eje corre a lo 
largo del eje z y a los planos que contienen al eje z o que son perpendiculares al mismo eje 
г ЛӨ z. Superficies como éstas tienen ecuaciones con coordenadas cilíndricas constantes: 

х 


\ ЕЛ г = 4. Cilindro, radio 4, su eje es el eje 2 


38 Az р 
1 и = 3” Plano que contiene el eje 2 


PE TE] z=2. Plano perpendicular al eje z 


Para calcular integrales triples sobre una región D en coordenadas cilíndricas, parti- 
FIGURA 15,38 En coordenadas mos la región en n pequeñas cuñas cilíndricas, en lugar de cajas rectangulares. En la k-ési- 
cilíndricas, el volumen de la cuña se ma cuña cilíndrica, r, и y z cambian por Arz, Айк, y Azz, y el mayor de estos números 
aproxima mediante el producto entre todas las cuñas cilíndricas se llama la norma de la partición. Definimos la integral 
AV = Azr Ar Au. triple como un límite de las sumas de Riemann aplicadas a estas cuñas. El volumen de una 
cuña cilíndrica AV; se obtiene al multiplicar el área AA% de su base en el plano ru рог la 
altura Az (figura 15.38). 
Para un punto (гк, Ug, zę) en el centro de la k-ésima cuña, ya hemos calculado en coor- 
denadas polares que АА, = rg Arg Ац. Entonces AV, = Azk rg Arg Айк y una suma de 
Riemann para f sobre D tiene la forma 


Sn = У, (п Ш 24) Агт Ary Аш. 
k=1 


La integral triple de una función f sobre D se obtiene considerando el límite de las sumas 
de Riemann con particiones cuyas normas tienden a cero 


lím з, = || ға = || $ dz r dr du. 
їг» ОО 
р р 


Las integrales triples en coordenadas cilíndricas se evalúan entonces con integrales itera- 
das, como en el siguiente ejemplo. 


EJEMPLO 1 Cómo definir límites de integración en coordenadas cilíndricas 


2 Definir los límites de integración en coordenadas cilíndricas para integrar una función 
Parte superior f(r, и, z) sobre la región D acotada abajo por el plano z = 0, а los lados por el cilindro cir- 


бы, 2 эР +y cular x? + (y — 1)? = 1, y arriba por el paraboloide z = x? + y?, 
ilíndricas: z = r 


Solución La base de D es también la proyección R de la región sobre el plano xy. La 
frontera de R es la circunferencia x? + (y — 1)? = 1. Su ecuación en coordenadas pola- 
D res es 


12 + (у= 102 = 1 


x + у2 = 29 +1 = 1 


>y 


r? — 2rsenu = 0 
=z 
бан! г = 256101. 
Cartesianas: x? + (у — 1)?= 1 | | 

x Polares: г-25600 La región aparece en la figura 15.39. 

Determinamos los límites de integración, comenzando con los límites en z. Una recta 
FIGURA 15.39 Determinación de los M paralela al eje z que pasa por un punto típico (r, U) en R, entra a Den z = 0 y sale en 
límites de integración para evaluar una г = х2 + у? = FÉ, 
integral en coordenadas cilíndricas A continuación hallamos los límites de integración en r. Un rayo L que pasa por (r, и) 


(ejemplo 1). partiendo del origen, entra a R en r = 0 y sale en r = 2 sen U. 
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Por último determinamos los límites de integración en U. Cuando L barre R, el ángulo 
u que forma con el semieje positivo х va desde u = 0 hasta u = р. La integral es 


р 2senu fr? 
1 ЕГИ f(r, и, z) dz r dr du. a 
0 JO 0 
D 


El ejemplo 1 ilustra un buen procedimiento para determinar los límites de integración 
en coordenadas cilíndricas. El procedimiento se resume como sigue. 


Cómo integrar en coordenadas cilíndricas 


ЇЇ fr, и, 2) ау 
D 


sobre una región D en el espacio en coordenadas cilíndricas, integrando primero con res- 
pecto a z, luego con respecto a r y finalmente con respecto a U, siga los pasos siguientes. 


Para evaluar 


1. Haga un bosquejo. Trace la región D junto con su proyección R sobre el plano xy. 
Marque las superficies y las curvas que acotan a D y aR. 


z = g(r, 0) 


r = (0) 


2. Determine los límites de integración. Trace una recta M paralela al eje z, por un punto 
típico (r, u) de R. Mientras z crece, M entra a D en z = g(r, u) y sale en z = g(r, u). 
Estos son los límites de integración en z. 
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3. Determine los límites de integración en г. Trace un rayo L рог (r, u) desde el origen. 
El rayo entra a R en r = л, (и) y sale en r = h2(u). Éstos son los límites de integra- 
ción en r. 


4. Determine los límites de integración en u. Cuando L barre К, el ángulo u que forma 
con el semieje positivo х va desde u = a hasta u = b. Éstos son los límites de inte- 
gración en U. La integral es 


u=b fr=h(u) f2=gx(r, u) 
1 f(r,u, z) dV = / f(r,u, z) dz такай. 
р u=a Jr=h(u) /81(7,4) 


EJEMPLO 2 Determinación de un centroide 


Encontrar el centroide (d = 1) del sólido encerrado por el cilindro x? + y? = 4, acotado 
arriba por el paraboloide z = х? + y?, y abajo por el plano xy. 


2 Solución Trazamos el sólido, acotado arriba por el paraboloide z = r? y abajo por el 
plano z = 0 (figura 15.40). Su base R es el disco 0 = r = 2 en el plano ху. 
ч El centroide del sólido (x, y, Z) está en su eje de simetría, en este caso, el eje z. Esto 
hace que х = y = 0. Para hallar 2, dividimos el primer momento М, entre la masa М. 
5 M Para hallar los límites de integración para las integrales de la masa y el momento, 
continuamos con los cuatro pasos básicos. Completamos nuestro bosquejo inicial. Los de- 
i más pasos dan los límites de integración. 
| Los límites еп z. Una recta М paralela al eje z, que pasa por un punto típico (r, и) en la 
ст. ө base, entra al sólido en z = 0 y sale en z = r°. 
Los límites en r. Un rayo L que pasa por (r, U) saliendo desde el origen, entra a R en 


N 


PR 22 хё угай г = 0y sale enr = 2. 
TNA Y r= TLos límites en U. Cuando L barre sobre la base, como una manecilla de reloj, el ángu- 
К E яа. Іо u que forma con el semieje positivo х va desde u = 0 hasta u = 2р. El valor de M,, es 
ЕС (7, 0) is 


х i N y 2p ү2 fr 2p f2 22 r’ 
ы? My = | f / z dzr dr du = | | В r аг du 
o Jo Jo o Jo 0 


FIGURA 15.40 El ejemplo 2 muestra 


cómo encontrar el centroide de este sólido. 2 (2,5 2 1,518 2 16 32р 
= dr ац = du = du = : 
o Јо 2 0 12 |, о 3 3 


>N 


Р(р, ф, 0) 


FIGURA 15.41 Las coordenadas 


esféricas Г, f , y U y su relación con x, y, z 
yr. 


>N 


ф = фу, mientras 
que p y Ө varían 


Р(а, do 00) 


р = a, mientras 

que ф у Ө varían 
9 = Oy, mientras que р 
y ф varían 


FIGURA 15.42 Las ecuaciones de 
coordenadas constantes en coordenadas 
esféricas proporcionan esferas, conos y 
semiplanos. 
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El valor de M es 
2р f2 р? 2р par y 
M -| Ї| dz r dr du -| | | г аг ам 
o Jo Jo o Jo 0 
2р f2 2p po 2 2р 
-ГГева-( ВСЯ! ААГ 8р, 
о Jo 0 0 0 
Рог їапїо, 
__ Му 3р1 4 
М 3 8р 3* 
y el centroide es (О, 0, 4/3). Observe que el centroide está fuera del sólido. ш 


Coordenadas esféricas e integración 


Las coordenadas esféricas ubican los puntos en el espacio mediante dos ángulos y una dis- 
tancia, como lo muestra la figura 15.41. La primera coordenada, Г = [ОР ‚ es Іа distan- 
cia del punto al origen. A diferencia де 7, la variable Г nunca es negativa. La segunda 
coordenada, f , es el ángulo ОР que forma соп el semieje positivo z. Se requiere que esté 
en el intervalo (0, р |. La tercera coordenada es el ángulo и medido en coordenadas cilín- 
dricas. 


DEFINICIÓN Coordenadas esféricas 

Las coordenadas esféricas representan un punto P en el espacio mediante las 
tercias ordenadas (r,f , u) en las que 

1. r esla distancia de P al origen. 

2. f esel ángulo que OP forma con el semieje роѕійуо 2 (0 = f <p). 


3. ез el ángulo de las coordenadas cilíndricas. 


En los mapas de la Tierra, U se relaciona con el meridiano de un punto sobre la Tierra 
yf con su latitud, mientras que r se relaciona con la altitud sobre la superficie terrestre. 

La ecuación Г = a describe la esfera (superficie esférica) de radio a con centro en el 
origen (figura 15.42). La ecuación Ё = f y describe un cono cuyo vértice está en el origen 
y cuyo eje está a lo largo del eje z. (Ampliamos nuestra interpretación para incluir el plano 
xy como el conof = р /2.) Si f ọ es mayor que р /2, el cono f = f ọ se abre hacia abajo. 
La ecuación U = Uy describe el semiplano que contiene al eje z y forma un ángulo Uy con 
el semieje positivo x. 


Ecuaciones que relacionan las coordenadas esféricas con las coordenadas 
cartesianas y cilíndricas 


r=rsenf, x= rcosu = Г senf cosu, 


r cosf, y = rsenu = Г senf senu, (1) 


N 
[| 


T= 2х2 +у2 +2 = 2 р? + 42. 
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x? +y? + (2-1)? = 1 
2 р = 2 с05 ф 


FIGURA 15.43 La esfera del ejemplo 3. 


x y 


FIGURA 15.44 El cono del ejemplo 4. 
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EJEMPLO 3 Conversión de coordenadas cartesianas a esféricas 


3 eN Р: 2) 
Determine una ecuación en coordenadas esféricas рага la esfera x? + y? + (z — 1)? = 1. 


Solución Usamos las ecuaciones (1) para sustituir x, y, У 2: 
xX +y + (а= 1) = 1 
r2sen?f соѕ20 + 1?sen?f sen?u + (r cosf — 1)? = 1 Ecuaciones (1) 


r?sen?f (cos?u + sen?u) + r?cos?f — 2r cosf +1 = 1 


1 
rYAsen?f + cos?f ) = 2r cosf 
элэг шин 
г2 = 2[ cosf 
r =2cosf . 
Vea la figura 15.43. п 


EJEMPLO 4 Conversión de coordenadas cartesianas a esféricas 


Determine una ecuación en coordenadas esféricas para el cono z = 2 x? + y? (figura 
15.44). 


Solución 1 Use la geometría. El cono es simétrico con respecto al eje z y corta al primer 
cuadrante del plano yz a lo largo de la recta z = y. El ángulo entre el cono y el semieje 
positivo z es por tanto p /4 radianes. El cono consta de los puntos cuyas coordenadas esfé- 
ricas tienen Ё igual a р /4, de modo que su ecuación es f = р /4. 


Solución 2 Use el álgebra. Si usamos las ecuaciones (1) para sustituir x, y y z obtene- 
mos el mismo resultado: 

2= 22 + у? 
Ejemplo 3 


rcosf = 2 r?sen?f 


Г cosf = r senf r =0,senf = 0 


cosf = senf 


23 б<! =p . 


Las coordenadas esféricas son adecuadas para describir esferas con centro en el origen, semi- 
planos acoplados a lo largo del eje z y conos con vértice en el origen y eje a lo largo del eje 
z. Superficies como éstas tienen ecuaciones con valores constantes para las coordenadas: 


r=4 Esfera de radio 4, centro en el origen 

= р Cono que abre hacia arriba desde el origen, formando 
=> un ángulo de p /3 radianes con el semieje positivo z 
_ р Semiplano, acoplado con el eje z formando un 

цан 3" ángulo de p /3 radianes con el semieje positivo x 


Al calcular integrales triples sobre una región D en coordenadas esféricas, partimos la 
región en n cuñas esféricas. El tamaño de la k-ésima cuña esférica, que contiene a un pun- 
to (гд, f x, Ш), está dado por los incrementos Ar ¿, AUz, y Af ¿enr,u, y f . Tal cuña esfé- 
rica tiene como aristas un arco circular de longitud r ¿ Af x, y otro arco circular de longitud 
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7 
Ж 


r sen f ¿ Айк, su espesor es Ar z. La cuña esférica aproxima bien un cubo de las mismas 
png dimensiones, cuando Ar ¿, Ац, y Af ¿ son pequeños (figura 15.45). Se puede mostrar que 
рАф рзепФАӨ е] volumen de la cuña esférica es AV, es ДУ; = Гу senf ¿ Ar g Af ¿ Ди, рага un punto 
(г Ё UL) elegido dentro de la cuña. 

La suma de Riemann correspondiente para una función F(r,f , u) es 


Sa = Y FU ef ш) Гу senf Аг, Af y АШ. 
A 


Cuando la norma de la partición tiende a cero y las cuñas esféricas son cada vez más pe- 


2 queñas, las sumas de Riemann tienen un límite si F es continua: 
Va ч 
0 
х ши lím 5, = [101001 fff коет а df du. 
п> оо 
р р 


FIGURA 15,45 Еп coordenadas esféricas, 
En coordenadas esféricas, tenemos 
dV = dr -r df г senf du 


=1?senf dr df du. dV =r?senf dr df du. 


Para evaluar integrales en coordenadas esféricas, por lo general integramos primero con 
respecto a Г. El procedimiento para encontrar los límites de integración aparece a conti- 
nuación. Restringiremos nuestra atención a la integración sobre dominios dados por sóli- 
dos de revolución en torno del eje z (o partes de ellos), tales que los límites de U y f sean 
constantes. 


Cómo integrar en coordenadas esféricas 


1 f(r,f,u)dV 
р 


sobre una región D en el espacio en coordenadas esféricas, integrando primero con respec- 
to ar, luego con respecto af , y por último con respecto a U, siga estos pasos. 


Para evaluar 


1. Haga un bosquejo. Trace la región D junto con su proyección R sobre el plano xy. 
Marque las superficies que acotan a D. 


р = 2,0) 
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FIGURA 15,46 ЕІ cono de helado del 
ejemplo 5. 


2. Determine los límites de integración en Т. Trace un rayo M desde el origen hacia D 
formando un ángulo Ё con el semieje positivo z. Trace además la proyección de М so- 
bre el plano xy (llame a la proyección L). El rayo L forma un ángulo u con el semieje 
positivo х. Al сгесегг M entra a Denr = gi(f ,Uu) y saleenr = ga(f , u). Éstos son 
los límites de integración en Г 


p= glo, 0) 


3. Determine los límites de integración еп f . Para cualquier u, dado, el ángulo Ё que М 
forma con el eje z va desde f = f mín hasta f = f max. Estos son los límites de inte- 
gración enf . 


4. Determine los límites de integración en u. El rayo L barre R cuando u va de a a b . És- 
tos son los límites de integración en U. La integral es 


1-0 ff =f máx (15586211) 
1 гае f / f(r,f ,u)r?senf dr df du. 
Э и=а =f mn 415811 1) 


EJEMPLO 5 Cálculo de un volumen en coordenadas esféricas 


Calcular el volumen del “cono de helado” D cortado en la esfera sólida r = 1 por el cono 


f =p/3. 


Solución El volumen es V = Дт 2 senf dr Ф du, la integral de f(r,f ,u) = 1 so- 
bre D. 

Para determinar los límites de integración y evaluar la integral, comenzamos bosque- 
jando D y su proyección R sobre el plano xy (figura 15.46). 

Los límites de integración en Т . Trazamos un rayo M desde el origen hacia D que for- 
me un ángulo f соп el semieje positivo z. También trazamos L, la proyección de М sobre 
el plano xy, junto con el ángulo u que L forma con el semieje positivo х. El rayo М entra a 
Denr = Oysaleenr = 1. 

Los límites de integración еп Ё . El сопо f = р /3 forma un ángulo de р /3 con el se- 
mieje positivo z. Para cualquier u, dado, el ángulo f puede variar desde f = 0 hasta 


f =p/3. 
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Los límites de integración en Ч. El rayo L barre R cuando и va de 0 a 2р. El volumen 


2р үр/3 25 
v= ЇЇ тэм а dí du -| f | snt dr dí du 
o Jo Jo 


D 


2р рр /3 fr3]! 2р р/3 | 
- | | B senf df du -| | з senf dí ац 
o Jo 0 o Jo 
2р р /3 2р 
— 21 2 1,1 1 p 
-| | Leost | ай | ( 1.1) а 602) 33 п 


EJEMPLO 6 Cálculo de un momento de inercia 


es 


Un sólido de densidad constante d = 1 ocupa la región D en el ejemplo 5. Determine el 
momento de inercia del sólido con respecto al eje z. 


Solución En coordenadas rectangulares, el momento es 


1, = | (х2 + у?)ау. 


En coordenadas esféricas, x? + y? = (г senf cosu)? + (г senf senu)? = г? 
sen?f . Por tanto, 


r= ||] )r?senf dr df du = Јута d dí du. 


Para la región del ejemplo 5, esto se convierte en 


> [рз [1 2р рр/3 Гр5 71 
1, -| f [user а df du -| | 5 веп?Ї df du 
0 0 0 А Я o 
ын Ы 34 тиз 
= (1 — cos?f )senf df du = =вбы С р 
5 0 0 5 o 3 


2p 2p 
irai 11 1 (95 | р 
-4| ( “Ан :)а-4| 24% = 94020) = 13: , 


Fórmulas para conversión de coordenadas 


CILÍNDRICAS A ESFÉRICAS A ESFÉRICAS A 
RECTANGULARES RECTANGULARES CILÍNDRICAS 
x= rcosu x =f senf cosu r=r senf 
у = rsenu у = г senf senu z = Г cosf 
2 = 5 г = Г со81 и = џ 


Fórmulas correspondientes рага dV en integrales triples: 
dV = dx dy dz 
= dz r dr du 
=1?senf dr df du 
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En la siguiente sección ofrecemos un procedimiento más general para determinar dV 
en coordenadas cilíndricas y esféricas. Por supuesto, el resultado es el mismo. 


EJ ERCICIOS 15.6 


Evaluación de integrales en coordenadas 
cilíndricas 


Evalúe las integrales en coordenadas cilíndricas de los ejercicios 1-6. 


2p f1 f22=r? 
1. | f | dz r dr du 
0 0 Jr 
2 (3 f2 18-r? 
5 1 | | dz r dr du 
o Jo Jr?/3 
2p ги/2р y 3+24r? 
: | | | dz r dr du 
o Jo 0 
р гир f32 4—2 
5 | f /  zdzrdrdu 
o Jo J-24-» 
2р f1 f1/2 2=r? 
ТИ е 
0 0 Jr 


2р (11172 
3 | | (т? зеп^ и + 22) dz r dr du 
o Jo J-1/2 


Cambio de orden de integración en coordenadas 
cilíndricas 


Las integrales que hemos visto hasta ahora sugieren que hay órdenes de 
integración preferidos para las coordenadas cilíndricas, pero es usual 
que otros órdenes funcionen y que en ocasiones sean más fáciles de eva- 
luar. Evalúe las integrales de los ejercicios 7-10. 


2р рз f2/3 
T: | | | г? dr dz du 
o Jo Jo 
1 f2p 1+соѕ u 
8. / | | 4r аг du dz 
-iJo Jo 
1 f2z 2p 
9. ! | (т? соз^и + 22) r du dr dz 
o Jo Jo 


2 (24—12 рор 
10. 1] (rsenu + 1) r du dz dr 
0 Jr-2 0 


11. Sea D la región acotada abajo por el plano z = 0, arriba por la 
esfera x2+y?+22=4, y a los lados por el cilindro 
x? + y? = 1. Enuncie las integrales triples en coordenadas cilín- 
dricas que dan el volumen de la región D, usando los siguientes 
órdenes de integración. 


a. dz dr du 
b. dr dz du 
с. du dz dr 


N 


w 


Ф 


л 


е 


12. Sea D la región acotada abajo рог el cono z = 2 х? + y? y arri- 
ba por el paraboloide z = 2 — х? — y?, Enuncie las integrales 
triples en coordenadas cilíndricas que dan el volumen de D usan- 
do los siguientes Órdenes de integración. 


a. dz dr du 
b. dr dz du 
с. du dz dr 


13. Dé los límites de integración para evaluar la integral 


1 f(r,u, z) dz r dr du 


como una integral iterada sobre la región acotada abajo por el pla- 
no z = 0, a los lados por el cilindro r = cos и, y arriba por el 
paraboloide z = 3r?. 


14. Convierta la integral 


172 1-у Xx 
ЇЦ | (x? + y?) dz dx dy 
-1/0 0 


en una integral equivalente en coordenadas cilíndricas y evalúe el 
resultado. 


Cálculo de integrales iteradas en coordenadas 
cilíndricas 


En los ejercicios 15-20, enuncie la integral iterada para evaluar 
Mo f(r,u, z) dz r dr du sobre la región D dada. 


15. D es el cilindro circular recto cuya base es la circunferencia 
r = 2 sin Ч en el plano xy y cuya parte superior está en el plano 
z=4-y. 


16. D es el cilindro circular recto cuya base es la circunferencia 
r = 3 cos U y cuya parte superior está en el plan z = 5 — x. 


Y = 3 c05 6 


17. es el cilindro recto sólido cuya base es la región del plano xy que 
está dentro de la cardioide г = 1 + cos U fuera de la circunferen- 
ciar = 1 y cuya parte superior está en el plano z = 4. 


г= 1 + соѕ 0 


18. D es el cilindro recto sólido cuya base es Іа región entre las cir- 
cunferencias r = cosu y r = 2cosU y cuya parte superior está 
en el plano z = 3 — y. 


Е \ a 0 


r=2c0s0 


19. Des el prisma cuya base es el triángulo en el plano xy acotado por 
el eje ху las rectas у = xy x = 1 y cuya parte superior está en el 
plano z = 2 — y. 
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20. Des el prisma cuya base es el triángulo en el plano xy acotado por 
el eje y y las rectas y = x y y = 1 y cuya parte superior está en el 
plano z = 2 = х. 


>N 


1-2-Х 


Evaluación de integrales 
en coordenadas esféricas 


Evalúe las integrales en coordenadas esféricas de los ejercicios 21-26. 


p fp f2senf 
21. 1 г?зепї dr df du 
0 0 JO 


2 үр/4 f2 
2 | | (г cosf )r?senf dr df du 
o Jo Jo 


2p fp f(l=cosf )/2 
23. | El r?senf dr df du 
o Jo Jo 
3р/2 fp [1 
м. | [sosa а dí du 
0 o Jo 
2р үр/3 f2 
25. | | | 3r?senf dr df du 
0 0 secf 
2р fp/4 fsecf 
26. | | | (г cosf )r?senf dr dí du 
o Jo 0 


Cambio del orden de integración 
en coordenadas esféricas 


Las integrales anteriores sugieren que hay órdenes de integración pre- 
feridos para las coordenadas esféricas, pero existen otros órdenes que 
en ocasiones son más fáciles de evaluar. Evalúe las integrales de los 
ejercicios 27-30. 


20 гр/2 
27. [/ | r3sen2f df du dr 
0 J-p Jp/4 
р/3 p2cscf 2р 
в. | | r?senf ача dí 
p/6 Jescf 0 
1 гр уру 
29. | | | 12r sen?f df du dr 
o Jo Jo 
p/2 гр/2 [2 
30. | | / 513601 dr du df 
p/6 J-p/2 Jescf 


31. Sea D la región del ejercicio 11. Enuncie las integrales triples en 
coordenadas esféricas que dan el volumen de dicha región, usan- 
do los siguientes Órdenes de integración. 


а. dr dí du b. df dr du 
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32. Sea D la región acotada abajo por el cono z = 2 х? + y? y arri- 
ba por el plano z = 1. Enuncie las integrales triples en coordena- 
das esféricas que determinan su volumen, usando los siguientes 
órdenes de integración. 


а. dr df du b. df dr du 


Cálculo de integrales iteradas 
en coordenadas esféricas 


En los ejercicios 33-38, (a) determine los límites en coordenadas esfé- 
ricas para la integral que da el volumen del sólido dado y (b) evalúe la 
integral. 


33. El sólido entre la esferar = cosf y el hemisferior = 2,z = 0 


34. El sólido acotado abajo por el hemisferio Г = 1, 2 = 0, y arriba 
por la cardioide de revolución Г = 1 + cosf 


N 


р = 1 + cos ġ 
2 


35. El sólido encerrado por la cardioide de revolución = 1 — cosf 

36. La parte superior del sólido del ejercicio 35, cortada por el plano 
ху 

37. El sólido acotado abajo por la esfera г = 2cosf y arriba por el 
cono z = 2 x? + y? 


ые 


38. El sólido acotado abajo por el plano xy, a los lados por la esfera 
Г = 2, y arriba por el conof = р /3 


Coordenadas rectangulares, 
cilíndricas y esféricas 


39. Enuncie las integrales triples para el volumen de la esfera r = 2 
en coordenadas (a) esféricas, (b) cilíndricas y (с) rectangulares. 


40. Sea D la región del primer octante que está acotada abajo por el 
cono f = р /4 y arriba por la esfera Г = 3. Exprese el volumen 
de la región D como una integral triple iterada en coordenadas 
(a) cilíndricas y (b) esféricas. Luego (c) calcule V. 


41. Sea D el pequeño casquete de una bola sólida con 2 unidades de 
radio, cortado por un plano que está a una unidad del centro de la 
esfera. Exprese el volumen de la región D como una integral tri- 
ple iterada en coordenadas (a) esféricas, (b) cilíndricas y (e) rec- 
tangulares. Luego (d) calcule el volumen evaluando una de las 
tres integrales triples. 


42. Exprese el momento de inercia /, del hemisferio sólido 
x? + y? +z? = 1,2 = 0, como una integral Иегааа en coorde- 
nadas (a) cilíndricas y (b) esféricas. Luego (с) encuentre /.. 


Volúmenes 


Calcule los volúmenes de los sólidos de los ejercicios 43-48. 


43. 44. 


2=4-402+у)) 


45. 


47. 


49. 


50. 


51. 


52. 


53. 


54. 


55. 


56. 


57. 


58. 


59. 


60. 


61. 


62. 


Esferas y conos Calcule el volumen de la porción de la esfera só- 
lidar = a que está entre los conos f = p/3yf = 2р /3. 


Esferas y semiplanos 
fera sólida г = a cortada por los semiplanos и = 0 y u = р /6 


Calcule el volumen de la región de la es- 


en el primer octante. 


Esfera y plano Calcule el volumen de la región pequeña de la 
esfera sólida Г = 2 cortada por el plano z = 1. 


Cono y planos Calcule el volumen del sólido encerrado por el 
cono z = 2 x? + y? entre los planos z = 1 yz = 2. 


Cilindro y paraboloide Calcule el volumen de la región acota- 
da abajo por el plano z = 0, a los lados por el cilindro 
x? + y? = 1, y arriba por el paraboloide z = х? + у>. 


Cilindro y paraboloides 
da abajo por el paraboloide z = х? + y?, a los lados por el cilin- 


Calcule el volumen de la región acota- 


dro х? + y? = 1, y arriba por el paraboloide z = х? + y? + 1. 


Cilindro y conos Calcule el volumen del sólido cilíndrico de pared 


gruesa 1 = x? + y? < 2 cortado por los conos z = +2 х? + y?, 


56. Esfera y cilindro Calcule el volumen de la región que se 
encuentra entre la esfera x? + y? + z? = 2 y fuera del cilindro 
х2 + у? = 1. 

Cilindro y planos Calcule el volumen de la región encerrada 
por el cilindro x? + y? = 4 y por los planos z = Оуу + z = 4. 
Cilindro y planos 


por el cilindro х2 + у” = 4 y рог los planos 2-0 y 
x+y+z=4 


Calcule el volumen de la región encerrada 


Región entre paraboloides Calcule el volumen de la región 
acotada arriba por el paraboloide z = 5 — x? — y? y abajo por el 
paraboloide z = 4x? + 4y?, 


Paraboloide y cilindro Calcule el volumen de la región acota- 
da arriba por el paraboloide z = 9 — x? — y?, abajo por el plano 
ху, y que está fuera del cilindro x? + y? = 1. 


Cilindro y esfera Calcule el volumen de la región del cilindro 
sólido x? + y? = 1 cortada por la esfera x? + y? + 22 = 4. 


Esfera y paraboloide Calcule el volumen de la región acotada 
arriba por la esfera x? + y? + z? = 2 y abajo por el paraboloide 
2=x + y, 
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Valores promedio 


63 


64. 


65. 


66. 


. Calcule el valor promedio de la función f(r, и, z) = r sobre la re- 
gión acotada por el cilindro r = 1 que se encuentra entre los pla- 
nosz = —-1yz= 1. 


Determine el valor promedio de la función f(r, u, z) = r sobre la 

bola sólida acotada por la esfera r? + z? = 1. (Ésta es la esfera 
2 2 2 

х + у + 2 = 1.) 


Calcule el valor promedio de la función f(r,f ,u) = г sobre la 
bola sólidar = 1. 


) = Г cosf so- 


f =p/2 


Calcule el valor promedio de la función f(r ,f 


zU 
bre la parte superior de la bola sólidar = 1,0 = 


Masas, momentos y centroides 


67 


68. 


69. 
70. 


71. 


72. 


73. 


74. 


75. 


76. 


77. 


78. 


. Centro de masa Un sólido de densidad constante está acotado 
abajo por el plano z = 0, arriba por el cono z = г, ғ > 0, y alos 
lados por el cilindro r = 1. Determine el centro de masa. 


Centroide Determine el centroide de la región del primer oc- 
tante que está acotada arriba рог el cono z = 2 х? + у”, abajo 
por el plano z = 0, y alos lados por el cilindro x? + y? = 4 y por 
los planos х = 0 y y = 0. 


Centroide Determine el centroide del sólido en el ejercicio 38. 


Centroide Determine el centroide del sólido acotado arriba por 
la esfera г = a y abajo por el cono f = р /4. 


Centroide Determine el centroide de la región acotada arriba 
por la superficie z = 2 г, alos lados por el cilindro г = 4, y aba- 
jo por el plano 


Centroide Determine el centroide de la región de la bola sólida 
r? + 22 = 1 cortada рог los semiplanos и = —p /3, r = 0, y 
u=p/3,r=0. 


Inercia y radio de giro Calcule el momento de inercia y el ra- 
dio de giro con respecto al eje z de un cilindro circular recto de 
paredes gruesas, acotado por adentro por el cilindro r = 1, por 
afuera por el cilindro r = 2, arriba por el plano z = 4 y abajo por 
el plano z = 0. (Considere d = 1.) 


Momentos de inercia de un cilindro circular sólido Calcule 
el momento de inercia de un cilindro circular sólido de radio 1 y 
altura 2 (a) con respecto al eje del cilindro y (b) con respecto a 
una recta que pasa por el centroide, perpendicular al eje del cilin- 
dro. (Considere 1 = 1.) 


Momento de inercia de un cono sólido Calcule el momento de 
inercia de un cono circular recto de altura 1 y base de radio 1, con 
respecto a un eje que pasa por el vértice paralelo a la base. (Use 


d=1,) 


Momento de inercia de una esfera sólida Calcule el momento 
de inercia de una esfera sólida de radio a con respecto a un diá- 
metro. (Considere 1 = 1.) 


Momento de inercia de un cono sólido Calcule el momento de 
inercia de un cono circular recto de altura Л y base de radio Л, con 
respecto a su eje. (Sugerencia: Coloque el cono con su vértice en 
el origen y su eje a lo largo del eje z.) 


Densidad variable Un sólido está acotado arriba por el parabo- 
loide z = r?, abajo por el plano z = 0, y a los lados por el cilin- 
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80. 


81. 


82. 


83. 
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dro r = 1. Calcule el centro de masa, así como el momento de 
inercia y el radio de giro con respecto al eje z, si la densidad es 

а. 0(7,0,2) =z 

b. d(r,u, z) = r. 

Densidad variable Un sólido está acotado arriba por el cono 
z= 2 х? + y? y abajo por el plano z = 1. Calcule el centro de 


masa, así como el momento de inercia y el radio de giro con res- 
pecto al eje z, si la densidad es 


а. 0(7,0,2) =z 
р. d(r,u, z) = 22. 
Densidad variable Una bola sólida está acotada arriba por la 


esfera Г = a. Calcule el momento de inercia y el radio de giro 
con respecto al eje z, si la densidad es 


а. d(r,f,u) =r? 
b. d(r,f,u) =r = Г senf. 


Centroide de un semielipsoide sólido Muestre que el centroide 
del semielipsoide de revolución sólido (ғ2/а2) + (2/1?) = 1, 
z = 0, está sobre el eje z a 3/8 del camino de la base a la parte su- 
perior. El caso particular h = a da un hemisferio sólido. Así, el 
centroide de un hemisferio sólido está en el eje de simetría a 3/8 
del camino de la base a la parte superior. 


Centroide de un cono sólido Muestre que el centroide de un 
cono circular recto sólido está a un cuarto del camino de la base al 
vértice. (En general, el centroide de un cono sólido o de una pirá- 
mide sólida está a un cuarto del camino del centroide de la base al 
vértice.) 


Densidad variable Un cilindro circular recto sólido está acotado 
por el cilindro r = a y por los planos z = 0 y z=h,h > 0. 
Calcule el centro de masa, así como el momento de inercia y el radio 
de giro con respecto al eje z, si la densidad es d (r, u, z) = z + 1. 


84. 


85. 


Masa de la atmósfera del planeta Un planeta esférico de radio 
R tiene una atmósfera cuya densidad es т = туе ©”, donde h es 
la altura sobre la superficie del planeta, То es la densidad a nivel 
del mar y c es una constante positiva. Calcule la masa de la at- 
mósfera del planeta. 


Densidad del centro de un planeta Un planeta tiene la forma de 
una esfera de radio R y una masa total M con una distribución 
de densidad con simetría esférica que crece linealmente al aproxi- 
marse al centro. ¿Cuál es la densidad en el centro de este planeta, si 
la densidad en la superficie es igual a cero? 


Teoría y ejemplos 


86. 


87. 


88. 


89. 


90. 


Cilindros circulares verticales en coordenadas esféricas De- 
termine una ecuación de la forma r = f(f ) para el cilindro 


х? + y? = а?. 


Planos verticales en coordenadas cilíndricas 


a. Muestre que los planos perpendiculares al eje x tienen ecua- 
ciones de la forma r = a sec U en coordenadas cilíndricas. 


b. Muestre que los planos perpendiculares al eje y tienen ecua- 
ciones de la forma r = b csc U. 


(Continuación del ejercicio 87.) Determine una ecuación de la forma 
r = f(u) en coordenadas cilíndricas para el plano ax + by = с, 
с + 0. 


Simetría ¿Qué simetría tendrá una superficie con una ecuación 
de la forma r = f(z) en coordenadas cilíndricas? Justifique su 
respuesta. 


Simetría ¿Qué simetría tendrá una superficie con una ecuación 
de la forma r = f(f ) en coordenadas esféricas? Justifique su 
respuesta. 


KE 57 Sustitución en integrales múltiples 


Esta sección muestra cómo evaluar integrales múltiples por sustitución. Como en la inte- 
gración simple, el objetivo de la sustitución es reemplazar las integrales complicadas por 
otras más fáciles de evaluar. Las sustituciones logran esto simplificando el integrando, los 
límites de integración o ambos. 


Sustituciones en integrales dobles 


La sustitución por coordenadas polares de la sección 15.3 es un caso particular de un mé- 
todo más general de sustitución para integrales dobles, un método que representa los cam- 
bios de variable como transformaciones de regiones. 

Suponga que la región G en el plano uy se trasforma de manera uno a uno en la región 
R del plano xy mediante ecuaciones de la forma 


х= (и, y) y = hu, y), 


como sugiere la figura 15.47. Llamamos a R la imagen de G bajo la transformación, y G 
es la preimagen de К. Cualquier función f(x, y) definida en R puede considerarse como 


BIOGRAFÍA HISTÓRICA 


Carl Gustav Jacob Jacobi 
(1804-1851) 


>и 
0 
Plano cartesiano uv 
x = g(u, v) 
y = h(u, v) 
y 
A 
> х 


Plano cartesiano xy 


FIGURA 15.47 Las ecuaciones 

х = glu, Y) y y = h(u, У) nos permiten 
cambiar una integral sobre una región R 
del plano xy por una integral sobre una 
región G del plano uy. 


1129 


15.7 Sustitución en integrales múltiples 


una función f(g(u, у), h(u, y )) definida ер С. ¿Cuál es la relación entre la integral de f(x, 
y) sobre R con la integral de f (e(u, у), h(u, y )) sobre С? 

La respuesta es que si g, h y f tienen derivadas parciales continuas y J(u, у) (que ana- 
lizaremos en breve) se anula sólo en puntos aislados, entonces 


I f(x, y) dx dy = I f(g(u, y), hlu, у)) | J(u, y) | du dy. (1) 
R G 


El factor J(u, у), cuyo valor absoluto aparece en la ecuación (1), es el jacobiano de la 
transformación de coordenadas, así nombrado en honor del matemático alemán Carl Jaco- 


Definición del J acobiano 
El jacobiano o determinante jacobiano de la transformación de coordenadas 
х = g(u, y), y = h(u, y) is 


и Y| _ Y _ 3Y əx 


У) = lo al – агау диду 


bi. Este mide la razón con que la transformación amplía o reduce el área en torno de un 
punto en G, cuando G se transforma en R. 
El jacobiano se denota también como 


a(x, y) 
д(и, y) 


J(u, y) = 


para ayudarnos a recordar la construcción del determinante de la ecuación (2) a partir de 
las derivadas parciales de x y y. La deducción de la ecuación (1) es intrincada, y pertenece 
a un curso de cálculo avanzado por lo que en este libro no la daremos. 

Para coordenadas polares, tenemos r y u en lugar de u y у. Como x = гсоѕи y 
y = r sen U , el jacobiano es 


дх óx 
ðr ðU cosu —rsenu 

J(r,u) = = = r(cos?u + sen? u) = r. 
ду ду sen И r cos U 
дг ðu 


Por tanto, la ecuación (1) se convierte en 


ЇЇ: dx dy = | їсс, гэввшулага РЕР” 
G 


R 
= J| secos. гооп) гага, (3) 
G 


que es la ecuación hallada en la sección 15.3. 
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0 La figura 15.48 muestra la forma en que las ecuaciones х = r cos U, y = r sin U trans- 
! forman el rectángulo G: 0 = r = 1,0 = u = p /2 en el cuarto de círculo R, acotado por 
л x? + y? = 1 enel primer cuadrante del plano xy. 
2 Observe que la integral del lado derecho de la ecuación (3) no es la integral de 
G f(r cos u, r sen u) sobre una región en el plano con coordenadas polares, sino que es la in- 
tegral del producto de f(r cos u, r sen и) y r, sobre una región С en el plano cartesiano ru. 
He aquí un ejemplo de otra sustitución. 
EJEMPLO 1 Aplicación de una transformación para integrar 
0 1 да Evaluar 
Plano cartesiano r0 4 fx=0/D+19x — y 
dx dy 
0 Jx=y/2 2 
| х = r COSO aplicando la transformación 
y =rseng 
2х = y у 
w= у=» (4) 


e integrando sobre una región adecuada en el plano uy. 


Solución Trazamos la región de integración R en el plano xy e identificamos sus fronte- 
ras (figura 15.49). 


v=2 
2 
Plano cartesiano x y 
FIGURA 15.48 Las ecuaciones х = ань G ш 
rcos И, у = r sin U transforman G en А. 
>u > Х 
0| 2-0 1 op ү1 
у= 0 


FIGURA 15,49 Las ecuaciones х = и + уу у = 2y transforman G en 
R. Al invertir la transformación mediante las ecuaciones и = (2x — y)/2 
y Y = y/2 se transforma R en G (ejemplo 1). 


Para aplicar la ecuación (1), necesitamos conocer la región G correspondiente del pla- 
no uy y el jacobiano de la transformación. Para hallarlos, primero despejamos x y y de las 
ecuaciones (4) en términos de и y у. Algo de álgebra da 

x=u+y у=2у. (5) 


Luego hallamos la frontera de G sustituyendo estas expresiones en las ecuaciones para las 
fronteras de R (figura 15.49). 


Ecuaciones de la Ecuaciones correspondientes Ecuaciones 
frontera de R de xy de la fronetra de G en uY simplificadas en uv 
x= у/2 и + y = 2y/2 = у и = 0 
x = (у/2) + 1 u + y = (2y/2)+1=y+ 1 u=1 
y= 2y = 0 у= 0 
у= 4 2у = 4 У = 2 


v=u 
а) 
-48 л > 
М 11 
и-1 
pl o 
2 


>X 


FIGURA 15.50 Las ecuaciones х = 
(и/3) = (y/3) y y = (2и/3) + (y/3) 
transforman G en R. Al invertir 

la transformación mediante las ecuaciones 
и = х + ууу = у – 2xse transforma А 
еп С (ejemplo 2). 
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El jacobiano de la transformación (de nuevo de las ecuaciones (5)) es 


дх дх д д 

du Эу du (4 + y) aye + У) 1 1 
Ха y ala, 90 “|, | => 

du dy и ОУ) ay D) 


Ahora tenemos todo lo necesario para aplicar la ecuación (1): 


7 dx ду -Г | Г 
у=0 1-0 
2 1 2 
= Гоо = [ео f y= 
0 0 


(у/2)+1 _ 2 


4 үх 
ээ 


“Иж У)| 4и ау 


EJEMPLO 2 Aplicación de una transformación para integrar 
Evaluar 
1 р1-х 
ТИ! 2 х + y (y = 2х)? dy dx. 
o Jo 
Solución Trazamos la región de integración R en el plano xy e identificamos sus fronte- 


ras (figura 15.50). El integrando sugiere la transformación и = х + y y Y = y — 2х. El 
álgebra de rutina produce х y y como funciones de и y у: 


жу (6) 


Las ecuaciones (6) nos permiten encontrar las fronteras de la región С en uy (figura 
15.50). 


Ecuaciones de la 
frontera de R en xy 


Ecuaciones 
simplificadas en uY 


Ecuaciones correspondientes 
de la frontera de G en uY 


2 и у 2и У = 
x+y=1 E У) + (Y) = и = 1 
т=з а ээ 
у=0 ж +У=0 y = —2и 


Ox дх 1 1 

ди ду 3 3 1 
Y= la alla 1173 

ди ду 3 3 
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Al aplicar la ecuación (1), evaluamos la integral: 


ЇЇ 2 х + y (y — 2х)? dy dx = “ЇГ и!? у? | Ци, y)|dy du 
y=u 
-ffa 1/2 y (1 ЁС -1Ц u 1/2 hy] du 
2u 0 у=—2и 
-1 АЁ к буйи е ' aT du = 2,90 8 ч 
9 0 0 9 0 9: 


Sustitución en integrales triples 


Las sustituciones por coordenadas cilíndricas y esféricas de la sección 15.6 son casos 
particulares de un método de sustitución que representa los cambios de variable en las in- 
tegrales triples como transformaciones de regiones tridimensionales. El método es simi- 
lar al de las integrales dobles, excepto que ahora trabajamos con tres dimensiones en lugar 
de dos. 

Suponga que una región G del espacio uy w se transforma de uno a uno en la región D 
del espacio xyz mediante ecuaciones diferenciables de la forma 


х= glu,y,w), у= Қи, У, и), == Ки, y, у), 


como sugiere la figura 15.51. Entonces cualquier función F(x, у, z) definida ер D se puede 
considerar como una función 


F(g(u, У, w), h(u, y, w), Ки, y, w)) = Н(и, y, w) 


definida en G. Si g, h y k tienen primeras derivadas parciales continuas, entonces la inte- 
gral de F(x, y, z) sobre D se relaciona con la integral de H(u, y, w) sobre G mediante la 


ecuación 
ЇЇ во.» 1) dx dy dz = 1 Н(и, У, w)|J(u, y, w) | du dy dw. (7) 
D G 
w 24 
р 
(7 y 
и Espacio cartesiano uvw x Espacio cartesiano x yz 


FIGURA 15.51 Las ecuaciones х = g(u, Y, w), у = h(u, У, w), y 

z = Ки, У, w) permiten cambiar una integral sobre una región D en el es- 
pacio cartesiano xyz por una integral sobre una región G en el espacio car- 
tesiano uvw. 
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Cubo con lados El factor J(u, y, w) cuyo valor absoluto aparece en esta ecuación es el determinante jaco- 
paralelos alos biano 
2 ejes coordenados 
dx дх дх 
ди ду ðw 


ду ду ду Е д(х, y, 2) 
J(u, Y, м) = ди ду ди 9(и, У, w) 


Әс ӧс ӧс 
ди ду ду 

r Espacio cartesiano r6z 

Este determinante mide la razón con que la transformación de coordenadas (u, Y, w) a (x, 


х = 70050 y, 2) amplía o reduce el volumen en torno de un punto еп С. Сото en el caso bidimensio- 
: - И = nal, la deducción de la fórmula de cambio de variable de la ecuación (7) es complicada y 


no la haremos aquí. 
Para coordenadas cilíndricas, r, U, y z toman los lugares de u, Y y w. La transformación 
del espacio cartesiano ruz al espacio cartesiano xyz está dada por las ecuaciones 


x = rcosu, у = rsenu, 2012 


(figura 15.52). El jacobiano de la transformación es 


9 = constante 77 Óx дх  Óx 


| нэ ðr ди дг 

х Espacio cartesiano xyz н : : н сс 1 
34 y у 

FIGURA 15.52 Las ecuaciones Jr, Ш, z) = ar ə del sen И rcosu 0 

x= rcosu, у = rsenu,yz=Z 0 0 1 
transforman el cubo С en una cuña 92 д 0 
дг ðU 0z 


cilíndrica D. 


= рсоѕ20 + rsen? u =r. 


La versión correspondiente de la ecuación (7) es 


(Кїў dx dy dz = [ноода dz. 
D б 


Podemos eliminar los signos de valor absoluto siempre que r = 0. 
Para coordenadas esféricas, г, Ё , y u toman los lugares de u, Y y w. La transforma- 
ción del espacio cartesiano r f u al espacio cartesiano xyz está dada por 


х = Г senf cosu, у =f senf senu, z =T cosf 


(figura 15.53). El jacobiano de la transformación es 


дх óx Әх 
or of Qu 
д д д 

J(r,f,u) = н ЭР z = r?° senf 
92: д  0z 


г of ðu 
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WwW 3. 


Plano frontal: 


= Sd 
=3 +1L0y 2х-2 


FIGURA 15.54 Las ecuaciones 
х= u + У, у = 2у, ух = 3w transforman 


G en D. Al invertir la transformación 
mediante las ecuaciones и = (2x — y)/2, 
y = y/2, y w = 2/3 se transforma D en G 
(ejemplo 3). 


(ejercicio 17). La versión correspondiente de la ecuación (7) es 


ПЕЕ = ||| не. ‚Ш)|р^вепЁ |dr df du. 
D G 


Podemos quitar los signos de valor absoluto, pues senf nunca es negativo para 
0 =f = р. Observe que éste es el mismo resultado obtenido en la sección 15.6. 


Cubo con lados _ р = Constante 
paralelos alos 
a ğe coordenados 


x = p 5епф 0050 
у = р 5епф seno 
z =p% ф = constante 
5 


$ 


р Espacio cartesiano pġ 0 х Espacio cartesiano xyz 


FIGURA 15.53 Las ecuaciones х = Г senf cosu, y = Г senf senu, y 
z = Г cosf transforman el cubo С en la cuña esférica D. 


He aquí un ejemplo de otra sustitución. Aunque podríamos evaluar la integral del 
ejemplo en forma directa, la elegimos para ilustrar el método de sustitución en un caso 
sencillo (y bastante intuitivo). 


EJEMPLO 3 Aplicación de una transformación para integrar 


х= (у/2)+1 = 
к= + © |ах dy dz 
x=y/2 "3 


aplicando la transformación 


Evaluar 


и = (2x — y)/2, y = y/2, w= 2/3 (8) 


e integrando sobre una región adecuada en el espacio uy w. 


Solución  Trazamos la región de integración D en el espacio хуг e identificamos sus 
fronteras (figura 15.54). En este caso, las superficies de la frontera son planos. 

Para aplicar la ecuación (7) necesitamos encontrar la región G correspondiente del es- 
pacio uy w y el jacobiano de la transformación. Para hallarlos, primero despejamos x, y y z 
de las ecuaciones (8) en términos de u, Y y w. Después de un poco de álgebra tenemos 


x=u+y, y = 2y, z = Зу. (9) 


Luego hallamos las fronteras de G sustituyendo estas expresiones en las ecuaciones para 
las fronteras de D: 
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Ecuaciones de la Ecuaciones correspondientes Ecuaciones 
frontera de D en xyz de la frontera de G en uvw simplificadas en uvw 

x = y/2 u + y = 2у/2 = y u=0 
x = (y/2)+ 1 u + y = (2y/2)+1=y+1 u=1 
y=0 2y = 0 у-0 
y=4 2y =4 У = 2 
2-0 3w=0 w=0 

=3 3w = 3 уу = 1 


De nuevo, por las ecuaciones (9), el jacobiano de la transformación es 


dx dx дх 
du ду ðw 
1 1-0 
ду ду ду 
Ju, y, w) = |2 ду y (0 2 01 =6 
0 0 3 
Әс дс дг 
ди ду ðw 


Ahora tenemos todo lo necesario para aplicar la ecuación (7): 


3 f4 гх=(у/2)+1 Ez 2) 
+ = | ахауа 
11 x=y/2 2 3 ске 
1/2 р 
= [fi mtanay 
o Jo Jo 
1 [2 [1 1/21 2 1 
-| разоу е БН dy dw 
o Jo Jo o Jo 0 
12/1 1 2 1 
= ГИ (3 +) ayas = 6 НО а 6 о +) 
о Јо M2 о 12 0 0 


= 6| + w?], = 602) = 12. и 


El objetivo de esta sección fue presentar las ideas implicadas еп las transformaciones de 
coordenadas. Un análisis más profundo de las transformaciones, el jacobiano y la sustitu- 
ción en varias variables es más adecuado para un curso de cálculo avanzado, después de 
estudiar álgebra lineal. 


EJ ERCICIOS 15.7 


Cálculo de jacobianos y regiones transformadas У = 2х + y de la región triangular con vértices (0, 0), 
para dos variables (1, D, y (1, —2) en el plano xy. Trace la región transformada 


3 en el plano uy. 
1. a. Resuelva el sistema | 
2. a. Resuelva el sistema 


и=х-—у, У = 2х + y 
и = х + 2y, Y=x- y 
para х y y en términos de u y Y . Luego halle el valor del jaco- 
biano д(х, у)/д(и, y). para х y y en términos de u y y . Luego halle el valor del jaco- 
b. Encuentre la imagen bajo la transformación и = х — y, biano 0(x, y)/0(u, y). 
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b. Encuentre la imagen bajo la transformación u = x + 2y, 
Y = x — y de la región triangular en el plano xy acotada por 
las rectas y = 0, y = x,y x + 2y = 2. Trace la región 
transformada en el plano uy. 


3. a. Resuelva el sistema 


и = Зх + 2y, y=x+ 4y 
para x y y en términos de и y у. Luego calcule el valor del ja- 
cobiano б(х, y)/0(u, y). 


b. Encuentre la imagen bajo la transformación 
и = Зх + 2y, Y = х + 4y de la región triangular en el plano 
xy acotada por el eje x, el eje y y la recta x + y = 1. Trace la 
región transformada en el plano uy. 


4. a. Resuelva el sistema 


и = 2х — 3y, у==х+у 
para х y y en términos de u y у. Luego halle el valor del jaco- 
biano 0(x, у)/0(и, y). 


b. Encuentre la imagen bajo la transformación u = 2x — 3y, 
Y = —x + y del paralelogramo R en el plano xy con fronte- 
ras х 3,х= 0,у = х,уу = х + 1. Trace la región 
transformada еп el plano иу. 


Aplicación de las transformaciones para evaluar 
integrales dobles 


5. Evalúe la integral 


4 px=(9/2)+1 2x = y 
| | ах ау 
0 Јх=у/2 2 


directamente del ejemplo 1, integrando con respecto a х y y, para 


confirmar que su valor es 2. 


6. Use la transformación del ejercicio 1 para evaluar la integral 


| (2х2 — xy — y?) dx dy 


R 


para la región R del primer cuadrante, acotada por las rectas 


у= —2x + 4,у = -2х + 7,у = х - 2,уу= х +1. 


7. Use la transformación del ejercicio 3 para evaluar la integral 


| (3x? + 14xy + 8y?) dx dy 
R 


para la región R del primer cuadrante, acotada por las rectas 
(1/4)х, у у= 


y = -(3/2)x + 1, y = 
=(1/4)x + 1. 


(3/2)x + 3, y = 


8. Use la transformación y el paralelogramo А del ejercicio 4 para 


evaluar la integral 


ES — y) dx dy. 
R 


10. 


11. 


12. 


13. 


14. 


. Sea R la región del primer cuadrante del plano xy, acotada por las 


hipérbolas ху = 1, ху = 9 y las rectas у = х,у = 4х. Use la 
transformación х = u/y, у = uy conu > 0 y y > 0 para escribir 


y = 
(+ 2 э») 
R 


como una integral sobre una región adecuada G del plano uy. 
Luego, evalúe la integral 


a. Calcule el jacobiano de la transformación x = u, y = uy, y 
dibuje la región G: 1 = и = 2,1 = uy = 2 enel plano иу. 


b. Use la ecuación (1) para transformar la integral 


2 f2 
y 


en una integral sobre G y evalúe ambas integrales. 


Momento polar de inercia de una placa elíptica Una placa 
delgada de densidad constante cubre la región acotada por la elip- 
se x?/a? + y?/b? = 1,a > 0, b > 0, en el plano xy. Calcule el 
primer momento de la placa con respecto al origen. (Sugerencia: 
Use la transformación х = arcos U, y = br sen U). 


El área de una elipse El área рар de la elipse 
х2/а? + yb? = 1 puede definirse, integrando la función 
Р(х, y) = 1 sobre la región acotada por la elipse en el plano ху. 
La evaluación directa de la integral requiere una sustitución trigo- 
nométrica. Una forma más sencilla de evaluarla consiste en usar 
la transformación x = au, y = by y evaluar la integral transfor- 
mada sobre el disco С: и? + y? = 1 en el plano uy. Encuentre el 
área de esta forma. 


Use la transformación del ejercicio 2 para evaluar la integral 


2/3 г2—2у 
f | (х + 2y)e0™ dx dy 
А 


escribiéndola primero сото una integral sobre una región G en el 
plano иу. 


Use la transformación x = u + (1/2)y, y = y para evaluar la in- 


tegral 
2 г(у+4)/2 , 
1] y (Lx — yje” ах dy 
0 Ју/2 


escribiéndola primero сото una integral sobre una región G en el 
plano иу. 


Cálculo de determinantes jacobianos 


15. 


16. 


17. 


Calcule el jacobiano 0(x, y)/0(u, У) para la transformación 


а. х= исоѕу, у = иѕепу 

b. x = иѕепу, у = исоѕу. 

Calcule el jacobiano д(х, y, 2)/0(и, У, w) para la transformación 
а. х= исоѕу, у = иѕепу, = = м 

b. х= 2и - 1, у= 3у – 4, z= (1/2)(и – 4). 


Evalúe el determinante adecuado para mostrar que el jacobiano 
de la transformación del espacio cartesiano r f u al espacio carte- 
siano es r?senf . 


18. Sustituciones en integrales simples ¿Cómo puede considerar 
las sustituciones de integrales definidas simples como transfor- 
maciones de regiones? ¿Cuál es el jacobiano en ese caso? Ilustre 
con un ejemplo. 


Aplicaciones de transformaciones para evaluar 
integrales triples 


19. Evalúe la integral del ejemplo 3 integrando con respecto ах, y y z. 


20. Volumen de un elipsoide Calcule el volumen del elipsoide 


(Sugerencia: Sean x = au, y = by, y z = cw. Después encuen- 
tre el volumen de una región adecuada en el espacio uy w.) 


21. Evalúe 
1] | хус | ах dy dz 


sobre el elipsoide sólido 


(Sugerencia: Sean х = au, y = Бу, y z = cw . Luego integre so- 
bre una región adecuada en el espacio uy w). 


22. 


23. 


24. 
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Sea D una región en el espacio xyz definida por las desigualdades 


1 =х=2, 0<x<2 0<z<1l. 


1 (х2у + 3xy2) ах dy dz 
D 


utilizando la transformación 


Evalúe 


и= х, У= ху, у= 35 


e integrando sobre una región adecuada С en el espacio uyw. 


Centroide de un semielipsoide sólido Suponga que el centroi- 
de de un hemisferio sólido está sobre el eje de simetría, a 3/8 de la 
distancia de la base a la parte superior; muestre, transformando 
las integrales adecuadas, que el centro de masa de un semielipsoi- 
de sólido (х2/а2) + (у2/Ь2) + (22/с2) = 1, z = 0, está sobre 
el eje z a 3/8 de la distancia de la base a la parte superior. (Puede 
hacer esto sin evaluar las integrales.) 


Capas cilíndricas En la sección 6.2 aprendimos a calcular el 
volumen de un sólido de revolución mediante el método de capas; 
a saber, si la región entre la curva у = f(x) y el eje x de aa b 
(0 < a < b) gira en torno del eje y, el volumen del sólido resul- 
tante es al р 2р xf(x) dx . Demuestre que el cálculo de los volúme- 
nes mediante integrales triples da el mismo resultado. (Sugeren- 
cia: Use coordenadas cilíndricas, con los papeles de y y z 
cambiados.) 


Capítulo Preguntas de repaso 


1. Defina la integral doble de una función de dos variables sobre una 
región acotada en el plano coordenado. 


2. ¿Cómo se evalúan las integrales dobles mediante las integrales 
iteradas? ¿Es importante el orden de integración? ¿Cómo se de- 
terminan los límites de integración? Dé ejemplos. 


3. ¿Cómo se usan las integrales dobles para calcular áreas, valores 
promedio, masas, momentos, centros de masa y radios de giro? 
Dé ejemplos. 


4. ¿Cómo se puede cambiar una integral doble en coordenadas rec- 
tangulares por una integral doble en coordenadas polares? ¿De 
qué podría servir esto? Dé un ejemplo. 


5. Defina la integral triple de una función f(x, у, z) sobre una región 
acotada en el espacio. 


6. ¿Cómo se evalúan las integrales triples en coordenadas rectangu- 
lares? ¿Cómo se determinan los límites de integración? Dé un 
ejemplo. 


10. 


11. 


¿Cómo se usan las integrales triples en coordenadas rectangulares 
para calcular volúmenes, valores promedio, masas, momentos, 
centros de masa y radios de giro? Dé ejemplos. 


¿Cómo se definen las integrales triples en coordenadas cilíndricas 
y esféricas? ¿Por qué sería preferible trabajar en alguno de estos 
sistemas de coordenadas, en lugar de coordenadas rectangulares? 


¿Cómo se evalúan las integrales triples en coordenadas cilíndricas 
y esféricas? ¿Cómo se determinan los límites de integración? Dé 
ejemplos. 


¿Cómo se representa a las sustituciones en integrales dobles co- 
mo transformaciones de regiones bidimensionales? Dé un ejem- 
plo de cálculo. 


¿Cómo se representa a las sustituciones en integrales triples como 
transformaciones de regiones tridimensionales? Dé un ejemplo de 
cálculo. 
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Capítulo Ejercicios de práctica 


Regiones planas de integración 


En los ejercicios 1-4, bosqueje la región de integración y evalúe la in- 


tegral doble. 
10 f1/y 1 рх 
1. Pl ye” ах dy 2. If e dy dx 
т Jo 0 
2-2 y 
| Г ху dx dy 
2 


3/2 (29-42 
З; 1 | tds dt 
0 -2 9-41? 


Inversión del orden de integración 


En los ejercicios 5-8, bosqueje la región de integración y escriba una 
integral equivalente con el orden de integración invertido. Luego eva- 


lúe ambas integrales. 
Ї1 e 
6. | | 2 xdy dx 
0 Jx 


(у—4)/2 
5. | | dx dy 
24-у 
3/2 р2 9-4? 2 г4—? 
т. | T y dx dy 8. If 2x dy dx 
2 9-4y o Jo 


Evaluación de integrales dobles 


Evalúe las integrales en los ejercicios 9-12. 


1 p2 201 
9. | | 4 соз (х2) dx dy 10. | 1 ех ахау 
o /эу о Јур 
8 2 ау ах ї ДТЧ 2 
п. | Ё > 12. ||. 2 ах ас 
0 х y + 1 0 Ј2у х 


Areas y volúmenes 

13. Área entre una recta y una parábola Calcule el área de la re- 
gión encerrada por la recta у = 2х + 4 y la parábola у = 4 — х? 
en el plano xy. 


14. Área acotada por rectas y parábola Calcule el área de la re- 
gión “triangular” del plano xy acotada a la derecha por la parábo- 
la y = x?, a la izquierda por la recta x + y = 2, y arriba por la 
recta y = 4. 

15. Volumen de la región bajo un paraboloide Calcule el volu- 


men bajo el paraboloide z = x? + y? arriba del triángulo ence- 
rrado por las rectas у = x,x = 0,yx + y = 2 enel plano ху. 


16. Volumen de la región bajo un cilindro parabólico Calcule el 
volumen bajo el cilindro parabólico z = x? sobre la región ence- 
rrada por la parábola y = 6 — x? y la recta y = хеп el plano xy. 


Valores promedio 


Calcule el valor promedio de f(x, y) = xy sobre las regiones de los 
ejercicios 17 y 18. 


17. El cuadrado acotado por las rectas х = 1, у = 1 en el primer cua- 
drante 


18. El cuarto de círculo x? + y? = 1 en el primer cuadrante. 


Masas y momentos 


19. Centroide Determine el centroide de la región “triangular” aco- 
tada por las rectas x = 2, y = 2 y la hipérbola xy = 2 en el plano 
ху. 

20. Centroide Determine el centroide de la región entre la parábola 
x + y?—2y = 0y la recta x + 2y = 0 еп el plano xy. 

21. Momento polar Calcule, con respecto al origen, el momento 
polar de inercia de una placa delgada triangular de densidad cons- 
tante d = 3 acotada por el eje y y las rectas y = 2x y y = 4enel 
plano xy. 

22. Momento polar Calcule el momento polar de inercia con res- 
pecto al centro de una delgada lámina rectangular de densidad 
constante @ = 1 acotada рог las rectas 


a х= +2, у= ztlenel plano xy 


b. x= +a, у= tbenel plano xy 


(Sugerencia: Calcule [,. Luego use la fórmula de /, para hallar /, 
y sume ambas para determinar 70). 


23. Momento de inercia y radio de giro Calcule, con respecto al 
eje x, el momento de inercia y el radio de giro de una delgada pla- 
ca con densidad constante d que cubre el triángulo con vértices 
(0, 0), (3, 0) y (3, 2) en el plano xy. 


24. Placa con densidad variable Calcule, con respecto a los ejes 
coordenados, el centro de masa, así como los momentos de iner- 
cia y radios de giro de una delgada placa acotada por la recta 
y = х y la parábola y = х? en el plano ху si la densidad es 
d(x,y) = х +1. 

25. Placa con densidad variable Calcule, con respecto a los ejes 
coordenados, la masa y los primeros momentos de una delgada 
placa cuadrada acotada por las и х= +, у= +1 en el pla- 
по xy si la densidad es d(x, у) = х2 + y? + 1/3. 


26. Triángulos con los mismos momentos inerciales y radios de giro 
Calcule, con respecto al eje x, el momento de inercia y el radio de 
giro de una delgada placa triangular de densidad constante d cuya 
base está а lo largo del intervalo (0, b] sobre el eje х y cuyo vértice 
está sobre la recta y = h sobre el eje x. Como verá, no importa 
dónde esté el vértice sobre esta recta. Todos estos triángulos tienen 
el mismo momento de inercia y radio de giro con respecto al eje x. 


Coordenadas polares 
Evalúe las integrales de los ejercicios 27 y 28 cambiando a coordena- 


das polares. 


 2dydx 02 dx 


21-32 
п. [| 
—1/-2т— (1 + x? + y??? 
1 f2 1-y 
в. | | (х2 + у2 + 1) ахау 
-17-2 1-y? 


29. Centroide Calcule el centroide de la región del plano coordena- 
do polar definida mediante las desigualdades 0 = г = 3, 


—р/3 = u = p/3. 


30. Centroide Determine el centroide de la región del primer cua- 
drante acotada por los rayos и = 0 y u = р /2 y las circunferen- 
cias r= lyr=3. 

31. a. Centroide Determine el centroide de la región del plano coor- 

denado polar que está dentro de la cardioide r = 1 + cos U y 
fuera de la circunferencia r = 1. 


b. Bosqueje la región y exhiba el centroide en su dibujo. 


32. a. Centroide Determine el centroide de la región plana defini- 
da por las desigualdades en coordenadas polares 0 = r = a, 
—а susa (0 <а =p). ¿Cómo se mueve el centroide 
cuando a >p 2 


b. Bosqueje la región paraa = 5р /6 y exhiba el centroide en 
su dibujo. 

33. Integración sobre una leminiscata Integre la función f(x, y) = 
1/(1 + х2 + y?) sobre la región encerrada por un lazo de la lemi- 
niscata (х2 + у”)? — (x? — y?) = 0. 

34. Integre f(x, y) = 1/(1 + x? + y?) sobre 


a. Región triangular El triángulo con vértices (0, 0), (1, 0), 
(1,2 3). 


b. Primer cuadrante El primer cuadrante en el plano xy. 


Integrales triples en coordenadas cartesianas 


Evalúe las integrales de los ejercicios 35-38. 


p fP fP 
35. | | | cos (х + y + z) dx dy dz 
o Jo Jo 
Iin7 fIn2 fins 
e 
1 In4 
Тра party 
37. ү. 1 (2x — y — z) dz dy dx 
o Jo Jo 
e fx fz 2y 
38. 3 dy dz dx 
1/1 Jo z 


tyt) de dy dx 


39. Calcule el volumen de la región con forma de cuña encerrada a 
los lados por el cilindro х = —cos у, —p /2 = y = р /2, arriba 
por el plano z = —2x, y abajo por el plano ху. 


40. Volumen Calcule el volumen del sólido acotado arriba por el 
cilindro z = 4 — x?, a los lados por el cilindro х? + y? = 4, y 
abajo por el plano xy. 


41. 


42. 
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Valor promedio Calcule el valor promedio de f(x,y,z) = 


30xz 2 х? + y sobre el sólido rectangular en el primer octante 
acotado por los planos coordenados y los planos х = 1, y = 3, 
g=: 

Valor promedio Calcule el valor promedio de r sobre la esfera 
sólidar = a (coordenadas esféricas). 


Coordenadas cilíndricas y esféricas 


43. 


44. 


45. 


46. 


47. 


48. 


49. 


Coordenadas cilíndricas a rectangulares Convierta 


2р f22 f24-r? 
1 1 J 3 dz r dr du, r=0 
0 0 r 


(a) a coordenadas rectangulares con el orden de integración dz dx 
dy y (b) a coordenadas esféricas. Luego (e) evalúe una de las dos 
integrales triples anteriores. 


Coordenadas rectangulares a cilíndricas (a) Convierta a 
coordenadas cilíndricas. Luego (b) evalúe la nueva integral. 


1 21-х yu 24y?) 
1] ши 21xy? dz dy ах 
0 2 1—х1\/—(х?+у?) 


Coordenadas rectangulares a esféricas (a) Convierta a coor- 
denadas esféricas. Luego (b) evalúe la nueva integral. 


1 21-12 
1157 ва 
-1/-2 1-х2/2 x+y? 


Coordenadas rectangulares, cilíndricas y esféricas Escriba 
una integral triple iterada para la integral de f(x, y, z) = 6 + 4y 
sobre la región del primer octante acotada por el cono 
z= 2 х? + y?, el cilindro x? + y? = 1, y los planos coordena- 
dos, en (a) coordenadas rectangulares, (b) coordenadas cilíndricas 
y (с) coordenadas esféricas. Luego (d) determine la integral de f 
evaluando una de las integrales triples. 


Coordenadas cilíndricas a rectangulares Епипсіе una inte- 
gral en coordenadas rectangulares equivalente a la integral 


p/2 23 (24-12 
f | | r°(sen и cos U)z? dz dr du. 
o Ji 1 


Arregle el orden de integración para que z sea primero, luego y y 
por último x. 


Coordenadas rectangulares a cilíndricas El volumen de un só- 


lido es 
2 25—52 —х—у? 
| | 1 de dy dx. 
2 4-х2-у? y? 


a. Describa el sólido dando las ecuaciones de las superficies que 
forman su frontera. 


b. Convierta la integral a coordenadas cilíndricas pero no evalúe 
la integral. 


Coordenadas esféricas contra cilíndricas Las integrales tri- 
ples que involucran formas esféricas no siempre requieren coor- 
denadas esféricas para evaluarlas de manera conveniente. Tales 
cálculos pueden realizarse más fácilmente con coordenadas cilín- 
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dricas. Como ejemplo, calcule el volumen de la región acotada 
arriba por la esfera x? + y? + z? = 8 y abajo por el plano z = 2 
usando (a) coordenadas cilíndricas y (b) coordenadas esféricas. 
Cálculo de 7, en coordenadas esféricas Calcule, con respecto 
al eje z, el momento de inercia de un sólido con densidad constan- 
te d = 1 que está acotado arriba por la esfera Г = 2 y abajo por 
el conof = р /3 (coordenadas esféricas). 


Momento de inercia de una esfera “gruesa” Calcule el mo- 
mento de inercia de un sólido con densidad constante d acotado 
por dos esferas concéntricas de radios a y b (а < b) con respecto 
a un diámetro. 


Momento de inercia de una manzana Calcule, con respecto al 
eje z, el momento de inercia de un sólido con densidad d = 1 en- 
cerrado por la superficie dada en coordenadas esféricas por 
r = 1 — cosf .El sólido es generado por la curva roja girada en 
torno del eje z de la siguiente figura. 


Sustituciones 


53. Muestre que si u = х — y y Y = y, entonces 


ў | Кы | Í ¿H*Y f(u, y) du dy. 
0 0 0 0 


54. ¿Qué relación debe haber entre las constantes a, b y c para que 


со гоо 
¿(a +2bxy+cy”) dx dy = 1? 
-оо/-оо 


(Sugerencia: Sean s = ах + by у t= gx + dy, donde (ad — 
bg)? = ac — b? Entonces ax? + 2bxy + cy? = s? + t°.) 


Capítulo 


Volúmenes 


1. 


. Región cilíndrica sólida entre dos planos 


Pila de arena: integrales dobles y triples La base de una pila 
de arena cubre la región del plano xy acotada por la parábo- 
la x? + у = 6б y la recta y = х. La altura de la arena sobre el 
punto (x, y) es Хо: Exprese el volumen de arena como (a) una in- 
tegral doble, (b) una integral triple. Luego (с) calcule el volumen. 


. Agua en un tazón semiesférico Un tazón semiesférico de 5 cm 


de radio se llena con agua hasta 3 cm de la parte superior. Calcule 
el volumen de agua en el tazón. 


Calcule el volumen 
de la porción del cilindro sólido x? + y? = 1 que está entre los 
planos z = 0yx+y+z=2. 


Esfera y paraboloide Calcule el volumen de la región acotada 
arriba por la esfera x? + y? + z? = 2 y abajo por el paraboloide 
z=x + y?. 


. Dos paraboloides Calcule el volumen de la región acotada arri- 


ba por el paraboloide z = 3 — x? — y? y abajo por el paraboloi- 
de z = 2x? + 2y?. 


Coordenadas esféricas Calcule el volumen de la región acotada 
por la superficie dada en coordenadas esféricas por г = 2sinf 
(vea la siguiente figura). 


Ejercicios adicionales y avanzados 


о = 25епф 


7. Agujero en esfera Se hace un agujero cilíndrico circular en una 
esfera sólida, donde el eje del agujero es un diámetro de la esfera. 
El volumen del sólido restante es 


2р 423 24-22 
v=2f / | rdr ас ац. 
o Jo 1 


a. Determine el radio del agujero y el de la esfera. 
b. Evalúe la integral. 


S. Esfera y cilindro Calcule el volumen de material eliminado de 
la esfera sólida r? + 22 = 9 por el cilindro г = 3 sen u . 


9. Dos paraboloides Calcule el volumen de la región comprendi- 


da entre las superficies z = x? + y? yz = (x? + y? + 1)/2. 


10. Cilindro y superficie < = xy Calcule el volumen de la región 
del primer octante que está entre los cilindros r = 1 y r = 2 aco- 
tada abajo por el plano xy y arriba por la superficie z = xy. 


Cambio del orden de integración 
11. Evalúe la integral 


2-- 
8 
a 
4 
Б 
ы 
a 
$ 
Бү 


(Sugerencia: Use la relación 


=ax —bx b 

ета — о bx р > ¿ 

х сааж 
а 


para formar una integral doble y evalúe la integral cambiando el 
orden de integración). 


II 


12. a. Coordenadas polares Muestre, cambiando a coordenadas 
polares, que 


asenb f2 а-у? 1 
| | In (x? + у?) dx dy = a?b (ma Е 1). 
0 ycotb 2 


dondea > 0y0 < b <p/2. 


b. Escriba la integral cartesiana con el orden de integración in- 
vertido. 


13. Reducción de una integral doble a una simple Cambie el or- 
den de integración para mostrar que la siguiente integral doble 
puede reducirse a una integral simple: 


E end f(t) dt du = | (х = е" f(t) аг 
0 JO 0 


De manera similar, se puede mostrar que 


ШЕ mod 4(1) dt du dy = [=> 


14. Transformación de una integral doble para obtener límites 
constantes A veces, una integral múltiple con límites variables 
puede cambiarse por una con límites constantes. Cambie el orden 
de integración para demostrar que 


1 х 
| 1 | ga — yf) a) dx 
0 0 
1 1 
= Ї f) (| а(х — y)f(x) ax) dy 


1 fl 
у / g(x = 070070) ах dy. 


е" О) аг. 


II 


Masas y momentos 


15. Minimización del momento polar de inercia Una delgada 
placa de densidad constante debe ocupar la región triangular en el 
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primer cuadrante del plano xy con vértices (0, 0), (a, 0) y (a, 1/a). 
¿Qué valor de a minimiza el momento polar de inercia de la placa 
con respecto al origen? 


16. Momento polar de inercia de una placa triangular Calcule, 
con respecto al origen, el momento polar de inercia de una delga- 
da placa triangular de densidad constante d = 3 acotada por el 
eje y y las rectas y = 2xy y = 4 en el plano xy. 


17. Masa y momento polar de inercia de un contrapeso El con- 
trapeso de un volante de densidad constante 1 tiene la forma del 
pequeño segmento cortado en un círculo de radio a por una cuerda 
a distancia b del centro (b < а). Calcule la masa del contrapeso 
y su momento polar de inercia con respecto al centro del volante. 


18. Centroide de un bumerán Determine el centroide de la región 
con forma de bumerán entre las parábolas y? = —4(x — 1) y 
y? = —2(x — 2) en el plano ху. 


Teoría y aplicaciones 


19. Evalúe 
a fb 
[| ¿máx (Ь?х?, ay?) dy dx, 
0 JO 


donde a y b son números positivos y 
b?x? $1Ь?х? > а?у? 


а?у? sib?x? < а?у?. 


Ә?Е(х, 27 
7 дхду - ду 
sobre el rectángulo хо = x = x1, yo = y € y1, es 


Е(х\, y1) — F(xo, y1) — Flx1, yo) + F(xo, yo). 


máx (Ь?х?, а?у?) “| 


20. Muestre que 


21. Suponga que f(x, y) puede escribirse como el producto 
f(x, y) = F(x)G(y) de una función de х y una función de y. Enton- 
ces, la integral de f sobre el rectángulo R: а S x S b,c Sy sd 
se puede evaluar también como un producto, mediante la fórmula 


b d 
| f(x, y) аА = (/ Е(х) 8)| GO) ay), 
R a Cc 


La demostración consiste de los siguientes cuatro pasos: 


d b 

| f(x, у) dA -| (/ F(x)G(y) ax) dy (1) 
R С. а 

а b ЯГ 
= f (о Е(х) ax) dy (1) 

а b 
/ (/ Е(х) а)оо) ау (iii) 

b d 

(J F(x) a) f G(y) dy. (iv) 


1) 


Il 
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22. 


23. 


24. 
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a. Justifique los pasos (1) a (iv). 


Cuando sea aplicable, la ecuación (1) puede ahorrar algo de tiem- 
po. Úsela para evaluar las siguientes integrales. 


ш2 үр/2 201, 
b. | | е* соз y dy dx с. | 3 dx dy 
o Jo 1 JAY 


Sea Р, ў la derivada de f(x, у) = (x? + y?)/2 en la dirección del 

vector unitario u = ші + wj. 

a. Cálculo de un valor promedio Calcule el valor promedio 
de D,f sobre la región triangular cortada en el primer cua- 
drante por la recta х + у = 1. 


b. Valor promedio y centroide Muestre que, en general, el 
valor promedio de Df sobre una región en el plano xy es 
el valor de Duf en el centroide de la región. 


El valor de (1/2) La función gamma, 


Г(х) = | 1 ета, 
0 


amplía la función factorial de los enteros no negativos a otros va- 
lores reales. De particular interés en la teoría de ecuaciones dife- 
renciales es el número 


оо Бе. 
19) С | ¿UL ¿a dt = / шат? (2) 
2 0 о 21 


а. Si айп по ha resuelto el ejercicio 37 de la sección 15.3, hága- 
lo ahora para demostrar que 


e 2р 
= ) > 
I | e? dy 2 


b. Sustituya у = 1 геп la ecuación (2) para mostrar que 

Г(1/2) = 21= 1р. 
Carga eléctrica total sobre una placa circular Та distribución 
de carga eléctrica en una placa circular de radio R metros es 
s (r,u) = kr(1 — sen u) coulombs/m? (k constante). Integre 5 
sobre la placa para encontrar la carga total O. 


25. 


27. 


28. 


. Agua en una antena satelital 


Un pluviómetro parabólico Un tazón tiene la forma de la grá- 
fica de z = x? + y? desde z = 0 hasta z = 10 pulgadas. Usted 
quiere calibrar el tazón para que sirva como pluviómetro. ¿Qué 
altura en el tazón correspondería a una pulgada de lluvia? ¿Y a 3 
pulgadas de lluvia? 


Una antena parabólica de satélite 
tiene 2 m de ancho y 1/2 m de profundidad. Su eje de simetría es- 
tá inclinado 30 grados con respecto a la vertical. 


a. Escriba, pero no evalúe, una integral triple en coordenadas 
rectangulares que dé la cantidad de agua que puede contener 
la antena. (Sugerencia: Coloque su sistema de coordenadas de 
modo que la antena esté en “posición estándar” y el plano del 
nivel del agua esté inclinado.) (Cuidado: Los límites de inte- 
gración no son “bonitos”.) 


b. ¿Cuál debe ser la menor inclinación de la antena para que no 
guarde agua? 


Un semicilindro infinito Sea D el interior del semicilindro circu- 
lar recto infinito de radio 1, con su única cara suspendida 1 unidad 
sobre el origen y cuyo eje es el rayo que va de (0, 0, 1) a infinito. 
Use coordenadas cilíndricas para evaluar 


|| dr? + 22) °? ау. 


р 


Hipervolumen Hemos visto que /21 dx es la longitud del 
intervalo [a, b] sobre la recta numérica (espacio unidimensional), 
J p | dA es el área de la región R en el plano xy (espacio bidimen- 
sional) y SI p | dV es el volumen de la región D en el espacio tri- 
dimensional (espacio xyz). Podríamos continuar: Si Q es una región 
en el espacio de cuatro dimensiones (espacio xyzw), entonces 
S 0 1 dV es el “hipervolumen” de О. Use su capacidad de gene- 
ralización y un sistema de coordenadas cartesianas en el espacio 
cuatridimensional para determinar el hipervolumen dentro de la 
4-esfera unitaria x? + y? + z? + w? = 1. 


Capítulo 


Módulo Mathematica /Maple 


Prueba su suerte: Use la técnica Monte Carlo para la integración numérica en tres dimensiones 


Use la técnica Monte Carlos para integrar numéricamente en tres dimensiones 


Modulo Mathematica /Maple 


Medias y momentos; la exploración de nuevas técnicas de graficación, parte П. 


Proyectos para aplicación tecnológica 


Use el método de momentos en una forma que aprovecha la simetría geométrica y la integración múltiple 


ла ЇМТЕСВАС!ОМ ЕМ 


CAMPOS VECTORIALES 


INTRODUCCIÓN Este capítulo trata sobre la integración en campos vectoriales; las mate- 
máticas que usan los ingenieros y los físicos para describir el flujo de fluidos, para el diseño 
de cables de transmisión submarinos, para explicar el flujo de calor en las estrellas, y para 
poner satélites en órbita. En particular, definiremos las integrales de línea que se usan para en- 
contrar el trabajo realizado por un campo de fuerza al mover un objeto a lo largo de una 
trayectoria a través del campo. También habremos de definir las integrales de superficie 
para encontrar la razón con la que un fluido pasa a través de una superficie. A lo largo de 
este capítulo plantearemos conceptos y resultados clave, como los campos de fuerza con- 
servativos y el teorema de Green, para simplificar los cálculos de estas nuevas integrales 
relacionándolas con las integrales simples, dobles y triples que estudiamos anteriormente. 


Ё 6. А Integrales de línea 


(хе, Ук, Zk) 


ї=а 


FIGURA 16.1 La curva r(t) dividida en 
pequeños arcos desde г = a hasta t = b. El 
subarco típico tiene una longitud Азу. 


En el capítulo 5 establecimos el concepto de integral definida de una función sobre un in- 
tervalo cerrado [a, b] en el eje x. Para encontrar la masa de una varilla delgada o el trabajo 
realizado por una fuerza variable que actúa en la dirección del eje x usamos las integrales 
definidas. Ahora queremos calcular la masa de varillas o cables a lo largo de una curva en 
el plano o en el espacio, o bien determinar el trabajo realizado por una fuerza variable que 
actúa a lo largo de tal curva. Para estos cálculos necesitamos un concepto de integral más 
general que el de integración sobre un segmento de recta en el eje x. Ahora necesitamos in- 
tegrar sobre una curva C en el plano o en el espacio. Estas integrales, que son más genera- 
les, se conocen como integrales de línea, aunque el nombre integrales “curvas” sería más 
descriptivo. Plantearemos nuestras definiciones para curvas espaciales, sin olvidar que las 
curvas en el plano xy son sólo un caso particular de las anteriores, y que resultan de consi- 
derar su coordenada 7 igual a cero. 

Supongamos que f(x, y, z) es una función con valores reales y que queremos integrar 
a lo largo de la curva r(t) = g(t)i + h(1)j + КК, a = t = b, que se encuentra en el do- 
minio de f. Los valores de f a lo largo de la curva están dados por la composición f(e(t), 
h(t), К(2)). Integraremos esta función con respecto a la longitud de arco desde t = a hasta 
t = Б. Para empezar, dividimos la curva en un número finito n de subarcos (figura 16.1). 
El subarco típico tiene una longitud Азу. En cada subarco escogemos un punto (Xx, ук, Zk) y 
formamos la suma: 


5, = 2470 уь Zk) Азр. 


Si f es una función continua y las funciones g, h у k tienen una primera derivada continua, 
entonces esta suma tiende a un límite cuando n crece y la longitud As; tiende a cero. A es- 
te límite se le conoce como la integral de línea de f sobre la curva, desde a hasta b. Si la 
curva se denota con una letra, por ejemplo C, la notación para la integral es 


| f(x, y, z) ds “La integral de f sobre С” (1) 
c 
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FIGURA 16.2 La trayectoria de 
integración del ejemplo 1. 


Si г(ї) es regular paraa = t = b (у = dr/dt es continua y nunca es igual a 0), podemos 
usar la ecuación 


b А Р 
Ecuación (3) de la sección 13.3 
s(t) = / pv(t)| dt 
a 


con ty = a 


para expresar а ds en la ecuación (1) como ds = |v(t)| dt. Un teorema del cálculo avanza- 
do dice que podemos evaluar la integral de f sobre С como 


b 
|. f(x, у, х) ds = | Felt), һа), К0)|у(0)| dt. 


Observe que la integral del lado derecho de esta última ecuación es una integral definida 
del tipo que estudiamos en el capítulo 5, donde integramos con respecto al parámetro t. La 
fórmula evalúa la integral de línea del lado izquierdo de la ecuación correctamente, sin im- 
portar cuál parametrización se use, siempre que ésta sea regular. 


Cómo evaluar una integral de línea 


Para integrar una función continua f(x, y, z) sobre una curva C: 


1. бе determina una parametrización regular de С, 
r(t) = e(0i + h(t)j + k(t)k, а=1= 0 


2. Se evalúa la integral como 


b 
/ Куда | 0, ко, Мда 02) 


Si f tiene un valor constante 1, entonces la integral de f sobre С da la longitud де С. 


EJEMPLO 1 Evaluación de una integral de línea 


Integrar f(x, у, z) = х — 3y? + z sobre el segmento de recta С que une el origen con el 
punto (1, 1, 1) (figura 16.2). 


Solución Escogemos la parametrización más sencilla posible: 
r(t) = ti + tj + tk, 05151 


Los componentes tienen una primera derivada continua у |v(t)| = |і + ј +k]| = 


2 1? + 1? + 1? = 2 3 nunca se anula, de modo que la parametrización es regular. La in- 
tegral de f sobre C es entonces 


1 a 
КЕ 2) ds -| Ft, 1, 0(2 3) dt Ecuación (2) 
С 0 
1 ЭР 
-| (t — 3t? + t)2 3dt 
0 


Би! 2 
-23| (2t = 3P) dt = 2 3|? - êh = 0. и 
0 


(111) 


2 (1,1,0) 


FIGURA 16.3 Та trayectoria de 
integración del ejemplo 2. 
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Aditividad 
Las integrales de línea tienen la útil propiedad de que si la curva C está formada por la 
unión de un número finito de curvas Сі, Со,..., Cn, entonces la integral sobre С es la su- 


ma de las integrales sobre las curvas que la conforman: 


ЕСЕГЕ f ds нөх | fas (3) 
С б ©; С, 


EJEMPLO 2 Integral de línea рага la unión de dos trayectorias 


La figura 16.3 muestra otra trayectoria desde el origen hasta el punto (1, 1, 1), la unión de 
los segmentos С, у С». Integrar la función f(x, у, z) = х — 3y? + z sobre С U С. 


Solución Elegimos la parametrización más sencilla que podamos pensar para С, y С», 
verificando las longitudes de los vectores de velocidad en el desarrollo: 


С: т@ф=й+, 05:51 (| ї-212-12-22 
C: r(A s=i+j+tk, 05151 |у-201 -02-1-1 


Con estas parametrizaciones obtenemos que 


/ f(x, у, z) ds = / Р(х, у, 2) ds + / Р(х, y, а) 48 Ecuación (3) 
сос» С, С 


1 _ 1 
-| f(t,t,0)2 za f f, 1,0(1) dt Ecuación (2) 
0 0 


1 E 
/ (t = 312 + 0)2 244 [а -з+ 00а 
0 0 


12 1 2 1 Ээ 
oa t 2 22 3 
2215 p| + 5 al 7 >: н 


Observemos tres cosas acerca de las integraciones de los ejemplos 1 y 2. En primer 
lugar, al sustituir los componentes de la curva adecuada en la fórmula para f, esta integral 
se convierte en una integral normal con respecto а t. En segundo lugar, la integral de f 
sobre С, U Сз se obtuvo integrando f sobre cada una de las secciones de la trayectoria y su- 
mando estos resultados. En tercero, las integrales de Га lo largo de С U C; tienen diferentes 
valores. Para la mayoría de las funciones, el valor de la integral a lo largo de la trayectoria 
entre dos puntos se modifica al cambiar la trayectoria entre ellos. Sin embargo, para algu- 
nas funciones el valor se mantiene, como veremos en la sección 16.3. 


Cálculo de masa y momento 


Podemos considerar las bobinas y los alambres como masas distribuidas a lo largo de cur- 
vas regulares en el espacio. La distribución se describe mediante una función de densidad 
continua d(x, y, z) (masa por unidad de longitud). La masa del resorte o del alambre, el 
centro de masa y el momento se calculan entonces mediante las fórmulas de la tabla 16.1. 
Las fórmulas también pueden aplicarse a varillas delgadas. 
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FIGURA 16.4 El resorte helicoidal del 
ejemplo 3. 


TABLA 16.1 Fórmulas para la masa y el momento de resortes, varillas delgadas 
y alambres a lo largo de una curva regular Cen el espacio 


Masa: M= | d(x, y, z) ds (а = d(x, y, z) = densidad) 
Ç 


Primeros momentos con respecto a los planos coordenados: 


м. = f хав, Mu = | ydas My = | зав 
С С С 


Coordenadas del centro de masa: 
x = My¿/M, у = М,/М, 1-М,/М 


Momentos de inercia con respecto a los ejes y otras rectas: 


„= о? +в, n= оаа 
С с 


к= [| ө? +›®)а& n= | таа 
c С 


r(x, у, <) = distance from the point (х, у, z) to line L 


Radio de giro con respecto a una recta L: R= 2 I/M 


EJEMPLO 3 Cálculo de la masa, el centro de masa, momentos de inercia y radios de giro 
Un resorte está a lo largo de la hélice 
r(t) = (cos 47)і + (sen 41)j + tk, 0 <= г< 2р. 


La densidad del resorte es constante, d= 1. Encontrar la masa y el centro de masa del re- 
sorte, así como su momento de inercia y el radio de giro con respecto al eje z. 


Solución Trazamos el resorte en la figura 16.4. Debido a las simetrías involucradas, el 
centro de masa está en el punto (0, 0, р) del eje z. 
Para el resto de los cálculos, encontramos primero |У(1)| 


Р 2 а 2 2 
ASAS 


= 2 (-4sen41)? + (4cos 41)? + 1 = 2 17. 


Luego evaluamos las fórmulas de la tabla 16.1 usando la ecuación (2): 


2р 2: Е 
М dds -| (112 174 = 2р2 17 
0 


Hélice 


2p жг 
L= 1 (x? + у?)йаз = | (cos? 47 + sen? 41)(1)2 17 аг 
0 


Hélice 


р 2 2 
| 2174 = 2р2 17 


0 


Ё,-21/М-22р117/(2р117)-1, 


1 y 
X y4+2=1z=0 
FIGURA 16.5 El ejemplo 4 nos muestra 
cómo encontrar el centro de masa para un 
arco circular de densidad variable. 
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Observe que el radio de giro con respecto al eje z es el radio del cilindro donde se enrolla 
la hélice. п 


EJEMPLO 4 Cómo determinar el centro de masa de un arco 


Un arco de metal delgado, más denso en la parte inferior que en la superior, está a lo largo 
de la semicircunferencia y? + z? = 1,z = 0, en el plano yz (figura 16.5). Determinar el 
centro de masa del arco, si la densidad en el punto (х, у, z) del arco es d(x, у, z) = 2 — z. 
Solución Sabemos que х = 0 y y = 0 porque el arco está en el plano yz con la masa 
distribuida simétricamente en torno del eje z. Para encontrar 2, parametrizamos la circun- 
ferencia como: 


r(t) = (cos t)j + (sen £)k, 0O=st=<=p. 


Para esta parametrización, 


[v()| = B (y + (2) + (2) = 2 (07? + (—sen г)? + (cos 1)? = 1. 


Las fórmulas de la tabla 16.1 implican 


n= [da= [e das= f 2- а= 29 -2 
С С 0 


р 
My = а = fæ = z) ds = | (sen 1)(2 — sen £) dt 
c c 0 
р 


-| (2 sen г — sen? t) dt Zep 
0 


2 
Му — 2 
a 2 AA, E 050 
M 2 2p - 2 4p - 4 
Con z redondeado a centésimas, el centro de masa es (0, 0, 0.57). ш 
Gráficas de ecuaciones vectoriales 
Relacione las ecuaciones vectoriales de los Ejercicios 1-8 con las grá- 
ficas (a)-(h) que aquí presentamos. 
a. b. 5 d. 
7 Z 2 
-1 
1 1 
1 
у у 
х 

X 
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e f. 
2 2 
А А 
2 
-1 
y 
LN 
-2 
g h. 
2 2 
А 
2 
2 y 
х 
х 
1 10) -4-11-0) 05:51 
2. r(1)=i+j+7k -15::51 
3. r(t) = (2cos1)i + (28600), 051:2р 
4. r(t =t, -—1=<=t<l 
5. r(t) = ti + tj+tk, 0st=2 
6. r(t) = tj + (2 -— 2tk, 05::1 
7. r(t) = (t? — 1)j + 2tk, 15151 
8. r(t) = (2cos1)i + (28601Ж, O=<t=<p 


Evaluación de integrales de línea sobre curvas 
en el espacio 


9. Evalúe f сх + y) ds donde С es el segmento de recta х = г, 
y = (1 — t) z = 0, desde (0, 1, 0) hasta (1, O, 0). 


10. Evalúe Je (x — y + z — 2) ds donde С es el segmento de recta 
x=ty=(1 1), 2 = 1, desde (0, 1, 1) hasta (1, 0, 1). 


11. Evalúe Je (ху + y 2) ds a lo largo de la curva r(t) = 21 + 
tj + (2— 20), 0 < т< 1. 

12. Evalúe Je 2 x? + y? ds a lo largo de la curva r(1) = (4 cos і + 
(4 sen 1)j + 31k, -2p = t = 2р. 

13. Encuentre la integral de f(x, y, z) = х + y + z sobre el segmen- 
to de recta que va desde (1, 2, 3) hasta (0, —1, 1). 


14. Encuentre la integral de f(x, y, 2) = 2 з/(х2 + y? + 2?) sobre 
la curva r(t) =1i+1j+1k,1=<1=<00, 


15. Integre f(x,y,z) = х + ly — 2? sobre la trayectoria que va 
desde (0, 0, 0) hasta (1, 1, 1) (figura 16.6a) y está dada por 


C: r()=4a1+14j, 05151 


С: r()5=i+j+7k 05:51 


2 
(0,0, | UN 
у 
С, 
х С, 
(1, 1, 0) 
(a) 


FIGURA 16.6 Las trayectorias de integración de los ejercicios 15 
y 16. 


16. Integre f(x,y,z) = х + ly — z? sobre la trayectoria que va 
desde (0, 0, 0) hasta (1, 1, 1) (figura 16.6b) y está dada por 


Си: r(t) = tk, 
Сә: г(ї) = 1) + k, 
С: r(t)=ti+j+k, 


O=st=<1 


sts] 


O=st=1 


17. Integre f(x, y, z) = (x + y + 2)/(a? + y? + 2?) sobre la trayec- 
toria r(t) = ti + tj +1k0<a=<t< Б. 


18. Integre f(x, y, z) = —2 х2 + z? sobre la circunferencia 


r(t) = (acos 1)j + (asen t)k, О =т= 2р. 


Integrales de línea sobre curvas planas 
En los ejercicios 19-22, integre f sobre la curva dada. 
19. f(x,y) = ху, С: у= 02/2, 0=x=2 


20. f(x,y) = (х + у2)/21 +052, С: у= 2/2 desde (1, 1/2) 
hasta (0, 0) 


21. у) =х+ у, C: х2 + у? = 4 en el primer cuadrante, 
desde (2, 0) hasta (0, 2) 


22. f(x, y) = x? — y, С: х? + y? = 4 en el primer cuadrante, 
desde (0, 2) hasta (1 2, 1 2) 


Masa y momentos 


23. Masa de un alambre Encuentre la masa de un alambre coloca- 
do а lo largo de la curva r(t) = (2- 1) + 2tk, 0 << 1, si la den- 
sidad es d = (3/2)t. 


24. El centro de masa de un alambre curvo Un alambre de densi- 


dad d(x, y, 2) = 152 y + 2 está colocado а lo largo de la curva 
r(t) = (t? — 1)j + 21k,-1 < г < 1. Encuentre su centro de 
masa. Trace la curva y su centro de masa, juntos. 


25. Masa de un alambre con densidad variable Encuentre la ma- 
sa de un alambre delgado, colocado a lo largo de la curva г(ї) = 
2 21 + 2 21) + (4 – 12)k, 0 < г < 1, Si la densidad es (a) 
а = 3ty(b)d= 1. 


26. 


27. 


28. 


29. 


30. 


31. 


Centro de masa de un alambre delgado con densidad variable 
Encuentre el centro de masa de un alambre delgado colocado a lo 
largo de la curva r(t) = ti + 21j + (2/3:k, O=<1=<2, si la 
densidades d = 315 + г. 


Momento de inercia y radio de giro de un lazo de alambre 
Un lazo circular de alambre, con densidad constante 0, está a lo 
largo de la circunferencia x? + y? = a? en el plano xy. Encuen- 
tre el momento de inercia y el radio de giro con respecto al eje z. 


Inercia y radios de giro de una varilla delgada Una varilla 
delgada con densidad constante está colocada a lo largo del seg- 
mento de recta r(t) = tj + (2 — 20), 0 = г = 1, en el plano yz. 
Encuentre el momento de inercia y el radio de giro de la varilla 
con respecto a los tres ejes coordenados. 


Dos resortes con densidad constante Un resorte de densidad 
constante d está a lo largo de la hélice 


r(t) = (cos t)i + (sen £)j + tk, 0 <= г< 2р. 


a. Encuentre /, y R}. 


b. Suponga que ahora tiene otro resorte de densidad constante d, 
con el doble de la longitud que el resorte del inciso (a) y que 
está a lo largo de la hélice para 0 = г = 4р. ¿Esperaría 
que los valores de /, y А, para el resorte más largo fueran 
iguales que sus análogos del resorte más pequeño? ¿O que 
fueran distintos? Verifique sus especulaciones calculando 
1, y К,а lo largo del resorte. 


Alambre de densidad constante Un alambre con densidad 
constante d= 1 está a lo largo de la curva 


r(t) = (tcos t)i + (tsen 1)j + (22 2/3) 32, 05151 


Determine z, /,, y Rz 


El arco del ejemplo 4 Determine /, у К, para el arco еп el ejem- 
plo 4. 


32. 
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Centro de masa, momentos de inercia y radios de giro para un 
alambre con densidad variable Encuentre el centro de masa, 
así como los momentos de inercia y los radios de giro con respec- 
to a los ejes coordenados para un alambre delgado que está a lo 
largo de la curva 


ә 2 
г() = 4 222 an | SK srs, 


si la densidad es d = 1/(t + 1) 


EXPLORACIONES POR COMPUTADORA 


Evaluación numérica de integrales de línea 


En los ejercicios 33-36, use un programa de álgebra por computadora 
para realizar los siguientes pasos y evaluar una integral de línea. 


33. 


34. 


35. 


36. 


a. Encuentre ds = |v(t)| dí para la trayectoria r(t) = g(t)i + 
h(0j + k(t)k. 


b. Exprese el integrando f(g(1), h(t), К(ї)) [У(0) | como una fun- 
ción del parámetro t. 


с. Evalúe у с f ds usando la ecuación (2) del texto. 


f(x,y,z) = 2 1 + 30x? + 10у; к() = ti + 12 + 3t°k, 
02152 


f(x,y,z) = 21+ х? + 5у?; г() = ti + Ti + 11k, 
0 == 2 
f(x,y,z) = х1 у – 322; r(t) = (сов 2) + (sen 2t)j + 5tk, 
О =ғ= 2р 

9 1/4 
f(x,y,z) = (1 + 2) ; r(t) = (cos 2t)i + (sen 21)j + 
tk, 0<г<2р 
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Al estudiar fenómenos físicos representados por vectores, remplazamos las integrales so- 
bre intervalos cerrados por integrales sobre trayectorias que pasan por campos vectoriales. 
Usamos dichas integrales para determinar el trabajo realizado por un objeto que se mueve 
а lo largo de una trayectoria contra una fuerza variable (como un vehículo enviado al espa- 
cio en contra del campo gravitacional de la Tierra), o para determinar el trabajo realizado 
por un campo vectorial al mover un objeto a lo largo de una trayectoria a través del campo 
(como el trabajo realizado por un acelerador de partículas al elevar la energía de una par- 
tícula). Pero también usamos las integrales de línea para determinar el flujo de un fluido, 
tanto a lo largo como a través de una trayectoria curva. 


Campos vectoriales 


Suponga que una región en el plano o en el espacio está ocupada por un fluido en movi- 
miento, como aire o agua. Imagine que ese fluido está formado por un número muy grande 
de partículas, y que en cualquier instante las partículas llevan una velocidad v. Si tomamos 
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FIGURA 16.7 Vectores velocidad de un 
flujo alrededor de un ala en un túnel de 
aire. Las líneas de flujo pueden ser vistas 
gracias al humo de queroseno. 


FIGURA 16.8 Líneas de flujo dentro de 
un túnel que se contrae. La velocidad del 
agua aumenta cuando el canal se hace 
angosto y los vectores de velocidad 
aumentan su longitud. 


FIGURA 16.9 Los vectores en 
un campo gravitacional apuntan 
hacia el centro de masa que es 
fuente del campo. 
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una foto de las velocidades de algunas partículas en diferentes posiciones en un mismo 
instante, es de esperar que estas velocidades varíen de una posición a otra. Podemos pensar 
que el vector de velocidad está pegado a cada uno de los puntos del fluido. Tal flujo es un 
ejemplo de un campo vectorial. Por ejemplo, la figura 16.7 muestra un campo vectorial de 
velocidad, obtenido al asociar un vector de velocidad a cada punto del aire que fluye a través 
de una hélice dentro de un túnel de viento. La figura 16.8 muestra otro campo vectorial de 
vectores de velocidad a lo largo de las líneas de flujo del agua que se mueve en un canal. 
Además de los campos vectoriales asociados a flujos de fluidos, hay campos de fuerza 
asociados a la atracción gravitacional (figura 16.9), campos magnéticos, campos eléctri- 
cos y hasta campos puramente matemáticos. 

En general, un campo vectorial en un dominio en el plano o en el espacio es una 
función que asocia con un vector a cada punto del dominio. Un campo de vectores tridi- 
mensionales podría tener una fórmula como 


E(x, у, z) = М(х, y, di + N(x, у, 2) + P(x, у, ӘК. 


El campo es continuo si las funciones componentes M, N y P son continuas, es diferen- 
ciable si M, N, y P son diferenciables, etcétera. Un campo de vectores bidimensionales 
pueden tener una fórmula como 


F(x, у) = М(х, у)і + N(x, y)j. 


Si consideramos al vector de velocidad de un proyectil en cada punto de la trayectoria del 
proyectil en el plano de movimiento, tendremos un campo bidimensional definido a lo largo 
de la trayectoria. Si agregamos el vector gradiente de una función escalar en cada punto de 
una superficie de nivel de la función, tendremos un campo tridimensional sobre la superfi- 
cie. Y si consideramos al vector de velocidad en cada punto del flujo de un fluido, tendre- 
mos un campo tridimensional definido en una región del espacio. Estos y otros campos se 
ilustran en las figuras 16.10-16.15. Algunas figuras contienen también las fórmulas de los 
campos ilustrados. 

Para trazar los campos con fórmulas, elegimos de manera representativa una serie de 
puntos del dominio y trazamos los vectores basados en ellos. Las flechas que representan a 
los vectores se trazan con su base exactamente en el punto donde las funciones vectoriales 


>< 
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FIGURA 16.10 Los 
vectores velocidad у(ї) del FIGURA 16,11 El campo de 
movimiento de un vectores gradientes Vf en una 
proyectil definen un superficie f(x, y, 2) = с. 
campo vectorial a lo largo 


de la trayectoria. 


FIGURA 16.12 El flujo de un 
fluido en un tubo cilíndrico largo. 


Los vectores у = (a? — r?)k 
dentro del cilindro con base en el 
plano xy y puntas en el 


paraboloide z = a? — r? 
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FIGURA 16.13 El campo radial 

F = xi + yj de vectores de posición en 
puntos del plano. Observe la convención de 
que una flecha se dibuja con su base, no su 


punta, en el punto donde se evalúa F. 
el origen. 
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FIGURA 16.14 El campo circular o de 
“giro” con vectores unitarios 


Е = (—уї + x3)/(? + y? 2 


en el plano. El campo no está definido en 


FIGURA 16,15 БІ satélite Seasat de la NASA usa un radar para tomar 350 000 medidas 


del viento sobre los océanos del mundo. Las flechas indican la dirección del viento, su 


longitud y el color indican la rapidez. Observe la gran tormenta en el sur de Groenlandia. 
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Bpt=b 


FIGURA 16,16 El trabajo realizado por 
una fuerza Е es la integral de línea del 
componente escalar ЕЁ, Т sobre la curva 
regular desde A hasta B. 


se evalúan. Esto difiere de la forma en que trazamos los vectores de posición de los plane- 
tas y de los proyectiles, con su base en el origen y su punta en la ubicación del planeta o 
del proyectil. 


Campos gradiente 


DEFINICIÓN Campo gradiente 
El campo gradiente de una función diferenciable f(x, y, z) es el campo de vecto- 
res gradiente 


д д д 
СС 


EJEMPLO 1 Cómo determinar ип campo gradiente 


Determinar el campo gradiente de f(x, y, 2) = xyz. 


Solución El сатро gradiente de fes el campo Е = Vf = yzi + xzj + хук. п 


Como veremos en la sección 16.3, los campos vectoriales son importantes en la inge- 
niería, las matemáticas y la física. 


Trabajo realizado por una fuerza sobre una curva en el espacio 


Suponga que el campo vectorial Е = М(х, y, z)i + N(x, у, z)j + Р(х, y, z)k representa 
una fuerza a través de una región en el espacio (puede ser la fuerza de gravedad o una fuer- 
za electromagnética), y también que 


r(t) = g(ti + h(t)j + k(t)k, ахжї =, 
es una curva regular en la misma región. Entonces, la integral de Е · Т, es decir, del com- 


ponente escalar de F en la dirección del vector unitario tangente a la curva, es el trabajo 
realizado por F sobre la curva desde a hasta b (figura 16.16). 


DEFINICIÓN Trabajo realizado sobre una curva regular 


El trabajo realizado por una fuerza F = Mi + Nj + Pk sobre una curva regu- 
lar r(t) desde г = a hasta г = b es 


Үү = F-T ds. (1) 


Podemos deducir la ecuación (1) con el mismo tipo de razonamiento que utilizamos 
en el capítulo 6 para deducir la fórmula W = Л, F(x) ах para el trabajo realizado рог 
una fuerza continua de magnitud F(x) dirigida a lo largo de un intervalo en el eje x. Dividi- 
mos la curva en pequeños segmentos, aplicamos la fórmula para el trabajo (fuerza constan- 
te) X (distancia) para aproximar el trabajo realizado en cada segmento de la curva, sumamos 


ЕК" Тү 


FIGURA 16.18 Una ampliación del 
segmento de curva Р; Ру en la figura 
16.17, muestra a los vectores de fuerza y 
tangente unitario en el punto de la curva 
donde t = с. 
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todos los resultados para aproximar el trabajo realizado sobre toda la curva, y calculamos 
el trabajo como el límite de las sumas aproximantes cuando los segmentos se hacen cada 
vez más pequeños y más numerosos. Para determinar exactamente cuál es la integral que 
da el límite, dividimos el intervalo [a, b] de la manera usual y escogemos un punto c, en 
cada subintervalo [tķ, tx+1]. La partición de [a, b] determina (““induce”, podríamos decir) 
una partición de la curva, donde el punto Р, es la punta del vector de posición r(t;) y Asg 
es la longitud del segmento de curva Р,Рь- | (figura 16.17). 


t= Ck 
Pi glt), ҺО), k(t,)) 


FIGURA 16.17 Cada partición de [a, b] induce una partición 
de la curva r(t) = g(t)i + h(t)j + k(t)k. 


Si Е, denota el valor de F en el punto de la curva correspondiente a t = c, у Т, deno- 
ta al vector unitario tangente a la curva en este punto, entonces Е; • Ту es el componente 
escalar de F en la dirección de T en ѓ = c, (figura 16.18). El trabajo realizado por F a lo 
largo del segmento de la curva Р; Ру у es aproximadamente 


Componente de la fuerza | 1 
( пр ‚2, ее ) х (distancia) = Е; · Т; Азу. 
en la dirección del movimiento 


El trabajo realizado por Е a lo largo de la curva, desde t = a hasta t = b, es aproximada- 
mente 


УЕ, R т, Азу. 
К=1 


Cuando la norma de la partición de [a, b] tiende a cero, la norma de la partición inducida 
en la curva tiende a cero y estas sumas se aproximan a la integral de línea 


t=b 
/ Е-Т ds. 
t=a 


El signo del número calculado mediante esta integral depende de la dirección en que se 
recorra la curva conforme crece t. Si invertimos la dirección del movimiento, también in- 
vertimos la dirección de T, lo que cambia el signo de Е ·Т y por lo tanto de su integral. 
La tabla 16.2 muestra seis formas de escribir la integral de trabajo de la ecuación (1). 
A pesar de su variedad, las fórmulas de la tabla 16.2 se evalúan de la misma manera. En la 
tabla, r(1) = g(t)i + h(t)j + k(t)k = xi + yj + zk es una curva regular, у 
_ dr 


аг = а“ = dgi + аһ) + dkk 


es su diferencial. 
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TABLA 16.2 Seis maneras distintas para escribir la integral de trabajo 


t=b 
үү = F-T ds La definición 
1=а 
t=b 
= / Е-аг Forma diferencial compacta 
t=a 
z ? F- dr dt Desarrollada para incluir a аг, enfatiza 
à dt al parámetro ѓ y al vector de velocidad dr/dt 


1 4 
= / (м 5 +N 20 +P а) аг Enfatiza las funciones componentes 


= : м“ + No + Р 4: dt Аћһтеуіа los componentes de r 
: аг аа p 


b 
= Ї Мах + N dy + P dz Se cancela dt; es la forma más común 
a 


Evaluación de una integral de trabajo 

Para evaluar la integral de trabajo a lo largo de una curva regular r(t), siga estos 
pasos: 

1. Evalúe F en la curva como una función del parámetro t. 

2. Encuentre dr/dt 

3. Integre F- dr/dt desde t = a hasta = b. 


EJEMPLO 2 Cálculo del trabajo realizado por una fuerza variable sobre una curva 
en el espacio 


Encuentre el trabajo realizado por F = (y — х2)і + (z — y?)j + (х — 22)К sobre la cur- 
var(t) = + tj + ї?К,0 < г < 1, hasta (1, 1, 1) (figura 16.19). 
Solución Primero evaluamos F sobre la curva: 

F = (y = xôi + (z - у°)}) + (х—:Э)К 


= (t — ti + (£ — tj + (t — 1%k 
б 


X r(t) = ti Еј 137 a Después encontramos dr/dt, 
1,1, 
dr Е Дола 2. 3 224 . 2 
FIGURA 16,19 Та curva del ejemplo 2. de тї + tj + гю) =1+ 21) + 31k 


Por último encontramos Е + dr/dt e integramos desde т = 0 hasta г = 1: 


p.d 


gr MO D + @—9к]-@ + 2j + 3020) 


= (t? — 1900 + (t — 191312) = 214 — 25 + 32 — 318, 
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de modo que 


1 
Trabajo = / (21* — 215 + 319 — 31%) dt 
0 


1 


12 26 0,4. 3 |". 29 
2, са" 971, 60” 


Integrales de flujo y de circulación de campos vectoriales 


En lugar de un campo de fuerza, suponga que F representa el campo de velocidad de un 
fluido que fluye en una región del espacio (una cuenca o una turbina en un generador hi- 
droeléctrico, por ejemplo). Bajo estas circunstancias, la integral de ЕЁ. T a lo largo de la 
curva en la región da el flujo del fluido a lo largo de la curva. 


DEFINICIONES Integrales de flujo, circulación 
Si r(t) es una curva regular en el dominio de un campo continuo de velocidades 
Е, el flujo a lo largo de la curva desde £= a hasta г = b es 


b 
Fujo = / F-T ds. (2) 


En este caso, la integral es la integral de flujo. Si la curva es un lazo cerrado, en- 
tonces el flujo es la circulación a lo largo de la curva. 


Calculamos las integrales de flujo de la misma manera que las integrales de trabajo. 


EJEMPLO 3 Cálculo del flujo a través de una hélice 


El campo de velocidad de un fluido es F = xi + zj + yk. Encuentre el flujo a lo largo de 
la hélice r(t) = (cos t)i + (sen 1)j + 1k,0 < t < p/2. 


Solución Evaluamos F sobre la curva 
Е = хі + zj + yk = (cos £)i + tj + (sen t)k 


y después encontramos dr/dt: 


a (—sen /)і + (с081)) + k. 
dt 
Después integramos ЕЁ. (dr/dt) desde t = 0 hasta t = 
dr 
F: d (cos t)(—sen t) + (t)(cos t) + (sen 1)(1) 


= —senífcost + fcosíf + sent 
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50, 


t=b dr p/2 
Flujo = / F: а = f (—sen t cost + tcost + sen t) dt 
1 0 


_ [соѕ27 P2 p 1 р 1 
-| 2 + елен = 0-2 ¿+0 => 27 п 


EJEMPLO 4 Cálculo de la circulación en una circunferencia 


Determinar la circulación del campo F = (x — y)i + xj a lo largo de la circunferencia 
r(t) = (cos £)i + (зеп £)j, 0 = t = 2р. 


Solución En la circunferencia, Е = (х — y)i + xj = (cost — sen t)i + (cos 1)j, y 


йг y : А 

Жэ (—еп /)і + (cos 1)j. 
Entonces 

F.: A = —sentcost + sen?t + cos? t 
1 
da como resultado 
2р ах 2р 
Circulación = 1 F: а = р (1 — sen £cos t) dt 
0 dt 0 
2, ]2P 
sen” t 
| 7 | = 2р п 


Flujo a través de una curva plana 


Para encontrar la razón respecto al tiempo con la que un fluido entra o sale de una región 
encerrada por una curva regular С en el plano xy, calculamos la integral sobre Cde F-n, 
el componente escalar del campo de velocidad del fluido en la dirección de vector unitario 
normal a la curva, que apunta hacia afuera. El valor de la integral es el flujo de F a través 
de С. Si Е fuese un campo de fuerza o un campo electromagnético, la integral de ЕЁ. п con- 
tinuaría siendo el flujo del campo a través de C. 


DEFINICIÓN Flujo a través de una curva cerrada en el plano 

51 C es una curva cerrada regular en el dominio de un campo vectorial continuo 
Е = М(х, y)i + М(х, y)j en el plano, y si п es el vector unitario normal a С que 
apunta hacia afuera, el flujo de F a través de C es: 


Flujo de Е a través de С = | F-n ds. (3) 
c 


Observe la diferencia entre el flujo y la circulación. El flujo de F a través de C es la 
integral de línea con respecto a la longitud de arco de ЕЁ. n, es decir, el componente escalar 


Para el movimiento еп el 
sentido de las manecillas, 
К х Т apunta hacia afuera. 


kxT 


Para el movimiento en el 
sentido de las manecillas, 
Т х kapunta hacia afuera. 


T 


FIGURA 16.20 Para encontrar el vector 
unitario normal exterior para una curva 
regular C en el plano xy recorrida en 
contra del sentido de las manecillas del 
reloj al crecer ї, consideramos n = Т X k. 
Para el movimiento en el sentido de las 
manecillas, consideramos п = К х Т. 
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de F en la dirección del vector normal. La circulación de F en C es la integral de línea con 
respecto a la longitud de arco de Е · T, es decir, el componente escalar de Е en la dirección 
del vector tangente unitario. El flujo es la integral del componente normal de F y la circu- 
lación es la integral del componente tangencial de F. 

Para evaluar la integral de la ecuación (3), empezamos por una parametrización 
regular 

x= g(t), y = h(t), as=t<s_, 

que recorre la curva С exactamente una vez cuando f crece de a a b. Podemos encontrar el 
vector unitario normal exterior n, calculando el producto cruz del vector unitario tangente 
a la curva Т con el vector К. ¿Pero qué orden debemos elegir? ¿T Xkok х Т? ¿Cuál 
apunta hacia afuera? Esto depende de la forma de recorrer С cuando / crece. Si el mo- 
vimiento es en el sentido de las manecillas del reloj, k X T apunta hacia afuera; si el 
movimiento es en contra de las manecillas, T X k apunta hacia afuera (figura 16.20). La 
elección usual es n = Т X К, la que supone que el movimiento es en contra de las maneci- 
llas. Así, aunque el valor de la integral de la longitud del arco en la definición del flujo de 
la ecuación (3) no depende de la manera en que se recorra C, las fórmulas que estamos a 
punto de deducir para evaluar la integral de la ecuación (3) suponen que el movimiento es 
en contra de las manecillas del reloj. 

En términos de componentes, 


Si F = М(х, y)i + М(х, y)j, entonces 
dy 4 
Е-п- М(х, у) = Мх, у) 55. 


Рог їапїо, 


2 4у dx 2 
fo nas = | (uF ТЭГ, ў М dy = N dx. 


Colocamos una circunferencia dirigida en la última integral, para recordar que Іа integra- 
ción en la curva cerrada C es en contra de las manecillas del reloj. Para evaluar esta inte- 
gral, expresamos М, dy, N y dx en términos de t e integramos desde £= a hasta t = b. No 
necesitamos conocer ni n ni ds para encontrar el flujo. 


Cálculo del flujo a través de una curva regular en el plano 


(Flujo de F = Mi + Nja través de C) = ў М ау = Мах (4) 
С 

La integral se puede evaluar con cualquier parametrización regular х = g(t), 

y = h(t), a S t S b, que recorra С en contra de las manecillas del reloj, exac- 

tamente una vez. 


EJ EMPLO 5 


Determinar el flujo de F = (х — уй + xj a través de la circunferencia x? + y? = 1 enel 
plano xy. 


Cálculo del flujo a través de una circunferencia 
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Solución 


La parametrización r(t) = (cos t)i + (sen1)j, 0 = t = 2р, recorre la cir- 


cunferencia en contra de las manecillas del reloj exactamente una vez. Podemos entonces 
usar esta parametrización en la ecuación (4). Con 


М = х 


М = х = cost, 


Tenemos 


2p 
Flujo = Jus - Ndx = f (cos? t — sen tcost + cos tsen t) dt 
е 0 


у = cost 


sen ź, dy = d(sent) = cost dt 


dx = d(cos t) = —sent dt, 


Ecuación (4) 


2p 2p 2p 
2 1 + cos2t t sen 2t 
-| сїй = | 2 dt = 27 4 ph 


El flujo de F a través de la circunferencia es p. Como la respuesta es positiva, el flujo neto 
a través de la curva es hacia afuera. Un flujo neto hacia adentro dará un flujo negativo. m 


EJ ERCICIOS 16.2 


Vectores y campos gradiente 


Determine el campo gradiente de las funciones de los ejercicios 1-4. 


1. 
. f(x,y,z) = 2 x? +y? + 22 
gy = е — ln(x? + y?) 


т & U N 


б, у, z) = (x? + у? + z?" 


. 8(x, y, z) = ху + yz + xz 


. Proporcione una fórmula F = M(x, y)i + N(x, y)j para el campo 


vectorial en el plano con la propiedad de que F apunte hacia el 
origen con una magnitud inversamente proporcional al cuadrado 
de la distancia de (x, y) al origen. (El campo no está definido en 
(0, 0).) 


. Proporcione una fórmula F = M(x, y)i + N(x, y)j para el campo 


vectorial en el plano con la propiedad de que sea F = 0 en (0, 0) y 
que en cualquier otro punto (a, b), F sea tangente a la circunferen- 
cia x? + y? = а? + р? y apunte en la dirección de las manecillas 


del reloj con una magnitud |F| = 2 a? + b’. 


Trabajo 


En los ejercicios 7-12, encuentre el trabajo realizado por una fuerza F 
desde (0, 0, 0) hasta (1, 1, 1) sobre cada una de las siguientes trayecto- 
rias (figura 16.21): 


7. 
9. 
11. 
12. 


0 == 1 
О0О == 1 


а. La trayectoria recta Су: r(t) = й + tj + tk, 


b. La trayectoria curva Cz: r(t) = ti + 12) + tk, 


с. La trayectoria С; U С; formada рог el segmento de recta des- 
de (0, 0, 0) hasta (1, 1, 1) seguido por el segmento de (1, 1, 0) 
hasta (1, 1, 1) 


Е = 3уі + 2xj + 4zk 
F = 1zi — 2xj + lyk 

F = (3x? — 3x)i + 3zj + k 
F = (y + z)i + (z + x)j + (x + y)k 


8. F = [1/(х2 + 1) 
10. F = xyi + yzj + xzk 


FIGURA 16.21 Las trayectorias de (0, 0, 
0) hasta (1, 1, 1). 


En los ejercicios 13-16, calcule el trabajo realizado por F sobre la cur- 
va, en la dirección en que se incrementa t. 


13. F = xyi + yj — yzk 
r(t) = ti + tj+tk, 05151 


14. F = 2yi + 3xj + (x + y)k 


r(t) = (cos t)i + (sin t)j + (1/6)k, 0 =< t= 2р 
15. F = zi + xj + yk 

r(t) = (sin t)i + (cos t)j + tk, 0=t=<2p 
16. F = 6zi + y?j + 12xk 

r(t) = (sin t)i + (cos t)j + (1/6)k, 0 =< t= 2р 


Integrales de línea y campos vectoriales 

en el plano 

17. Evalúe Te ху dx + (x + y)dy a lo largo de la curva у = х 
desde (—1, 1) hasta (2, 4). 


18. Evalúe Se (х = y) dx + (x + y) dy en el sentido contrario al de 
las manecillas del reloj, a lo largo del triangulo con vértices en (0, 


0), (1,0) y (0,1). 


2 


19. Evalúe Je Е + T ds para el campo vectorial F = х1 — yj а lo lar- 
go de la curva x= y, desde (4, 2) hasta (1, –1). 

20. Evalúe S CE : dr para el campo vectorial F = yi — xj en el senti- 
do contrario al de las manecillas del reloj, a lo largo de la circun- 
ferencia unitaria x? + y? = ] desde (1, 0) hasta (0, 1). 

21. Trabajo Encuentre el trabajo realizado por la fuerza F = xyi + 
(y = x)j sobre la línea recta desde (1, 1) hasta (2, 3). 


22. Trabajo Encuentre el trabajo realizado por el gradiente de 
f(x, y) = (x + y) en contra de las manecillas del reloj, a lo largo 
de la circunferencia x? + y? = 4 desde (2, 0) hasta regresar al mis- 
mo punto. 

23. Circulación y flujo Encuentre la circulación y el flujo de los 
campos 


Е = xi + у) y F = —уї + xj 

alrededor y a través de las siguientes curvas: 

а. La circunferencia г(ї) = (cos t)i + (ѕеп 0), 0O=r=<2p 
b. La elipse r(t) = (cos t)i + (48600), 0O=r=<2p 


24. Flujo a través de una circunferencia Encuentre el flujo de los 
campos 


Е, = 2xi — Зу] у F, = 2xi + (х — y)j 


a través de la circunferencia 


r(t) = (acos t)i + (a sen £)j, 0-152р. 


Circulación y flujo 

En los ejercicios 25-28, encuentre la circulación y el flujo del campo 
F alrededor y a través de una trayectoria semicircular cerrada que 
consta del arco de circunferencia r,(1) = (acos t)i + (asen t)j, 0 = 
t = р, seguido por el segmento de recta r2(1) = ti, Ta = t < a. 

25. F = xi + yj 26. F = x% + y?j 

27. Е = —yi + xj 28. Е = -y'i + x0j 

29. Integrales de flujo Encuentre el flujo del campo de velocida- 


des F = (х + y)i — (x? + y?)j a lo largo de cada una de las tra- 
yectorias desde (1, 0) hasta (— 1, 0) en el plano xy. 


a. La parte superior de la circunferencia x? + y? = 1 
b. El segmento de recta desde (1, 0) hasta (—1, 0) 


с. El segmento de recta desde (1, 0) hasta (0, —1), seguido por el 
segmento de recta desde (0, —1) hasta (-1, 0). 


30. Flujo a través de un triangulo Encuentre el flujo del campo F 
del ejercicio 29, hacia afuera y a través del triangulo con vértices 
en (1, 0),(0, 1),—1,0). 


Trazo y ubicación de campos en el plano 


31. Campo de rotación Trace el campo de rotación 


y : х : 
Е = =1 + === 
2 1? + y? 2 1? + y? 


(vea la figura 16.14) junto con sus componentes horizontal y verti- 
cal, así como algunos puntos representativos de la circunferencia 
х? + у? = 4, 
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32. Campo radial Trace el campo radial 
Е = xi + уј 


(vea la figura 16.13) junto con sus componentes horizontales 
y verticales, así como algunos puntos representativos del círcu- 
lox? + y? = 1. 


33. Un campo de vectores tangentes 


a. Encuentre un campo С = Р(х, y)i + Q(x, y)j en el plano ху, 
con la propiedad de que para todo punto (a, Б) 4 (0, 0), С sea 


un vector de magnitud 2 a? + b? tangente a la circunferencia 
x? + y? = a? + b? y que apunte en el sentido contrario al de 
las manecillas del reloj. (El campo no está definido en (0, 0).) 


b. ¿Cuál es la relación de С con el campo de rotación Е de la fi- 
gura 16.14? 


34. Un campo de vectores tangentes 


a. Encuentre un campo С = Р(х, y)i + О(х, y)j en el plano xy, 
con la propiedad de que para todo punto (а, р) 5 (0, 0), 
G sea un vector unitario tangente a la circunferencia x? + y? = 
a? + b? y que apunte en el sentido contrario al de las maneci- 
llas del reloj. 


b. ¿Cuál es la relación de С con el campo de rotación Е de la fi- 
gura 16.14? 


35. Vectores unitarios que apuntan hacia el origen Encuentre un 
campo F = М(х, y)i + N(x, у)ј en el plano xy, con la propiedad 
de que en cada punto (x, y) + (0, 0), F sea un vector unitario que 
apunte hacia el origen. (El campo no está definido en (0, 0).) 


36. Dos campos “centrales” Encuentre un campo F = M(x, y)i + 
N(x, y)j en el plano xy con la propiedad de que en cada punto 
(х, y) 2 (0, 0), Е apunte hacia el origen y [Е | sea (a) la distan- 
cia desde (x, y) al origen, (b) inversamente proporcional a la dis- 
tancia desde (x, y) al origen. (El campo no está definido en (0, 0).) 


Integrales de flujo en el espacio 


En los ejercicios 37-40, F es el campo de velocidad de un fluido que 
fluye a través de una región en el espacio. Encuentre el flujo a lo largo 
de la curva dada, en la dirección en que crece t. 


37. Е = —4xyi + 8yj + 2k 


r() =i+é+k 05152 
38. Е = хі + уд + ук 
r(t) = 31 448, 05:51 


39. Е = (x – z)i + xk 

r(t) = (cos t)i + (sen 2), 
40. F = —yi + xj + 2k 

r(t) = (-2cos t)i + (2 sen 1)j + 21, 


0O=t=p 


02:)1:2р 


41. Circulación Encuentre la circulación de F = 2xi + 2zj + 2yk 
а lo largo de la trayectoria cerrada formada por las tres curvas si- 
guientes, recorridas en la dirección en que / crece: 


Ci: r(t) = (cos f)i + (sent)j + tk, 0<г;=р/2 
С: r()=j+(p/20 — 0, 
Сз: r(t) = + (1 2), 


0 == 1 
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2 л y el área de la región acotada por el eje х, la gráfica de f y las lí- 
Q 1, 3) neas = a y t= b? Justifique su respuesta. 
46. Trabajo realizado por una fuerza radial con una magnitud 
constante Una partícula se mueve a lo largo de la curva regular 
y = f(x) desde (а, Ка)) hasta (Р, K(b)). La fuerza que mueve a la 
partícula tiene una magnitud constante k, y siempre apunta hacia 
el origen. Muestre que el trabajo realizado por la fuerza es 


х 


42. Circulación nula Sea C la elipse en la que el Шапо2х-4-3у-25- | F-T ds = қ? + Ey»)? — (а? + Осор : 
0 corta al cilindro x? + y?= 12. Muestre, sin evaluar la integral de 5 
línea directamente, que la circulación del сатро Е = xi + yj + zk 
alo largo de C en cualquier dirección, es igual a cero. 


43. Flujo a lo largo de una curva El campo Е = ху + yj — yzk es EXPLORACIONES POR COMPUTADORA 


el campo de velocidades de un flujo en el espacio. Calcule el Cálcul ГЖ del trabai 
flujo desde (0, 0, 0) hasta (1, 1, 1) a lo largo de la curva de inter- aiculo numerico del tra ajo 


sección del cilindro y = х? y el plano z = х. (Sugerencia: Use t= x En los ejercicios 47-53, use su programa de álgebra por computadora 
como parámetro). para calcular el trabajo realizado рог una fuerza Е sobre la trayectoria 
А dada: 


a. Encuentre dr para el segmento r(t) = g(t)i + h(t)j + k(t)k. 


b. Evalúe la fuerza F a lo largo de la trayectoria. 


с. ване | ва, 
с 


47. Е = xyi + Зх(ху? + 2)j; r(t) = (2cos t)i + (sen tj, 


0о=т=2р 
а 3 2 
48. Е= 514 zj; r(t) = (cos £)i + (sen 1)j, 
44. Flujo de un campo gradiente Encuentre el flujo del campo Т 1+у 
Е = Ү(ху223): 0=г=р 


а. Una vez а lo largo de la curva Сеп el ejercicio 42, en el senti- 


= : 2 . 
do de las manecillas del reloj visto desde arriba 49, Е = (y + yzcosxyz)i + (2 + хесов xyz)j + 


(z + xycosxyoJk; r(t) = (2 соѕ ді + (38600) + k, 
b. A lo largo del segmento de recta desde (1, 1, 1) hasta 0=<t=<2p 
(2, 1, —1), 
А : 50. Е = 2xyi — y? + ге*^К; г = —ti + 11] + 3, 
Teoría y ejemplos і реч 


45. Trabajo y área Suponga que f(1) es diferenciable y positiva рага 
a St < b. Sea C la trayectoria r(t) = ti + f(t)j, a 5 t < b, y 
Е = yi. ¿Existe alguna relación entre el valor de la integral de 
trabajo 


51. Е = (2y + ѕепх)і + (z? + (1/3)соѕ y)j + x*k; 
r(t) = (sen t)i + (cos £)j + (sen21)k, —p/2 = t = p/2 


ЇР 7 52. Е = (x?y)i + ix’ + хук; r(t) = (cos £)i + (sen £)j + 
-dr 
c (2sen?t — 1)k, 0 == 2р 


Independencia de la trayectoria, funciones potenciales y campos 
conservativos 


En los campos gravitacionales y eléctricos, la cantidad de trabajo necesario para mover una 
masa o una carga de un punto a otro sólo depende de la posición inicial y final, y no de la 
trayectoria elegida entre los dos puntos. En esta sección analizamos la noción de integrales 
de trabajo independientes de la trayectoria, para luego describir las propiedades de los campos 
cuyas integrales de trabajo son independientes de la trayectoria recorrida. Con frecuencia, 
las integrales de trabajo son más fáciles de evaluar si son independientes de la trayectoria. 
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Independencia de la trayectoria 


Si A y В son dos puntos de una región abierta D en el espacio, el trabajo, Ч F - dr realiza- 
do al mover una partícula desde A hasta B por un campo F definido en D, depende por lo 
general de la trayectoria elegida. Sin embargo, para ciertos campos, el valor de la integral 
es el mismo para todas las trayectorias que van desde A hasta B. 


DEFINICIONES | Independencia de la trayectoria y campos conservativos 
Sea F un campo definido en una región abierta D en el espacio, y supongamos 
que para cualesquiera dos puntos A y B en D, el trabajo 1 a Ёл dr realizado al 
moverse desde A hasta B es el mismo sobre todos los segmentos desde A hasta B. 
Entonces, la integral J F - dr es independiente de la trayectoria en D y al cam- 
po F se le llama campo conservativo en D. 


La palabra conservativo proviene de la física, donde se usa para hacer referencia a los 
campos donde se cumple el principio de conservación de la energía (es decir, en campos 
conservativos). 

Bajo condiciones de diferenciabilidad que usualmente se cumplen en la práctica, un 
campo F es conservativo si, y sólo si, es el campo gradiente de una función escalar f, es 
decir, si, y sólo si, F = Vf para alguna f. La función f tiene un nombre especial. 


DEFINICIÓN Función potencial 


Si F es un campo definido en D y F = Vf para alguna función escalar fen D, en- 
tonces f recibe el nombre de función potencial de Е. 


Un potencial eléctrico es una función escalar cuyo campo gradiente es un campo eléctrico. Un 
potencial gravitacional es una función escalar cuyo campo gradiente es un campo gravita- 
cional, y así sucesivamente. Como veremos, una vez que hayamos encontrado la función 
potencial f para el campo F, podemos evaluar todas las integrales de trabajo en el dominio 
de F para cualquier trayectoria entre A y B por 


B B 
| F-dr -| Vf - dr = (В) — f(A). (1) 
A A 


Si se considera a Vf para funciones de varias variables como algo parecido a la deri- 
vada de f’ para funciones de una sola variable, entonces se puede ver que la ecuación (1) 
es la versión vectorial análoga a la fórmula del teorema fundamental de cálculo. 


b 
| f'(x) dx = f(b) — fla). 


Los campos conservativos tienen otra propiedad que estudiaremos más adelante. Por 
ejemplo, decir que F es conservativo en D equivale a decir que la integral de F en cada tra- 
yectoria cerrada en D es igual a cero. Naturalmente, deben cumplirse ciertas condiciones 
de parte de las curvas, los campos y el dominio para que la ecuación (1) sea válida. A con- 
tinuación analizaremos estas condiciones. 


Hipótesis que supondremos válidas de aquí en adelante: 
conectividad y simple conectividad 


Supongamos que todas las curvas son regulares por partes; es decir, formadas por un núme- 
ro finito de partes regulares unidas por los extremos, como explicamos en la sección 13.1. 
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Suponemos también que los componentes de F tienen sus primeras derivadas parciales 
continuas. Cuando F = Vf, este requisito de continuidad garantiza que las segundas deri- 
vadas cruzadas de la función potencial / sean iguales, resultado revelador en el estudio de 
los campos conservativos Е. 

Suponemos que D es una región abierta en el espacio. Esto significa que cada punto 
en D es el centro de una bola abierta totalmente contenida en D. Suponemos que D es co- 
nexa, lo que significa que cada punto de una región abierta puede unirse a otro por medio 
de una curva regular en la región. Por último, suponemos que D es simplemente conexa, 
lo que significa que todo lazo en D puede contraerse a un punto sin salir de D. (Si D se ob- 
tiene del espacio quitando un segmento de recta, entonces D no es simplemente conexa. 
No hay forma de contraer un lazo alrededor del segmento de recta hasta un punto, sin salir 
de D). 

La conectividad y la conectividad simple no son lo mismo y una no implica a la otra. 
Podemos considerar a las regiones conexas como de “una sola pieza” y a las regiones 
simplemente conexas como regiones sin “agujero alguno que atrape lazos”. Todo el espa- 
cio es conexo y simplemente conexo. Algunos resultados de este capítulo pueden fallar si 
los aplicamos en dominios que no cumplen estas condiciones. Por ejemplo, el criterio de los 
componentes para campos conservativos, que veremos posteriormente en esta sección, no 
es válido en dominios que no sean simplemente conexos. 


Integrales de línea en campos conservativos 


El siguiente resultado proporciona una manera conveniente de evaluar una integral de línea 
en un campo conservativo. El resultado establece que el valor de la integral sólo depende 
de los extremos y no de la trayectoria específica que los une. 


TEOREMA 1 Е teorema fundamental de las integrales de línea 


1. SeaF = Mi + Nj + Pk un campo vectorial cuyos componentes son conti- 
nuos en una región abierta D en el espacio. Entonces existe una función dife- 
renciable f tal que 


əf. ð 
E= Nf = ari t gy 


Si, y sólo si, para todos los puntos entre A y B en D el valor de 12 F- dres 
independiente de la trayectoria recorrida desde A hasta B en D. 


2. Si la integral es independiente de la trayectoria desde A hasta B, entonces su 
valor es 


B 
| F-dr = f(B) — f(A). 


Demostración de que F = Vf implica que la integral es independiente de la trayec- 
toria Suponga que A y B son dos puntos en D, y que C, dada por 
С. r(t) = e(0)i + h(r)j + КК, a = t = b, es una curva regular en D si se unen A y В. 
A lo largo de la curva, f es una función diferenciable de t y 


df 2 97 ах df dy д] ас Regla de la cadena con 
dt ðxdt дуй д dt x= gli) y = h(t),z = k(t) 


ET AA A AN A 7 
Vf 11251122 Vf 2 Е de ues 


-С: 


С, С, 


А А 


FIGURA 16.22 Si tenemos dos 
trayectorias desde A hasta B, podemos 
invertir una de ellas y formar un lazo. 
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Por lo tanto, 


b 
= f(g(0), h(t), ө) | = f(B) – f(A). 


Entonces, el valor de la integral de trabajo depende sólo de los valores de fen А y en В у 
no de la trayectoria entre ellos. Esto demuestra la parte 2 y la primera implicación de la 
parte 1. Omitimos la demostración más técnica de la segunda implicación. п 


EJEMPLO 1 Cálculo del trabajo realizado por un campo conservativo 
Determinar el trabajo realizado por el campo conservativo 
Е = yzi + xzj + хук = V(xyz) 


а lo largo de una curva regular С que une los puntos A(—1, 3, 9) у B(1, 6, —4). 


Solución Con f(x, y, 2) = хус, tenemos 


B B 
/ ва | Vf : dr Е = Vf 
А А 


= (В) – f(A) Teorema fundamental, parte 2 

= xy2l (1,6, -4) — ХУС(-139) 

(1)(6)(—4) = (—1)(3)(9) 

—24 + 27 = 3. п 


TEOREMA 2 Propiedades de los campos conservativos relacionadas 
con los lazos cerrados 


Las siguientes afirmaciones son equivalentes. 


1. / F + dr = О para todo lazo cerrado en D. 


2. El campo Е es conservativo en D. 


Demostración de que la parte 1 implica la parte 2 Queremos demostrar que para dos 
puntos cualesquiera A y В en Р, la integral de Е · dr tiene el mismo valor sobre cualesquiera 
dos trayectorias С y C2, desde A hasta В. Invertimos la dirección en Сә para obtener una 
trayectoria — С» desde В hasta A (figura 16.22) Juntas, Су y – С forman un lazo cerrado 


Ey 
еа [rea | ван | Fedr = | F-dr = 0 
С, С Ĝi -С: С 


Entonces las integrales sobre С, у C, dan el mismo valor. Observe que la definición de la 
integral de línea muestra que al cambiar la dirección a lo largo de la curva se invierte el 
signo de la integral de línea. 
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A A 


FIGURA 16.23 51 Ду B están en un lazo, 
podemos invertir parte del lazo para 
formar dos trayectorias de A a B. 


Demostración de que la parte 2 implica la parte 1 Queremos demostrar que la inte- 
gral de línea de ЕЁ. dr es cero sobre cualquier lazo cerrado С. Escogemos dos puntos A y В 
y los usamos para partir С en dos pedazos: С, de A a B, seguido por С, de Ba A (figura 
16.23). Entonces 


B B 
pra |ва |на | ва | Е · аг = О. ш 
© С, Ca A A 


El siguiente diagrama resume los resultados de los teoremas 1 y 2. 
Teorema 1 Teorema 2 
F = VfenD e F conservativo en D e ўв аг = 0 
С 
sobre cualquier trayectoria 
cerrada de D 


Ahora que observamos la conveniencia de evaluar integrales de línea en campos con- 
servativos, restan dos preguntas. 


1. ¿Cómo sabemos si un campo F es conservativo? 

2. Si К es un campo conservativo, ¿cómo encontramos la función potencial f (de modo 
que F = Vf)? 

Búsqueda de potenciales en campos conservativos 


El criterio para que un campo sea conservativo es el siguiente. Recuerde que el dominio de 
F es conexo y simplemente conexo. 


Criterio de componentes para campos conservativos 

Sea F = M(x, y, 2)і + N(x, y, z)j + Р(х, y, z)k un campo cuyas funciones com- 
ponentes tienen sus primeras derivadas parciales continuas. Entonces, F es con- 
servativo si, y sólo si, 


ӘР _ ðN 9М _ ӘР ша 2% М 2) 


ду д2? 02 дх” дх ду? 


Demostración de que las ecuaciones (2) se cumplen si F es conservativo Existe una 
función potencial f tal que 


F = Mi + Nj + Pk үү, 
= мї +N = ax? ду ингэж 
Por tanto, 
ӘР _ ә (am, _ PF 
ду ду\д ду дг 
32 f La continuidad implica que las 
= derivadas parciales cruzadas son 
02 ду iguales. 
_ 0 (9#\_ әм 
dz \ду 04 ` 
Las otras igualdades de la ecuación (2) se demuestran en forma similar. п 


La segunda parte de la demostración: el hecho de que las ecuaciones (2) implican que 
F es conservativo, es una consecuencia del Teorema de Stokes, que revisaremos en la sec- 
ción 16.7, y requiere que el dominio de F sea simplemente conexo. 
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Una vez que sabemos que F es conservativo, frecuentemente queremos encontrar una 
función potencial para Е. Para esto hay que resolver la ecuación Vf = Е 


д ð 
ТЕ 
дх ду 


д 
¡+ кемі + Nj + Pk 


en términos de f. Logramos esto integrando las tres ecuaciones 


д] of д] 
wo ay № az TP 
como ilustramos en nuestro siguiente ejemplo. 


EJEMPLO2 Cómo encontrar una función potencial 


Demostremos que F = (e*cos y + yz)i + (xz 6 sen y)j + (xy + z)k es un сатро 
conservativo y determinemos una función potencial para él. 


Solución Aplicamos el criterio de las ecuaciones (2) a 
М = e* cosy + yz, N = xz — е^ seny, Р = ху +z 


y calculamos 


ӘР ƏN ӘР мМ, 22 0М 
х= дар az У әх? ax E Seny RE эу. 


Juntas, estas igualdades nos dicen que existe una función f con Vf = F. 
Encontramos f, integrando las ecuaciones 


Ls eee шээг 1 
gx 7 ё СОЗУ + yz, ду xz = e*sen y, z = ХУ 2. 


Integramos Ја primera ecuación con respecto а х, dejando a у y z fijas, para obtener 
f(x,y,z) = ecos y + хус + ely, z). 


Escribimos la constante de integración como función de y y z, pues su valor puede cambiar 
si y o z cambian. Después calculamos д} /ду a partir de esta ecuación y la igualamos con la 
expresión д//9у en la ecuación (3). Esto da 


—e* sen y + xz + - = xz — e“ seny, 


de modo que ôg/ðy = 0. Por lo tanto, g es función sólo de z, y 
Р(х, y, 2) = е*сову + xyz + h(z). 


Ahora calculamos 07/0: a partir de esta ecuación е igualamos con la fórmula рага 07/02 
de la ecuación (3). Esto da 


dh _ dh_, 
xy + = ху +2, о de 2 


de modo que 
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Por tanto, 
: 22 
f(x, y, z) = е* cos y EZ F > + С. 


Tenemos entonces una infinidad de funciones potenciales de F, una por cada valor de С. 
ш 


EJEMPLO 3 Оп campo no conservativo 


Mostrar que F = (2x — 3)i — zj + (cos z)k no es conservativo. 


Solución Aplicamos el criterio de los componentes de la ecuación (2) y vemos de in- 
mediato que 


9Р ð IN ð Ш 
262 (cos 2) = 0, ә 920 2) 1. 
Como son diferentes, F no es conservativo. No requerimos más verificaciones. ш 


Formas diferenciables exactas 


Como veremos en la siguiente sección y de nuevo más adelante, es conveniente expresar 
las integrales de trabajo y de circulación en la forma “diferencial” 


B 
| Мах + Ndy + Ра: 
A 


mencionada en la sección 16.2. Estas integrales son relativamente fáciles de evaluar si 
М dx + N dy + P dz es la diferencial total de una función f, ya que en ese caso, 


f matna + Pd [ж Ad + 
: y = тг x ðy y 
B 


-| Vf * dr 
A 


= FB) = f(A). Teorema 1 


B 
/ df = f(B) — f(A), 


justo como las funciones diferenciables de una sola variable. 


DEFINICIONES Forma diferencial exacta 

Cualquier expresión М(х, у, z) dx + N(x, y, 2) dy + Р(х, y, z) dz es una forma 
diferencial. Una forma diferencial es exacta en un dominio D en el espacio si 
en D, 


of д] of 
мах + Мау + P dz = 2 dx + ду Z + az £ = df 


para alguna función escalar f. 


Observe que si M dx + N dy + P dz = df en D, entonces F = Mi + Nj + Pkesel 
campo gradiente de f en D, y recíprocamente, si Е = Vf, entonces la forma diferencial 
М dx + N dy + Р dz es exacta. Por tanto, el criterio para determinar si la forma es exacta, 
es el mismo criterio que para ver si F es conservativo. 
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Criterio de los componentes para ver si M dx + N dy + P dz es exacta 
La forma diferencial M dx + N dy + P dz es exacta si, y sólo si, 


9Р _ ƏN ӘМ _ ӘР IN Әм 


ду д2? 02 дх” у дх ду? 


Y esto es equivalente a decir que el campo F = Mi + Nj + РК es conservativo. 


EJEMPLO 4 Cómo demostrar que la forma diferencial es exacta 
Demuestre que y dx + x dy + 4 dz es exacta y evalúe la integral 
(2.3, —1) 
| ydx + хау + 4dz 
(1,1,1) 
sobre el segmento de recta desde (1, 1, 1) hasta (2, 3, —1). 


Solución Sean М = у, М = х,Р = 4. Aplicamos el criterio para ver si la forma es 
exacta: 


IP_ IN. M oj- ӘМ дм 


ду дг’ дг Ox? дх ду 
Estas igualdades nos dicen que y dx + x dy + 4 dz es exacta, de modo que 
ydx + хау + 4dz = df 


para cierta función f, y el valor de la integral es f(2, 3, 1) — f(1, 1, 1). 
Podemos determinar f, salvo por una constante, integrando las ecuaciones 


ðf _ 9] _ of _ 


эх» y 26 эс *® (4) 
De la primera ecuación obtenemos 
Хо, y, 2) = xy + 280,2). 
La segunda ecuación nos dice que 
of 08 08 
y “gy. о ду С 
Por lo tanto, g es una función sólo de z y 
f(x, у, 2) = xy + A(z). 
La tercera de las ecuaciones (4) nos dice que 
д] dh 
у Ат o hlz) = 4z + С. 


Por tanto, 
Р(х, у, 2) = ху + 45 + С. 
El valor de la integral es 


f(2,3, —1) — }(1,1,1)=2+С—-(5+С) = -3. и 
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EJ ERCICIOS 16.3 


Criterios para campos conservativos 


¿Cuáles de los campos en los ejercicios 1-6 son conservativos y cuá- 
les no? 


1. Е = yzi + xj + хук 
(хѕеп z)j + (xy cos z)k 
. F = yi + (x + z)j — yk 


2. F = (ysenz)i + 
3 
4. F= -yi + xj 
5 
6 


. F = (z + у)і + zj + (y + x)k 
. F = (e*cos y)i — (e* sen y)j + zk 


Determinación de las funciones potenciales 


En los ejercicios 7-12, encuentre una función potencial f para cada 
campo F. 


7. F = 2xi + 3yj + 4zk 

8. F = (y + z)i + (x + z)j + (x + y)k 
9. Е = е? ({ + xj + 2xk) 

10. F = (у sen z)i + (xsenz)j + (xy cos z)k 
П.Е = (Inx + sec?(x + y))i + 


2 y : 2 
seclx + y) + Ji | К 
( YEr у + 


y х 2 : 
12. Е = 14 | ке = | 
ERA С 2 | 
y 3 
—=— + 5 |k 
É 1- у : 
Evaluación de integrales de línea 


En los ejercicios 13-17, demuestre que las formas diferenciales de las 
integrales son exactas. Después evalúe las integrales. 


(2,3,-6) 
13. / 2x dx + 2y dy + 2z dz 
(0,0,0) 


(3,5,0 
и. | угах + xz dy + xy dz 
(1,1,2) 


(1,2,3) 
15. | 2xy dx + (x? — 22) dy — 2y2 dz 
(0,0,0) 


(3,3,1 : 4 
16. / 2x dx — y“ dy — dz 
(0,0,0) d 1+ 22 


(0,1,1) 

17. | sen у соз х dx + cos y sen х dy + dz 
(1,0,0) 

Aunque no están definidos en todo el espacio №, se puede usar el cri- 

terio de los componentes para ver si los campos asociados a los ејегсі- 

cios 18-22 son conservativos. Encuentre una función potencial para 

cada campo y evalúe las integrales como en el ejemplo 4. 


(1,p/22) І | 
= ы енун E Е 2xseny) dy + zdz 


(1,2,3) 
19. | Зх? de + È dy + 22m yde 
алд) 


(2,1,1) 2 
20. | (2x In y — yz) dx 4 (5 =) dy = xy dz 
(1,2,1) 


(222) 
1 х y 

21. | °+( Ja dz 
o 1,1) А Z y A 


022) 2xdx + 2у dy + 2z dz 
22. 
-1,-1,-1) 


х + у* + 22 
23. шон del ejemplo 4 Evalúe la integral 


(2,3,-1) 
! ydx + хау + 44: 
(1,1,1) 


del ejemplo 4, encontrando ecuaciones paramétricas para los seg- 
mentos de recta desde (1, 1, 1) hasta (2, 3, —1) y evaluando la inte- 
gral de línea de F = yi + xj + 4k a lo largo del segmento. Como 
F es conservativo, la integral es independiente de la trayectoria. 


24. Evalúe 
| х? dx + yz dy + (у2/2) dz 
С 
alo largo del segmento de recta С que une a (0, 0, 0) con (0, 3, 4). 


Teoría, aplicaciones y ejemplos 


Independencia de la trayectoria Muestre que los valores de las in- 
tegrales de los ejercicios 25 y 26 no dependen de la trayectoria desde 
A hasta B. 


B 
25. | z ах + 2y dy + 2х: dz 
A 


РИ PE 
da 2+y +2 


En los ejercicios 27 y 28, encuentre una función potencial para F. 
2 2х1 1-2, 


28. Е = (e*Iny)i + (5 + senz + (y cos z)k 


29. Trabajo a lo largo de distintas trayectorias Determinar el tra- 
bajo realizado por Е = (x? + у)і + (y? + x)j 4 се, para las 
siguientes trayectorias, desde (1, 0, 0) hasta (1, 0, 1). 


a. El segmento de recta x = 1, у = 0,0 =: = 1 
b. La hélice r(t) = (cos 1)i + (sen 1)j + (1/2p)k, 0 = t = 2р 
с. El eje х desde (1,0, 0) a (0, O, 0) seguido de la parábola 
z= х?, у = 0 desde (0, 0, 0) hasta (1, O, 1) 
30. Trabajo a lo largo de distintas trayectorias Determinar el 
trabajo realizado por Е = е + (xze% + zcos y)j + (xye*” + 
sen y)k para las siguientes trayectorias, desde (1, 0, 1) hasta 


(1, p/2, 0). 


31. 


32. 


a. El segmento de recta х -1,у--0р2,2-1-105:5:1 


b. El segmento de recta desde (1, 0, 1) al origen, seguido de un 
segmento de recta desde el origen hasta el punto (1, p/2, 0) 


с. El segmento de recta desde (1, 0, 1) hasta (1, O, 0), seguido 
del eje x desde (1, O, 0) hasta el origen, seguido de la parábola 
y = px?/2, = 0 desde allí hasta (1, p/2, 0) 

Dos maneras para evaluar una integral de trabajo Ѕеа Е = 

У(х?у?) y sea С la trayectoria en el plano xy, que va desde (—1, 

1) hasta (1, 1), y que consiste en el segmento de recta desde 

(-1, 1) hasta (0, 0), seguido del segmento de recta desde (0, 0) 

hasta (1, 1). Evalúe 1, сЁ! dr de dos maneras distintas. 


a. Encuentre las parametrizaciones de los segmentos que for- 
man a C y evalúe la integral. 
р. Use f(x, y) = х?у” como una función potencial para F. 
Integración a lo largo de distintas trayectorias Evalúe 
S c2xcos y dx — х? sen y dy a lo largo de las siguientes trayecto- 
rias C, en el plano xy. 
a. La parábola у = (x — 1) de (1, 0) а (0, 1) 
b. El segmento de recta de (—1, р) a (1, 0) 
с. El eje x, de (—1, 0) a (1, 0) 
а. La astroide r(1) = (сов? 1)i + (sen? 1)j, 0 = 1 = 2р, recorri- 
da en el sentido contrario al de las manecillas del reloj, desde 
(1, 0) hasta regresar a (1 ,0) 


33. a. Forma diferencial exacta. ¿Cuál debe ser la relación en- 
tre las constantes a, b, y c para que la siguiente forma dife- 
rencial sea exacta? 


(ay? + 2czx) dx + y(bx + cz) dy + (ay? + cx?) ас 


b. Campo gradiente ¿Para cuáles valores de b y c ocurre que 


Е = (y? + 2czx)i + у(рх + cz)j + (y? + сх”)К 


es un campo gradiente? 


34. 


35. 


36. 


37. 


38. 


Е = 
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16.4 Teorema de Green en el plano 


Gradiente de una integral de línea Suponga que F = Vf es 
un campo vectorial conservativo y 


(x,y,z) 
g(x,y 2) = / Еа. 
( 


0,0,0) 


Muestre que Vg = Е. 


Trayectoria de menor trabajo Se le ha pedido encontrar la tra- 
yectoria a lo largo de la cual un campo de fuerza F desarrollará el 
menor trabajo al mover una partícula entre dos posiciones. Un rá- 
pido cálculo muestra que F es conservativo. ¿Qué debe respon- 
derse? Justifique su respuesta. 

Un experimento revelador Mediante un experimento, usted ha 
observado que un campo de fuerza F desarrolla sólo la mitad de 
trabajo al mover un objeto a lo largo de una trayectoria С, desde A 
hasta B, que el trabajo realizado al mover el objeto a lo largo de la 
trayectoria C2, que va también desde A hasta В. ¿Qué puede con- 
cluir acerca de F? Justifique su respuesta. 

Trabajo realizado por una fuerza constante Muestre que el 
trabajo realizado por un campo de fuerza constante Е = аі + bj 
+ ck al mover una partícula a lo largo de cualquier trayectoria de 
AaBes W = Е-АВ. 

Campo gravitacional 


a. Encuentre una función potencial para el campo gravitacional 


хі + yj + zk 
GmM 5 
(х2 + y? + 2298 


(С, ту М son constantes). 


b. Sean Р, y P, puntos que se encuentran а distancias sı у s, del 
origen. Muestre que el trabajo realizado por el campo gravita- 
cional de la parte (a), para mover una partícula de Руа Р», es 


1 1 
Gm = 1) 


E 64 Teorema de Green en el plano 


La tabla 16.2 de la sección 16.2 nos dice que toda integral de línea Дем ах + N dy puede 
escribirse como una integral de flujo J, F: Т ds. Si la integral es 

independiente de la trayectoria, de modo que el campo F sea conservativo (en un dominio 
que satisfaga las hipótesis básicas), podemos evaluar la integral fácilmente, usando una 
función potencial para el campo. En esta sección veremos cómo evaluar la integral si no 
está asociada a un campo vectorial conservativo, sino que es una integral de flujo a través 
de una curva cerrada en el plano xy. El medio para lograr esto es un resultado conocido co- 
mo el teorema de Green, que convierte la integral de línea en una doble integral sobre la 
región encerrada por la trayectoria. 

Pondremos nuestra explicación en términos de campos de velocidad o de flujo de fluidos, 
porque son fáciles de imaginar, sin embargo, el teorema de Green se aplica a cualquier 
campo vectorial que satisfaga ciertas condiciones matemáticas. Su validez no depende de 
que el campo tenga una interpretación física particular. 
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(x y + Ay) Ax (X+ Аҳу+ Ay) 


Ay Ay 
A 


(х у) Ах (х + Ах у) 


FIGURA 16.24 El rectángulo para la 
definición de divergencia (densidad de 
flujo) de un campo vectorial en el punto 
œ y). 


Capítulo 16: Integración en Campos Vectoriales 


Necesitamos dos nuevas ideas para el teorema de Green. La primera es la idea de divergen- 
cia de un campo vectorial en un punto, a veces llamada por ingenieros y físicos densidad 
de flujo del campo vectorial. La obtenemos de la siguiente manera. 

Suponga que F(x, у) = М(х, y)i + N(x, y)j es el campo de velocidad del flujo de un 
fluido en el plano, y que las primeras derivadas parciales de M y N son continuas en cada 
punto de una región R. Sean (x, y) un punto en R y A un pequeño rectángulo con una esqui- 
na en (x, y) que, junto con su interior, se encuentra totalmente contenido en R (figura 
16.24). Los lados del rectángulo son paralelos a los ejes coordenados y tienen longitudes 
Ах y Ay, mientras que la razón con la que el fluido sale del rectángulo por la orilla inferior 
es aproximadamente 


F(x, y)+(=3) Ax = Mx, y)Ax. 


Éste es el componente escalar de la velocidad en (x, y) en la dirección normal exterior, 
multiplicada por la longitud del segmento. Si la velocidad se mide en metros/segundo 
(m/s), entonces la tasa de salida se mide en metros cuadrados por segundo. Las tasas con 
las que el fluido cruza los otros tres lados en las direcciones normales exteriores pueden 
estimarse de forma similar. Por lo anterior, tenemos 


Tasas de salida Arriba: F(x,y + Ay)*:j Ax = N(x, y + Ay)Ax 


Abajo: E(x, у):(-1) Ax = —N(x, y)Ax 
Derecha: F(x + Ax, у):і Ay = М(х + Ax, y)Ay 
Izquierda: F(x, у): (—i) Ay = —M(x, y)Ay. 


Al combinar los lados opuestos tenemos 
: : IN 
Arriba y abajo: (М(х, y + Ay) — N(x, y))Ax = Є ay) Ax 
А ðM 
Izquierda y derecha: (M(x + Ax, y) = М(х, y))Ay = (2и ax) Ay. 


Al sumar las dos últimas ecuaciones obtenemos 


Flujo a través de la frontera del rectángulo ғ (2и + ау) AxAy. 


Ahora dividimos entre AxAy para estimar el flujo total por unidad de área, o densidad de 
flujo para el rectángulo: 


Flujo a través de un rectángulo E А ан) 

Área del rectángulo ox ду 
Por último, hagamos que Ах y Ау tiendan a cero para definir lo que llamaremos la densi- 
dad de flujo de Е en el punto (х, y). En matemáticas, а la densidad de flujo la conocemos 
como la divergencia de F. La notación para ello es div F. 


DEFINICIÓN Divergencia (Densidad de flujo) 
La divergencia (densidad de flujo) de un campo vectorial F = Mi + Nj en el 
punto (x, y) es 

IM , ӘМ 


ШҮЛГЭЭ ар, (1) 


Fuente: 
div F (Ху Yo) > 0 
Un gas en expansión 
en el punto (Xp, Yo). 
Sumidero: 
div F (ху, Yo) < 0 


Un gas en compresión 
en el punto (Хо, Yo). 


А“ 
FIGURA 16.25 Si un gas se expande en 
el punto (хо, уо), las líneas de flujo tienen 


divergencia positiva; si el gas se 
comprime, la divergencia es negativa. 


(x y + Ду) Ax (X+ Ax, y+ Ay) 


1-4 
al 


(x y) Ax (x+ Ax y) 


FIGURA 16.26 El rectángulo para la 
definición del rotacional (densidad de 
circulación) de un campo vectorial en un 
punto (x, y). 
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Intuitivamente, si el gas se expande en el punto (xo, yo), las líneas de flujo divergen en 
el punto (de allí el nombre), y como el gas está saliendo de un rectángulo pequeño alrede- 
dor de (хо, yo), la divergencia de Е en (хо, yo) es positiva. Si el gas se comprime, en lugar 
de expandirse, la divergencia es negativa (vea la figura 16.25). 


EJEMPLO 1 Cálculo de la divergencia 
Encontrar la divergencia de F(x, у) = (x? — y)i + (ху — y?)j. 


Solución Usamos la formula de la ecuación (1): 


9М oN ð 2 д 2 
divF = Эх + ду ay (х У) + ge у?) 
= 2x + x — 2y = 3х – 2y. и 


Giro alrededor de un eje: el componente К del rotacional 


La segunda idea que necesitamos para el teorema de Green tiene que ver con la forma de 
medir en un punto, el giro de una rueda con paletas en un fluido que se mueve en una re- 
gión plana. Esto nos da una idea de la forma en la que circula un fluido con respecto a los 
ejes localizados en diferentes puntos, perpendiculares a la región. En ocasiones, los físicos 
se refieren a esto como la densidad de circulación de un campo vectorial F en un punto. 
Para obtenerlo, regresemos al campo de velocidades 


F(x, у) = М(х, у)і + N(x, y)j 


y al rectángulo А. El rectángulo aparece en la figura 16.26. 

La circulación de F en el sentido contrario al de las manecillas del reloj a lo largo de 
la frontera de A, es la suma de las razones de flujo a lo largo de los lados. Para la orilla in- 
ferior, la razón de flujo es aproximadamente 


F(x, у):і Ах = M(x, y)Ax. 


Esto es el componente escalar de la velocidad Е(х, y) en la dirección del vector tangente 1 
multiplicado por la longitud del segmento. Las razones de flujo a lo largo de los demás la- 
dos en el sentido contrario al de las manecillas del reloj se expresan de manera similar. En 
resumen, tenemos 


Arriba: F(x,y + Ду): (~i) Ax = =М(х, y + Ay)Ax 
Abajo: F(x, y) +i Ax = М(х, y)Ax 
Derecha: F(x + Ax, у):ј Ay = N(x + Ax, y)Ay 


Izquierda: E(x, y) (73) Ay = —N(x, y)Ay. 
Sumamos las expresiones correspondientes a los lados opuestos para obtener 
Arriba y abajo: 

ƏM 
—(М(х, у + Ay) = M(x, y))Ax = -(% ay Jas 
Derecha e izquierda: 
IN 
(N(x + Ax, у) — N(x, у))Ау = (x ax )ay 

Al sumar estas dos últimas ecuaciones y dividir entre AxA y tenemos una estimación de la 


densidad de circulación para el rectángulo: 


Circulación alrededor del rectángulo IN ðM 
Área del rectángulo ~ x ду? 
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Eje vertical 


et as 


Rot F (ҳо, уо) "К> 0 
Circulación en contra de las manecillas 


Eje vertical 


4 cb 


Rot F (ҳо, Yo) "К< 0 
Circulación en el sentido de las manecillas 


FIGURA 16.27 En el flujo de un fluido 
incompresible sobre una región plana, el 
componente k del rotacional mide la razón 
de giro del fluido en un punto. El 
componente k del rotacional es positivo en 
los puntos donde la rotación va en sentido 
contrario al de las manecillas del reloj y 
negativo donde la rotación es en el sentido 
de las manecillas. 


Simple 
Simple 


No simple 


FIGURA 16.28 АІ demostrar el teorema 
de Green, distinguimos entre dos tipos de 
curvas cerradas, las simples y las no 
simples. Las curvas simples no se cruzan a 
sí mismas. Una circunferencia es simple, 
pero la figura del número 8 no lo es. 


Hacemos que Ах y Ay tiendan a cero para definir lo que llamamos densidad de circula- 
ción de F en el punto (x, y). 

La orientación positiva de la densidad de circulación para el plano es la rotación en 
sentido contrario al de las manecillas del reloj con respecto al eje vertical, viendo al plano 
xy hacia abajo desde la punta del vector unitario (vertical) k (figura 16.27). El valor de la 
circulación es el componente k de un vector de circulación más general que definiremos 
en la sección 16.7, el rotacional del campo vectorial F. Para el teorema de Green, necesi- 
tamos solamente el componente k. 


DEFINICIÓN ЕІ componente К del rotacional (Densidad de circulación) 


El componente k del rotacional (densidad de circulación) de un campo vecto- 
rial Е = Mi + Nj en el punto (х, y) es el escalar 


_0N _ ӘМ 
(тогЁ):К = Jx ду? (2) 


Si el agua se mueve en una región del plano ху en una capa delgada, entonces el com- 
ponente k del rotacional en el punto (xo, yo) nos proporciona una manera de medir la rapi- 
dez y la dirección de giro de una pequeña rueda con paletas colocada en el agua en (хо, yo) 
con su eje perpendicular al plano, paralelo a k (figura 16.27). 


EJEMPLO 2 Cálculo del componente k del rotacional 


Encontrar el componente k del rotacional para el campo vectorial 
Е(х, y) = (2? — yji + (ху — у). 
Solución Usamos la fórmula de la ecuación (2): 


IN ӘМ 9 ( 2) 
дх ду ах? У ду 


(curl Е): k = 


Dos formas del teorema de Green 


En una forma, el teorema de Green dice que bajo condiciones adecuadas, el flujo ha- 
cia afuera de un campo vectorial a través de una curva simple cerrada en el plano (fi- 
gura 16.28) es igual a la doble integral de la divergencia del campo sobre la región ence- 
rrada por la curva. Recordemos las fórmulas para el flujo de las ecuaciones (3) y (4) de la 
sección 16.2. 


TEOREMA 3 Teorema de Green (Divergencia del flujo o forma normal) 


El flujo hacia afuera de un campo Е = Mi + Nj a través de una curva cerrada 
simple C es igual a la doble integral de div F sobre la región R encerrada por C. 


_ Е әм , ƏN 
$ Fonds = pue ме = (8! + Ээ (3) 
С С R 


Flujo hacia afuera Integral de divergencia 
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En la otra forma, el teorema de Green dice que la circulación en sentido contrario al 
de las manecillas del reloj de un campo vectorial alrededor de una curva cerrada simple es 
la doble integral del componente k del rotacional del campo sobre la región encerrada 
por la curva. Recordemos la ecuación (2) que define la circulación en la sección 16.2. 


TEOREMA 4 Teorema de Green (Circulación rotacional o forma 
tangencial) 

La circulación en sentido contrario al de las manecillas del reloj de un campo 

F = Mi + Nj alrededor de una curva simple cerrada C en el plano, es igual a la 

doble integral de (rot F) + k sobre la región А encerrada por С. 


= IN ðM 
pera мачм = || (2 M) аа (4) 
C E R 


Circulación en sentido contrario Integral del rotacional 
al de las manecillas del reloj 


Las dos formas del teorema de Green son equivalentes. Al aplicar la ecuación (3) al 
campo С = Ni — Mj se tiene la ecuación (4), y al aplicar la ecuación (4) a G2 = —Ni + 
М) se tiene la ecuación (3). 


Hipótesis matemáticas 


Necesitamos dos tipos de hipótesis para que el teorema de Green sea válido. Primero nece- 
sitamos condiciones sobre М у N para garantizar la existencia de la integral. Las hipótesis 
usuales son que M y N, así como sus primeras derivadas parciales sean continuas en cada 
punto de una región abierta que contenga a C y a R. En segundo lugar, necesitamos condi- 
ciones geométricas sobre la curva C. Debe ser simple, cerrada y formada por piezas a lo 
largo de las cuales podamos integrar M y N. La hipótesis usual es que C sea regular por 
partes. Sin embargo, la demostración que daremos del teorema de Green, supone también 
cierta forma de R. El lector puede encontrar demostraciones menos restrictivas en textos 
más avanzados. Primero veamos algunos ejemplos. 


EJEMPLO 3 Apoyo al teorema de Green 


Verificar ambas formas del teorema de Green para el campo 
F(x у) = (х = y)i + xj 
y la región R acotada por la circunferencia unitaria 


C: r(t) = (cos 1)i + (sen £)j, 0 =1=<2p. 


Solución Tenemos 
М = cost — sent, dx = d(cos t) = —sen t dt, 


N = cost, dy = d(sen t) = cost dt, 
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Los dos lados de la ecuación (3) son 


ї=2р 
ўма — Мах = / (cos 1 — sen ż)(cos t dt) — (cos t)(—sen t dt) 
2 


2р 
-| cos? tdt = р 
0 
9М 
Ј @ +%)&®- |) (1 + 0) dx dy 
R 


= ЇЇ dx dy = área dentro de la circunferencia unitaria = р. 


Los dos lados de la ecuación (4) son 


1=2р 
$ M dx + Ndy = 1 (cos 1 — sen t)(—sen t dt) + (cos t)(cos t dt) 
= 


2р 
= | (—ѕеп tcos т + 1) ағ = 2р 
0 


[E Has- а-аа 3 


К 


Uso del teorema de Green para evaluar integrales de línea 


Si construimos una curva cerrada С, uniendo varias curvas por sus extremos, el proceso de 
evaluación de la integral de línea sobre C puede ser laborioso, ya que habría que evaluar 
varias integrales. Sin embargo, si C acota una región R para la que puede aplicarse el teo- 
rema de Green, podemos usar este teorema para cambiar la integral de línea sobre C por 
una doble integral sobre R. 


EJEMPLO 4 Cómo evaluar una integral de línea usando el teorema de Green 


foa — y? dx, 


C 


Evaluar la integral 


donde С es el cuadrado delimitado en el primer cuadrante рог las rectas х= 1 y y=1. 


Solución Podemos usar cualquier forma del teorema de Green para cambiar la integral 
de línea por una doble integral sobre el cuadrado. 


1. Con la forma normal, ecuación (3): Si М = ху, N = y?, y Су R son la frontera y el 
interior del cuadrado, entonces 


| але formaa- | f ъ= 
х=1 1 

_ 3 223 

- = ое) 3. 


>< 


Р›(ҳ, 5(Х) 


> Х 


FIGURA 16.29 La curva frontera С está 
formada por C}, la gráfica de y = fı (х), y 
С», la gráfica de у = р(х). 
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2. Соп Іа forma tangencial, ecuación (4): Si М = —y?y N = xy, tenemos el mismo re- 
sultado: 
2 Е 23 
= угах + худу = || (у - (-2у)) dx dy = 5. и 
С R 


EJEMPLO5 Cálculo del flujo hacia afuera 
Calcular el flujo hacia afuera del campo F(x, y) = xi + y?j con respecto al cuadrado aco- 


tado por las rectas x = +1 y y = 1. 


Solución El cálculo del flujo con una integral de línea requiere de cuatro integraciones, 
una para cada lado del cuadrado. Con el teorema de Green podemos cambiar la integral 
de línea por una doble integral. Si M = x, N = y?, C es el cuadrado y R el interior, tene- 
mos que 


Flujo = $ Fonds = ўма Е 
C С 
= I (м + ан) ах dy Teorema de Green 
R 
Ipi | к 
-Jf б +2уў&ф= | КЕ ау 
Ja al = 


1 1 
-| (2 + 4y) dy = 2y +2) = 4, и 
-1 


Demostración del teorema de Green para regiones especiales 


Sea C una curva regular simple cerrada, con la propiedad de que las rectas paralelas a los 
ejes corten a la curva en no más de dos puntos. Sea R la región encerrada por C y suponga- 
mos que М, N y sus primeras derivadas parciales son continuas en todo punto de alguna 
región abierta que contiene tanto a C como a R. Queremos demostrar la forma de la circu- 
lación rotacional del teorema de Green, 


фма+ха- |f (2 M) аса. (5) 
С R 


La figura 16.29 muestra que C está formada por dos partes dirigidas: 


С: у= р(х), asx<b, Cx у= р(х), b=x=a. 


Para cualquier х entre a у b, podemos integrar ӘМ/ду con respecto а y desde у = fı(x) 
hasta y = f2(x), para obtener 


fax) әм у=) 
/ эу Ф = М(х, у) = М(х, ўә(х)) - М(х, 7109). 
Ро) Y у=Л0) 
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О;(о;\ y), У 


> Х 


FIGURA 16,30 La curva frontera С está 
formada por С\, la gráfica de х = g1(y), y 
С, la gráfica de x = ga(y). 


>< 


Х-а x=b 


> Х 


FIGURA 16.31 Рага demostrar el 
teorema Green para un rectángulo, 
dividimos la frontera en cuatro segmentos 
de recta dirigidos. 


Luego podemos integrar con respecto a x desde a hasta b: 


Ро) b 
ЇЙЛ Мух | мо, f) — мо ла 


а 5 
-| М(х, 7509) “| М(х, fı(x)) ах 


[ 
| 
х 
8 
| 
х 
8 


l 
| 
= 
х 
E 


Por lo tanto 


fua- || (20) ах аду. (б) 
С R 


La ecuación (6) es la mitad del resultado que necesitamos para la ecuación (5). Podemos 
deducir la otra mitad integrando 9// dx, primero con respecto a х y después con respecto a 
y, como lo sugiere la figura 16.30. Esta figura muestra a la curva C de la figura 16.29, des- 
compuesta en dos partes dirigidas С: х = gi(y),d = y = cy Сз: х = gxy),c = y Ed. 
El resultado de esta doble integración es 


_ [Гәм 
ўл = | Эх E dy. (7) 
С R 


Al sumar las ecuaciones (6) y (7) obtenemos la ecuación (5) y esto concluye la demos- 
tración. п 


Extensión de la demostración a otras regiones 


El argumento anterior no se aplica directamente a la región rectangular de la figura 16.31, 
pues las líneas x= a, x = b, y = с y y = а cortan la frontera de la región en más de dos pun- 
tos. Sin embargo, si separamos la frontera de C en cuatro segmentos de recta 


Ci: у = с, а= х < р, C2: х= В, с=ух<4 
C3: у= d, b=x=a, Ca хзэа, 4 > у > с, 


podemos modificar el argumento de la siguiente manera. 
Procediendo como en la demostración de la ecuación (7), tenemos 


d 
ON "ад = | (М, у) — Жа, y)) dy 
а с 
= | Мь»&+ | мау) 
= | мо + | мо (8) 
2 Ca 


у 
А 
С 
> Х 

0 

(а) 
у 
А 
В С 
а 

70] а р & 
(0) 


FIGURA 16,32 Otras regiones a las que 


puede aplicarse el teorema de Green. 


y 
A 


-b с, -а 0 а с, b 


FIGURA 16,33 Una región А que 
combina las regiones R y А. 
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Como y es constante a lo largo de С, y Сз, Se, Ndy = Se,N dy = 0, de modo que pode- 
mos sumar Se, Ndy = Је, № dy al lado derecho de la ecuación (8) sin cambiar la igual- 


dad; al hacerlo tenemos 
а fb 
IN 
[ ax 44 = ўна (9) 
С 


De manera similar, podemos mostrar que 


[Гм = dy dx = = pa (10) 


Al restar la ecuación (10) de la ecuación (9), de nuevo llegamos a que 


Ши 


Las regiones como las que aparecen en la figura 16.32 pueden manejarse con facilidad. 
La ecuación (5) sigue siendo válida. También se aplica a la región con forma de herradura 
К de la figura 16.33, como podemos ver al unir las regiones К; y R, y sus fronteras. Apli- 
camos el teorema de Green a C}, А y para С», R, para obtener 


mac+nay= ff (2 M) dy 
С, 
Ri 
ма+ма = |f (2 M) ас. 
С р 
2 


Al sumar estas dos ecuaciones, la integral de línea a lo largo del eje y desde b hasta a para 
С, se cancela con la integral sobre el mismo segmento, pero en dirección opuesta рага Су. 


Por lo tanto, 
ф}чезно- PE M) ас, 


donde С está formada por los dos segmentos del eje х desde —b hasta —a y de a a b, así co- 
mo dos semicircunferencias, y donde R es la región dentro de C. 

El artificio de sumar integrales de línea sobre fronteras separadas para construir una 
integral sobre una sola frontera se puede extender a un número finito de subregiones. En la 
figura 16.34a, sea С, la frontera, orientada en contra de las manecillas del reloj, de la re- 
gión А dentro del primer cuadrante. De manera similar, para los otros tres cuadrantes, С; 
es la frontera de la región R;, i = 2, 3, 4. Por el teorema de Green, 


pues 8: M) ас. (11) 


Sumamos la ecuación (11) sobre і = 1, 2, 3, 4, y obtenemos (figura 16.34b): 


$ (М dx + N dy) + Ї (М ах + Мау) = [E M) ас, (12) 


r=b 
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у 
Егопїега A 
deR 


> Х 


(b) 


FIGURA 16.34 La región anular R 
combina cuatro regiones menores. En 
coordenadas polares, r= a para el círculo 
interior, r= b para el círculo exterior, y 

a = г = b para la propia región. 


>< 


FIGURA 16,35 El teorema de Green 
puede aplicarse a una región anular R, 


integrando a lo largo de las fronteras como 


se muestra (ejemplo 6). 
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La ecuación (12) dice que la doble integral de (9М/9х) — (ӘМ/ду) sobre el anillo R, es 
igual a la integral de línea de M dx + N dy sobre la frontera completa de R en la dirección 
que mantiene a R a la izquierda mientras avanzamos (figura 16.34b). 


EJ EMPLO 6 


Verificar la forma de circulación del teorema de Green (ecuación 4) sobre el anillo R dado 
por R: h? = x? + y? = 1,0 < h < 1 (figura 16.35), 


Demostración del teorema de Green рага un anillo 


=y X 
M = ——5, N==—. 
х2 + y? х2 + y? 


Solución La frontera de R está formada por la circunferencia 


Сү: x= cost, y = sent, 02-15 2р, 


recorrida en contra de las manecillas del reloj cuando t crece, y la circunferencia 
Cp. x=hcosu 


y = —hsenu 0=u=<?2p, 


recorrida en el sentido de las manecillas del reloj cuando Ucrece. Las funciones M y N y 
sus derivadas parciales son continuas en R. Además, 


әм _ Ө® + y AD + у(2у) 
dy (х2 + yy 


yx ау 


E E 


IN ӘМ Е Е 
(0) = оаа =0. 
R R 


La integral de M dx + N dy sobre la frontera de R es 


х ау = y dx хау — у ах 
| ма+мь- $ 251 {ег х 
xy хоту 
E C C 


1 h 


2р 2р h?(cos? и + sen? и) 
= | (cos? + sen? t) dt | ац 
0 0 


de modo que 


h? 
= 2р — 2р = 0. п 


Las funciones М y N del ejemplo 6 son discontinuas еп (0, 0), por lo que no podemos 
aplicar el teorema de Green a la circunferencia C y a la región dentro de ella. Debemos ex- 
cluir al origen. Lo hacemos excluyendo los puntos del interior de Су. 

Podríamos reemplazar la circunferencia С del ejemplo 6 por una elipse o cualquier 
otra curva cerrada simple К que rodee a С, (figura 16.36). El resultado seguirá siendo 


$ маск nd) + $ oratna |f (Z M) а-о, 
K Ch R 


> 


> É 
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lo que nos lleva a la conclusión de que 


pura: + Мау) = 2р 
К 


para cualquier curva К. Podemos explicar este resultado pasando a coordenadas pola- 


res. Si 
x= rcosu, y = rsen ц 
K ах = —rsen Udu + cos Цаг, dy = rcos Udu + sen Цаг, 
tenemos 
хау = гуйх  rYcos?u+ sen? u) du d 
FIGURA 16.36 La región acotada por la х2 + y? Ш ү2 = ац, 


circunferencia С, y la curva К. 


y Use incrementa en 2p al recorrer K una vez, en contra del sentido de las manecillas del 


reloj. 


EJ ERCICIOS 16.4 


Verificación del teorema de Green 


En los ejercicios 1-4, verifique la conclusión del teorema de Green, 
evaluando los dos lados de las ecuaciones (3) y (4) para el campo 
F = Mi + Nj. En cada caso considere como dominio de integración 
al disco R dado por х? + y? = a? y a su circunferencia frontera С 
dada por г = (acos1)i + (asen1)j, 0 = t = 2р. 

1 F = —yi + xj 2. Е = уі 

3. Е = 2х1 — 3yj 4. Е = уі + ху) 


Circulación en sentido contrario al de las 
manecillas del reloj y flujo hacia afuera 


En los ejercicios 5-10, use el teorema de Green para calcular la circu- 
lación en sentido contrario al de las manecillas y el flujo hacia afuera 
para el campo F y la curva C. 
5. Е = (x= у)і + (у х)ј 
С: El cuadrado acotado por x = 0, х = 1, у = 0, у = 1 
6. Е = (х? + 4у)і + (х + у”) 


С: El cuadrado acotado por x = 0, х = 1, у = 0, у = 1 
7.Е = (у? – х2) + (а? + у?) 

С: El triangulo acotado рог у = 0, х = Зуу = х 
8. F = (x + у) – (0? + y®j 

С: El triangulo acotado рог у = 0, х = Іуу = х 
9. Е = (х + e* sen y)i + (х + e*cos у)ј 

С: El lazo derecho de Іа leminiscata r? = cos 20 


10. F = СЭ; E 1а (х2 + у?) 


С: La frontera de la región definida por las desigualdades en 
coordenadas polares 1 3r<2,0=<U=p 


11. Calcule la circulación del campo F = xyi + y?j en sentido con- 
trario al de las manecillas del reloj y el flujo hacia afuera, con res- 
pecto a la frontera de la región acotada por las curvas y = x? y 
y = x dentro del primer cuadrante. 


12. Encuentre la circulación del campo Е = (—sen y)i + (х cos у)ј 
en sentido contrario al de las manecillas del reloj y el flujo hacia 
afuera, con respecto al cuadrado definido en el primer cuadrante 
por las rectas x = p/2 y y = p/2. 


13. Encuentre el flujo hacia afuera del campo 


Х : a 
Е = (|3ху ho ех + {ап y)j 
| ` 1+ y? Ш 

con respecto a Іа cardioide r = а(1 + cos Ч), a > 0. 


14. Encuentre la circulación de Е = (y + еп y)i + (e*/y)j en el 
sentido contrario al de las manecillas del reloj, alrededor de la 
frontera de la región acotada arriba por la curva y = 3 — x? y de- 
bajo por la curva у = х* + 1. 


Trabajo 


En los ejercicios 15 y 16, encuentre el trabajo realizado por F al mover 
una vez una partícula en contra de las manecillas, alrededor de la cur- 
va dada. 
15. Е = 2хуї + 4x?y?j 
С: La frontera de la región “triangular” del primer cuadrante aco- 
tada por el eje х, la recta x=1 y la curva y = х? 
16. Е = (4x — 2y)i + (2х — 4y)j 


С: La circunferencia (х — 2)? + (у 


Evaluación de integrales de línea en el plano 


Aplique el teorema de Green para evaluar las integrales de los ejerci- 
cios 17-20. 


2} =4 


17. $ (у dx + х? dy) 
С 


С: El triangulo acotado por x = 0, х + у = 


18. $ (3y dx + 2x dy) 


С 
С: La frontera de 0 = х = р,0 = у = ѕепх 
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19. ў (бу + х) dx + (y + 2х) dy 
C 
C: La circunferencia (x 


2)? + (у - 3)? = 4 


20. ў (2х + у?) ах + (2ху + Зу) dy 
С 
С: Cualquier curva cerrada en el plano, para la que se cumpla el 
teorema de Green 


Cálculo de áreas con el teorema de Green 


Si una curva simple cerrada C en el plano y la región R que encierra 
satisfacen las hipótesis del teorema de Green, el área R está dada por 


Fórmula del área con el teorema de Green 


Área de R = фа as 


La razón es que por la ecuación (3), utilizada hacia atrás, 


каек Гаа (151) өв 
R R 


Use la fórmula del área del teorema de Green (ecuación 13) para de- 
terminar el área de las regiones encerradas por las curvas de los ejerci- 
cios 21-24, 


21. La circunferencia r(t) = (а cos t)i + (asent)j, 0 =7= 2р 
22. La elipse r(t) = (acos t)i + (b sen t)j, 0O=t<2p 
23. La astroide r(t) = (cos? t)i + (sen? 1)j, 0=1=2p 


24. La curva r(t) = 1% + ((/3) — Àj, —2 драго З (уеа 


la siguiente figura) 


ГЭ 


t>0 


t= +УЗ 


>X 


е e 


Teoría y ejemplos 
25. Sea C la frontera de una región donde pueda aplicarse el teorema 
de Green. Use este teorema para calcular 


a. ф то dx + g(y) dy 
E 


b. ў ку dx + hx дау (Ку h consonantes). 
C 


26. Integral que depende sólo del área Muestre que el valor de 


ў» dx + (х?у + 2х) dy 
С 


en cualquier cuadrado depende solamente del área del cuadrado у 
no de su localización en el plano. 


27. ¿Qué tiene de especial la siguiente integral? 


ў 4х?у dx + x* dy? 
С 
Justifique su respuesta. 


28. ¿Qué tiene de especial la siguiente integral? 


$ = у? ау + x? dx? 
С 


Justifique su respuesta. 


29. Área como una integral de línea Muestre que si R es una re- 
gión en el plano, acotada por una curva C simple cerrada y regu- 
lar por partes, entonces 


Área de R = ў:%- -yar 
С С 


30. Integral definida como una integral de línea Suponga que 
una función no negativa y = f(x) tiene una primera derivada 
continua en [a, b]. Sea C la frontera de la región en el plano xy 
acotada por debajo por el eje x, por arriba por la grafica de la fun- 
ción f, y alos lados por las rectas х = a y x = b. Muestre que 


b 
/ f(x)dx = - É yar 


С 


31. Área y centroide Sea А el área у x la coordenada х del centroi- 
de de la región R acotada por una curva C simple cerrada regular 
por partes en el plano xy. Muestre que 


ЗАХ: - poa yn ar 
С С С 


32. Momento de inercia Sea 7, el momento de inercia con respecto 
al eje y de la región del ejercicio 31. Muestre que 


СЕ =p yds = TELC — xy dx = 1,. 


С С С 


33. Teorema de Green y ecuación de Laplace Suponga que todas 
las derivadas necesarias existen y son continuas, y muestre que si 
f(x, y) satisface la ecuación de Laplace 


Pf Әр 
dx? ду? 


0, 


епїопсе$ 


para todas las curvas cerradas С, a las cuales se aplica el teorema 
de Green. (El recíproco es verdadero: si la integral siempre se 
anula, entonces f satisface la ecuación de Laplace). 


34. Maximización del trabajo Entre todas las curvas simples ce- 
rradas regulares en el plano, orientadas en contra de las maneci- 
llas, encuentre aquella para la cual el trabajo dado por 


2 (121.13 
Е (+17) 


es mayor. (Sugerencia: ¿Donde es positivo el (rot F) - К?) 


35. Regiones con muchos agujeros El teorema de Green se cum- 
ple para una región R con un número finito de agujeros, siempre 
que las curvas de la frontera sean simples cerradas y regulares, 
y que integremos sobre cada componente de la frontera en la di- 
rección en que R se mantiene a la izquierda mientras avanzamos 
(figura 16.37). 


FIGURA 16.37 El 
teorema de Green es 
válido para regiones con 
más de un agujero 
(ejercicio 35). 


a. Sean f(x, у) = In (x? + y?) y C la circunferencia 
х2 + y? = a? Evalúe la integral de flujo 


$ тга 


C 
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b. Sea K una curva regular simple cerrada en el plano, que no 
pase por el punto (0, 0). Utilice el teorema de Green para 


mostrar que 
ўч ends 


K 


tiene dos posibles valores, ya sea que (0, 0) esté dentro o 
fuera de K. 


36. El criterio de Bendixson Las líneas de flujo de un flujo lami- 
nar son las curvas regulares trazadas por las partículas individua- 
les del fluido. Los vectores F = M(x, y)i + N(x, y)j del campo 
de velocidad del flujo son los vectores tangentes a las líneas de 
flujo. Muestre que si el flujo ocurre en una región R simplemente 
conexa (sin agujeros ni puntos faltantes) y si My + N, 5 0 en to- 
do R, entonces ninguna de las líneas de flujo en R es cerrada. En 
otras palabras, ninguna partícula del fluido tiene una trayectoria 
cerrada en R. El criterio М, + N, = О es el criterio de Bendixson 
para la inexistencia de trayectorias cerradas. 


37. Demuestre la ecuación (7), para concluir la demostración del caso 
especial del teorema de Green. 


38. Demuestre la ecuación (10) para completar el argumento de exis- 
tencia del teorema de Green. 


39. Componente del rotacional para campos conservativos ¿Se 
puede decir algo acerca del componente del rotacional para un 
campo vectorial conservativo de dos dimensiones? Justifique su 
respuesta. 


40. Circulación de campos conservativos ¿El teorema de Green 
nos da alguna información acerca de la circulación de un campo 
conservativo? ¿Coincide esto con algo que usted sepa? Justifique 
su respuesta. 


EXPLORACIONES POR COMPUTADORA 
Cálculo de la circulación 


En los ejercicios 41-44, use un programa de álgebra por computadora 
y el teorema de Green para calcular la circulación del campo Е en el 
sentido contrario al de las manecillas del reloj, alrededor de una curva 
cerrada simple C. Realice los pasos siguientes 


a. Grafique C en el plano ху. 


b. Determine el integrando (д№дх) — (9M/0y) para la forma 
del rotacional del teorema de Green. 


с. Determine los límites de integración (de la doble integral) a 
partir de su gráfica en la parte (a), y evalúe la integral del ro- 
tacional para la circulación. 

41. Е = (2х — у)і + (х + 3y)j, С: La elipse x? + 4y? = 4 
2 


3 3 3 ым ыў 
уін (ху), C: La elipse т + y = 1 


42. Е = (2x? 


43. Е = хей + (е ах + 2x)j, 
С: La frontera de la región definida рог у = 1 + х“ (abajo) у 
y = 2 (arriba) 
44. Е = xei + 4x? In yj, 
C: El triángulo con vértices en (0, 0), (2, 0) y (0, 4) 
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Chapter 16: Integration in Vector Fields 


Área de superficies e integrales de superficie 


Superficie f(x у 2 = с 


E 


La proyección vertical 
o “sombra” de Ssobre 
un plano coordenado 


FIGURA 16.38 Сото veremos en breve, 
la integral de una función g(x, y, 2) sobre 
una superficie 5 en el espacio puede 
calcularse evaluando una integral doble 
relacionada con ella, sobre la proyección 
vertical o “sombra” de S en un plano 
coordenado. 


Tilo Ус 20 АР, 
ө 


AN 7 


FIGURA 16.39 Una superficie 5 y su 
proyección vertical sobre un plano bajo 
ella. Se puede considerar a R como la 
sombra de $ en el plano. El plano tangente 
AP; aproxima la parte de la superficie 
As ¿sobre AA}. 


Sabemos cómo integrar una función sobre una región plana, pero ¿qué pasa si la función 
está definida sobre una superficie curva? Para evaluar una de las llamadas integrales de 
superficie, la escribimos como una doble integral sobre una región en un plano coordena- 
do bajo la superficie (figura 16.38). Las integrales de superficie permiten calcular cantida- 
des como el flujo de un líquido a través de una membrana, o la fuerza hacia arriba sobre 
un paracaídas. 


Área de una superficie 


La figura 16.39 muestra una superficie S arriba de su “sombra” que es una región R en un 
plano debajo de ella. La superficie está definida por la ecuación f(x, y, z) = с. Si la super- 
ficie es regular (Vf es continua y nunca se anula en 5), podemos definir y calcular su área 
como una doble integral sobre R. Suponemos que esta proyección de la superficie sobre su 
sombra А es uno a uno. Esto es, cada punto en А corresponde а uno y sólo un punto (х, y, 
z) que satisface f(x, y, z) = с. 

El primer paso para definir el área de 5 consiste en dividir la región R en rectángulos 
pequeños АА,4е! tipo que usaríamos para definir una integral sobre R. Arriba de АА, se 
encuentra una parte de la superficie AS ¿ que podemos aproximar por medio de un parale- 
logramo АР, en el plano tangente a S, en un punto Tr(xx, yx, ск) dentro de AS x. Este pa- 
ralelogramo en el plano tangente se proyecta directamente sobre ДАр. Para ser más especí- 
ficos, escogemos el punto Tilxx, yx, zk) en AS g, directamente sobre la esquina posterior Су 
de AAz, como muestra la figura 16.39. Si el plano tangente es paralelo а А, АР, será con- 
gruente con АА. En caso contrario, será un paralelogramo con un área mayor que el área 
de AA}. 

La figura 16.40 da una ampliación de AS; y de AP}, y muestra al vector gradiente 
Vf (хк, ук, ск) en Ту y un vector unitario р normal a А. La figura muestra también el ángu- 
lo Ок entre Vf y р. Los otros vectores de la figura, и, y Vg, se encuentran en las orillas de 
АР, en el plano tangente. Así, ц, X vg y Vf son normales al plano tangente. 

Ahora necesitamos usar el hecho de geometría vectorial avanzada de que 
| (ис X ve) .р| es el área de la proyección del paralelogramo determinado por uz y ус SO- 
bre el plano, cuya normal es p. (En el apéndice 8 aparece una demostración.) En nuestro 
caso, esto se traduce en la afirmación 


|k X vi): p| = ДА. 


Para simplificar la notación del siguiente análisis, denotamos el área de un rectángulo pe- 
queño también рог АА, De manera similar, АР, denota el área de la porción del plano 
tangente directamente sobre esta pequeña región. 

Ahora, [и X vz| es el área de АР, (un hecho conocido sobre el producto cruz), de 
modo que esta última ecuación se convierte en 


|cos (ángulo entre uz X усур)| = ДА; 


AAA A 


[ux X у [pl 
ааа аә 
АР, 1 Igual a | 208 9:| pues tanto Vf como 
Че X Vx son ambos normales 


al plano tangente 


АР, | сов 9%] = AA; 
о 
ДА 


AP; = ———— 
5 [cos g| * 


АР, 


-- 
Y 


FIGURA 16.40 Ampliación de la figura 
anterior. El vector ш X vz (que no 
aparece) es paralelo al vector Vf, pues 
ambos vectores son normales al plano de 
AP К. 
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siempre que cos cos Ок + 0. Tendremos que cos Q} + 0, mientras Vf no sea paralelo al pi- 
soy Vf-p = 0. 

Como las partes АР, aproximan las partes AS ; de la superficie, que sumadas forman 
S, la suma 


_ AA; 
ХАР, = 2 (1) 


parece una aproximación de lo que llamaríamos el área de la superficie de S. También pa- 
rece como si pudiera mejorar la aproximación si refinamos la partición de R. De hecho, las 
sumas del lado derecho de la ecuación (1) son sumas aproximantes para la doble integral 


1 
R 


Por lo tanto, definimos el área de 5 como el valor de esta integral, cuando ésta exista. Pa- 
ra cualquier superficie f(x, у, 2) = с, tenemos | Vf -p| = 


1 _ [V 
[cos g| IVf-p|' 
Esto se combina con la ecuación (2) para dar una fórmula práctica para el área de una su- 
perficie. 


Fórmula para el área de una superficie 
El área de la superficie f(x, y, 2) = с sobre una región plana cerrada y acotada А es 


Área de la superficie = | тт Aci (3) 
уур“ 


donde р es un vector unitario normal a Ку Vf +p = 0. 


Así, el área es la doble integral sobre R de la magnitud de Vf, dividida entre la magni- 
tud del componente escalar de Vf normal a R. 

Bajo la hipótesis de que Vf +p + O en А, y que Vf es continua, llegamos a la ecua- 
ción (3). Sin embargo, mientras exista la integral, definimos su valor como el área de la 
porción de la superficie f(x, y, 2) = с que está sobre К. (Recuerde que hemos supuesto 
que la proyección es uno a uno). 

En los ejercicios (vea la ecuación 11), mostramos cómo se simplifica la ecuación (3), 
si la superficie está definida por z = f(x, y). 


EJEMPLO 1 Cómo determinar el área de una superficie 


Determinar el área de la superficie región inferior del paraboloide x? + y? — z = 0 cor- 
tada por el plano z = 4. 


Solución Trazamos la superficie S y la región R en el plano xy (figura 16.41). La super- 
ficie S es parte de la superficie de nivel f(x, у, z) = x? + y? — z = 0, y R es el disco x? + 
y? < 4 en el plano xy. Para obtener un vector unitario normal al plano de R, podemos con- 
siderar p = k. 
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N 


N 
| 
х 
№ 
+ 
х 
N 


х2 + y2= 4 | 


FIGURA 16.41 En el ejemplo 1 se calcula 
el área de esta superficie parabólica. 


7 
| ж +у2+22- 2 
| 

\ IES h x+y =1 

2 | 

ёоо T ж 
| 
| 
3 ~o -2 
A TS 
20 = 


FIGURA 16,42 Та superficie cortada en 
el hemisferio por el cilindro se proyecta 
verticalmente sobre el disco R dado por 
x? + y? = 1 enel plano xy (ejemplo 2). 
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En cualquier punto (x, y, 2) de la superficie tenemos 


fyz) =x + y? – 


Vf = 2xi + 2yj — k 
[Vf] = 2 (2х)? + (2y + (-1Y 
= 2 4x? + 4y? +1 
Кыа" 


En la región А, 4А = ах dy. Por lo tanto, 


К Е MA 
Area de la superficie = y 
7 Р р 18 Ecuación (3) 
- | 2 4x? + 4y? + 1dxdy 
х2+у2=4 
2p f2 
-| | 2 4r? + 1гагай 
0 0 Coordenadas polares 
dd | 1 2 3/2 : 
- -5 (4r? + 1) | du 
галын! 
2р 1 р на 
- 3/2 = _ 
| 201 1) du Є (172 17-1). и 
EJEMPLO 2 Cómo determinar el área de una superficie 


Determinar el área de la cubierta del hemisferio x? + y? +z? = 2,z = 0, cortada por el 
cilindro x? + y? = 1 (figura 16.42). 


Solución 5 es parte de la superficie de nivel f(x, y, 2) = x? + y? + z? = 2. Ésta se 
proyecta uno a uno sobre el disco R dado por x? + y? < 1 en el plano xy. El vector unita- 
rio p = k es normal al plano de R. 

En cualquier punto de la superficie, 


Р(х, у, 5) = x + у? + 22 


Vf = 2хі + 2yj + 2zk 
Pues х2 + y +2=2 
en los puntos de S 


[Vf] -22 x? + y? +z? =222 


Vf -pl 


| УУГК| = |22] = 22. 


Por lo tanto, 


; - ЮМ 222 2 [[ ад 
Area de la superficie = ЇЇ ГҮГ-р| dA = 2: аА = 2 2 Еа (4) 
R R R 


¿Qué hacemos con 22 
Como z es la tercera coordenada de un punto en la hemisferio, podemos expresarla en 
términos de x y y como 


2=22-x-y 


(Xe Ую Z) o A 


co 
| 
l 


FIGURA 16.43 Si conocemos la 
distribución de una carga eléctrica g(x, y, 
z) en una superficie, podemos determinar 
la carga total con una integral de superficie 
modificada de manera adecuada. 
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Continuamos analizando la ecuación (4) con esta sustitución: 


Área de la superficie = 2 2 еч 22 | = aA 
22-х? – у? 


х?+у?<1 


2р 
22 2| 15 r _rdrdu_ du Coordenadas polares 
22-02 


—_ f2p г=1 
2 af Е = гу du 
0 r=0 


|| 
М 
ho 
= 
N 
ЭЭ 
~ 
N 
ho 
| 
чи 
Өөлдийн 
a 
е 
N 
D 
~ 
ho 
| 
М 
N 
Энэ” 
и 


Integrales de superficie 


Ahora mostramos cómo integrar una función sobre una superficie, utilizando las ideas re- 
cién desarrolladas para el cálculo del área de superficies. 

Por ejemplo, consideremos una carga eléctrica distribuida sobre una superficie 
F(x, y, 2) = c como la que aparece en la figura 16.43 y que la función g(x, y, z) sea la car- 
ga por unidad de área (densidad de carga) en cada punto de S. Entonces podemos calcular 
la carga total en 5 con una integral de la siguiente manera. 

Dividimos primero la región sombra R en el plano bajo la superficie en rectángulos 
pequeños, del tipo que utilizaríamos si definiéramos el área de la superficie S. Entonces, 
directamente sobre cada AA; está una parte de la superficie AS% que aproximamos con 
una porción del plano tangente en forma de paralelogramo, АР. (Vea la figura 16.43). 

Hasta este punto, la construcción procede como en la definición del área de la super- 
ficie, pero ahora realizamos un paso adicional: evaluamos а g en (хд, Уу, 24) y aproxima- 
mos la carga total en la porción de superficie AS¿ рог el producto g (Xx, ур, Zk) АР. La 
razón fundamental es que cuando la partición de R es lo suficientemente fina, el valor de g 
en AS; es casi constante, y АР, es casi lo mismo que AS. De aquí que la carga total 
sobre 5 queda aproximada por la suma 


Carga total ~ Уу (хур) АР, = У (х, уь) тг “3 a |` 


Si f, tanto la función que define a la superficie 5, como sus primeras derivadas parcia- 
les son continuas, y si g también es continua sobre 5, entonces las sumas del lado derecho 
de la última ecuación tienden al límite 


UE (х, у, z) -ЇГ (х, у, че КШ (5) 
! En даг р| 


cuando la partición de R se refina de la forma usual. Este límite es llamado la integral де g 
sobre la superficie S, y se calcula como una doble integral de R. El valor de la integral es 
la carga total en la superficie S. 

Como era de esperarse, la fórmula de la ecuación (5) define la integral de cualquier 
función g sobre la superficie 5, siempre y cuando exista la integral. 
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$ 
24 


1 246 
Р | 7 Lado C 
Lado B 
х 


FIGURA 16.44 ЕІ cubo del ejemplo 3. 


DEFINICIÓN Integral de superficie 


Si R es la región sombra de una superficie 5 definida por la ecuación f(x, у, z) = 
с, y g es una función continua definida en los puntos de 5, entonces la integral 
de g sobre S es la integral 


( LAA (6) 
A 
R 


donde р es un vector unitario normal a R y Vf + p = 0. La propia integral es la- 
mada una integral de superficie. 


La integral de la ecuación (6) asume diversos significados en aplicaciones diferentes. 
Si g tiene el valor constante 1, la integral da el área de S. Si g es la densidad de masa de 


una delgada capa de material modelado por S, la integral da la masa de la capa. 


Podemos abreviar la integral de la ecuación (6) al escribir ds para (| V£|/| Vf + p|) da. 


La diferencial del área de la superficie y la forma diferencial de las 
integrales de superficie 


ds = dy Jf sas (7) 
[Ур ! 


Diferencial del área Fórmula diferencial para 


de una superficie integrales de superficie 


Las integrales de superficie se comportan como otras integrales dobles, la integral de 
la suma de dos funciones es la suma de sus integrales, etcétera. La propiedad aditiva del 
dominio toma la forma 


Sn 


La idea es que si S está dividida por curvas regulares en un número finito de partes que по 
se traslapan (es decir, si S es regular por partes), entonces la integral sobre 5 es la suma 
de las integrales sobre las partes. Así, la integral de una función sobre la superficie de un 
cubo, es la suma de las integrales sobre las caras del cubo. Integramos sobre un caparazón 
de tortuga formado por varias placas soldadas, al integrar sobre una placa a la vez y su- 
mando los resultados. 


EJ EMPLO 3 


Integrar g(x, y, 2) = хус sobre la superficie del cubo cortado en el primer octante por los 
planos х = 1, у = Lyz= 1 (figura 16.44). 


Integración sobre una superficie 


Solución Integramos xyz sobre cada una de los seis caras y sumamos los resultados. 
Como xyz = 0 en las caras que están en los planos coordenados, la integral sobre la super- 


ficie del cubo se reduce a 
xyzds + I xyz 45. 


xyz 45 = I xyzdS + 
Cara B Cara C 


Superficie del Cara A 
cubo 


п 4 Dirección 
positiva 


FIGURA 16.45 Las superficies cerradas 
regulares en el espacio, son orientables. El 
vector unitario exterior define la dirección 
positiva de cada punto. 


FIGURA 16.46 Рага construir una banda 
de Móbius, tome una banda rectangular de 
papel abcd, dé un giro sencillo al extremo 
bc, y pegue los extremos de la banda de 
modo que coincidan a con c y bcon d. La 
banda de Móbius es una superficie de un 
lado o no orientable. 
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El lado A es la superficie f(x, y, 2) =z = 1 sobre la región cuadrada К,, dada por 0 = х 
= 1,0 = y <1, en el plano xy. Para esta superficie y región, 


р= К  Vf=k, [Vf] = 1, [Vf -p| = |k-k] = 1 


IVA 
ХУМ 


45 dA = Łdx dy = dxdy 


xyz = ху(1) = ху 


1 [1 ly 1 
xyzds = xy dx dy = xy dx dy = 54у = =. 
/ Р, o Jo o 2 4 


Side 


La simetría nos dice que las integrales de xyz sobre las caras B y C también son iguales a 


1/4. Por lo tanto, 
J| а =2+1+21-3. Е 


Superficie 
del cubo 


Orientación 


Una superficie regular S es orientable o tiene dos lados si es posible definir un campo n 
de vectores unitarios normales a S que varíe continuamente con la posición. Cualquier par- 
te de una superficie orientable es también orientable. Las esferas y otras superficies cerradas 
regulares en el espacio (superficies regulares que encierran sólidos) son orientables. Por 
convención, sobre una superficie cerrada elegimos a n apuntando hacia afuera. 

Una vez elegido n, decimos que hemos orientado la superficie, y llamamos a la su- 
perficie junto con su campo normal una superficie orientada. El vector n en cualquier 
punto es llamado la dirección positiva de ese punto (figura 16.45). 

La banda de Möbius de la figura 16.46 no es orientable. No importa donde comience 
a construir un campo unitario normal continuo (mostrado en la figura como el eje de una 
tachuela), al mover el vector de manera continua alrededor de la superficie en la forma 
mostrada, éste regresará al punto de inicio con una dirección opuesta a la que tenía cuando 
comenzó. El vector en ese punto no puede apuntar a ambos lados, aunque debería hacerlo 
debido a la continuidad. Por lo que concluimos que no existe tal campo. 


Integral de superficie para el flujo 


Suponga que F es un campo vectorial continuo definido sobre una superficie orientada S, 
y que n es el campo unitario normal elegido en la superficie. Llamamos a la integral de 
Е «n sobre S el flujo de Е a través de 5 en la dirección positiva. De esta forma, el flujo es la 
integral sobre 5 del componente escalar de F en la dirección de п. 


DEFINICIÓN Flujo 


El flujo de un campo vectorial tridimensional Е a través de una superficie orien- 
tada S en la dirección de n es 


Flujo = || ronas. (8) 
5 
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2 
у2 + 22 = 1 | 
7 
1 
l 
| 
R ~ 1 
ху a 
(1, -1, 0) y 
(1, 1, 0) 
х 


FIGURA 16.47 Cálculo del flujo de un 
campo vectorial hacia afuera a través de 
esta superficie. El área de la región sombra 
R, es 2 (ejemplo 4). 


La definición es análoga a la del flujo de un campo bidimensional F a través de una 
curva plana C. En el plano (sección 16.2), el flujo es 


/ F- nds, 


С 


la integral del componente escalar де F normal a la curva. 

Si F es el campo de velocidades de un flujo de tres dimensiones, el flujo de F a través 
de $ es la tasa neta con la que el fluido a cruza 5 en la dirección positiva elegida. En la sec- 
ción 16.7 analizamos con mayor detalle a estos flujos. 

Si S es parte de una superficie de nivel g(x, у, 2) = c, entonces п puede tomarse como 
uno de los dos campos 


y 
ds (9) 
8 


dependiendo del que dé la dirección deseada. El flujo correspondiente es 


Flujo тее 
+V ү 
И ООР . 
| Vg| “р| Ecuaciones (9) y (7) 
+Vg 
(10) 
- |] = Тув р“ 


EJEMPLO 2 Cálculo del flujo 


Determinar el flujo de Е = yzj + 2?k hacia afuera, a través de la superficie 5 cortada en 
el cilindro y? + z? = 1, с = 0, por los planos x=0 y x=1. 


Solución El vector normal exterior en S (figura 16.47) puede calcularse a partir del gra- 
diente de g(x, у, z) = y? + z? como 


Үс 2yj + 2zk 2yj + 2zk 


п = + = == = yj + zk. 
[Vel 2 4у2 + 422 22 1 
Con р = К, tenemos 
КА 2 1 
45 = аА = аА = = ад. 
| уе К| [22| 5 


Podemos eliminar las barras de valor absoluto, ya que z > Оеп 5. 
El valor de Е · n sobre la superficie es 


F-n = (усј + zk): (yj + zk) 
= ух +z? = (у? +z’) 
=z. у? + 22 = 1еп 5 


Рог Іо tanto, el flujo de Е hacia afuera а través de 5 es 


Jonas = fola) = ЇЇ « = агеа(Ё,) = 2. п 
5 5 Ry 


2 
ж ку? + 22 = а? 
en | 


FIGURA 16.48 El centro de masa de una 
capa hemisférica delgada de densidad 
constante está en el eje de simetría, a la 
mitad entre la base y la parte superior 
(ejemplo 5). 
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Momentos y masas de capas delgadas 


Las capas delgadas de material, como vasijas, tambores metálicos y domos, se modelan 
con superficies, y sus momentos y sus masas se calculan con las fórmulas de la tabla 16.3. 


TABLA 16.3 óÓrmulas de masa y momento para capas muy delgadas 


Masa: М- I d(x, y, z) ds (d(x, y, 2) = densidad en (x, y, 2), 
: masa por unidad de área) 


Primeros momentos con respecto a los planos coordenados: 


м. = | хав, м. = J| ydas, My = || аа 
5 5 5 


Coordenadas del centro de masa: 
х = My¿/M, у = М=/М, © = My/M 


Momentos de inercia con respecto a los ejes coordenados: 


„= f| 0? + das, = |) (x? + z’) dds, 
5 5 
„= f| @ + ууа, n= || Paas, 
S 5 


r(x, у, z) = distancia del punto (х, у, z) a la recta L 


Radio de giro con respecto a la recta L: R; = 2 I,/M 


EJEMPLO 5 Cálculo del centro de masa 
Determinar el centro de masa de una capa hemisférica delgada de radio a y densidad cons- 
tante а 
Solución Modelamos la capa con el hemisferio 
х,у, =x +y taz SIar, (50 


(figura 16.48). La simetría de la superficie con respecto al eje z nos dice que x = y = 0. 
Sólo falta determinar Z de la fórmula Z = M,,/M. 
La masa de la capa es 


M= /[ 4% = aff as = (d)(área de S) = 2pa?d. 
$ $ 


Para evaluar la integral de М,,, hacemos р = К y calculamos 
|Vf| = |24 + 2yj + 2zk| = 22 х2 + y? +2? = 2a 
[Vf -p] = |У/:К| = |2z| = 2z 
|У] 


45 = dA = “ад. 
[УХ -р| 5 
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Entonces 
M, = ЁТ = а «Zas = а ff а = da(pa?) = фра? 
Ку R R 
¿= Mw _ pad а 
M 2ра 2 
El centro de masa de la capa es el punto (0, 0, a/2). E 


EJ ERCICIOS 16.5 


Área de una superficie 


1. Determine el área de la superficie del paraboloide x? + y? — z = 0 
cortada |por el plano z = 2. 


2. Determine el área de la banda del paraboloide х2 + y? — z = 0 cor- 
tada por los planos z=2 yz=6. 


3. Determine el área de la región del plano x + 2y + 2z = 5 corta- 
da por el cilindro cuyas paredes son x= у y x=2- y?, 


4. Determine el área de la porción de la superficie x? — 2z = 0 que 
está sobre el triángulo acotado por las rectas x = 2 3, у = 0, y 
y = х, en el plano ху. 


5. Determine el área de la superficie x? — 2y — 2z = 0 que se 
encuentra sobre el triángulo acotado por las rectas x=2, у= О y 
y = 3х, en el plano xy. 


6. Determine el área de la región cortada en la esfera x? + y? + z? 
=2 porel conoz = 2 х? + y?, 


7. Determine el área de la elipse cortada en plano z = сх (с una cons- 
tante) por el cilindro x? + y? = 1. 


8. Determine el área de la porción superior del cilindro x? + 2 = 1 
que se encuentra entre los planos x = +1/2 y y = +1/2. 


9. Determine el área de la porción del paraboloide х= 4 — y? — 2? que 
se encuentra sobre el anillo 1 = y? + z? = 4 enel plano yz. 


10. Determine el área de la superficie del paraboloide x? + y + 2=2 
cortada por el plano y =0. 


11. Determine el área de la superficie x? — 2Inx + 2 15y 2-0 
sobre el cuadrado R, dado por 1 = х = 2,0 = у = 1, enel pla- 
по ху. 


12. Determine el área de la superficie 2х3? + 2уЎ/ 2 — 3z = 0 sobre 
el cuadrado R dado por 0 = x = 1,0 = y = 1, enel plano xy. 


Integrales de superficie 


13. Integre g(x, y, 2) =x + y + z sobre la superficie del cubo cortado 
en el primer octante por los planos x = a, y =a, z = a. 


14. Integre g(x, y, 2) = у + z sobre la superficie de la cuña del primer 
octante acotada рог los planos coordenados y el plano x = 2 у 
y=z=1. 


15. Integre g(x, y, 2) = хус sobre la superficie del sólido rectangular 
cortado en el primer octante por los planos х = а, у= руг = с. 


16. Integre g(x, y, 2) = xyz sobre la superficie del sólido rectangular 
acotado por los planos x а, y b,yz = c. 


17. Integre g(x, y, z) = х + y + z sobre la porción del plano 2x + 2y + z 
= 2 que se encuentra en el primer octante. 


18. Integre g(x, y, z) = х2 y? + 4 sobre la superficie cortada en el 
cilindro parabólico y? + 42 = 16 por los planos х= 0, х= 1 у2= 0. 


Flujo a través de una superficie 


En los ejercicios 19 y 20, determine el flujo del campo F a través de la 
porción de la superficie dada, en la dirección especificada. 


19. F(x, y, 2) = —1+ 2j + 3k 


S: superficie rectangular z = 0, 0О<х=2, 0=<y<3, 
dirección k direction k 
20. F(x, y, 2) = ух — 2j + xzk 
5: superficie rectangular y = 0, -1<x=<2, 25257, 


у= 0, -1=х=2,  2=2=<7, dirección -j 

En los ejercicios 21 — 26, determine el flujo del campo F a través de la 
porción de la esfera x? + y? + z? = a? en el primer octante, еп la direc- 
ción que se aleja del origen. 


21. F(x, у, 2) = zk 22. F(x, у, 2) = —yi + xj 


23. F(x, y,z) =yi=xi+k 24. F(x, y,z) = глі + zyj + 22 


25. F(x, у, 2) = хі + yj + zk 


хі + yj + zk 
26. F(x, у, 2) = -= 
2x +у + 


27. 


28. 


29. 


30. 


31. 


32. 


Calcule el flujo del campo F(x, y, z) = 221 + xj — 3zk hacia afuera, 
a través de la superficie cortada en el cilindro parabólico z = 4 
— y? por los planos x=0,x=1 y 2=0. 


Determine el flujo del campo F(x, y, z) = 4хі +4yj + 2k hacia 
afuera (alejándose del eje z), a través de la superficie cortada en la 
parte inferior del paraboloide z = x? + y? por el plano z = 1. 


Sea S la porción del cilindro y = e* en el primer octante que se 
proyecta de manera paralela al eje х sobre rectángulo Rz: 1 

= у= 2, 0 = 2 = 1 en el plano yz (vea la siguiente figura). 
Sea п el vector unitario normal a $ que apunta hacia afuera del 
plano yz. Determine el flujo del campo F(x, y, z) = —21 + 2уј + 
zk a través de S en la dirección de n. 


Sea S la porción del cilindro y = In x en el primer octante, cuya 
proyección paralela al eje y sobre el plano xz es el rectángulo А: 
1 = х = е,0 = 2 < 1. Sea п el vector unitario normal а S que 
apunta hacia afuera del plano xz. Determine el flujo de F = 2yj + 
zk a través de S en la dirección de n. 


Determine el flujo hacia afuera del campo F = 2хуі + 2yzj + 2xzk, 
a través de la superficie del cubo cortado en el primer cuadrante 
рог los planos x= a, у= а, z = a. 


Determine el flujo hacia afuera del сатро Е = xzi + yzj + К, а 
través de la superficie de la región recortada en la esfera sólida 
x? + y? + z? = 25 por el plano 2-3. 


Momentos y masas 


33. 


34. 


35. 


36. 


Centroide Determine el centroide de la porción de la esfera х2 
+ y?+ 22 = а? que está en el primer octante. 


Centroide Determine el centroide de la superficie cortada del 
cilindro y? + z? = 9, z = 0, por los planos х= 0 y x=3 (seme- 
jante a la superficie del ejemplo 4). 


Capa delgada de densidad constante Calcule el centro de ma- 
sa y el momento de inercia y radio de giro con respecto al eje z de 
una capa delgada de densidad constante d cortada en el cono 22 + 
y? – 22=0 рог los planos z= 1 y 2=2. 


Superficie cónica de densidad constante Determine el mo- 
mento de inercia con respecto al eje z de una capa delgada de 
densidad constante d cortada en el cono 4x? + 4y? — z? = 0, 
z = 0, por el cilindro circular х? + y? = 2х (vea la siguiente fi- 
gura). 
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>N 


37. Capas esféricas 


38. 


a. Determine el momento de inercia con respecto al diámetro de 


una capa delgada esférica de radio a y densidad constante d. 
(Trabaje con una capa hemisférica y duplique el resultado). 


. Utilice el teorema del eje paralelos (ejercicios 15.5) y el re- 


sultado de la parte (a) para determinar el momento de inercia 
con respecto a una recta tangente a la capa. 


. Conos con y sin helado Determine el centroide de la super- 


ficie lateral de un cono sólido de radio base a y altura h (su- 
perficie del cono menos la base). 


. Utilice la fórmula de Pappus (ejercicios 15.5) y el resultado 


de la parte (a) para determinar el centroide de la superficie 
completa de un cono sólido (lado más base). 


. Un cono de radio a y altura Л se une a un hemisferio de radio 


a para formar una superficie S que se asemeja a un cono de 
helado. Utilice la fórmula de Pappus y los resultados de la 
parte (a) y el ejemplo 5 para determinar el centroide 5. ¿Qué 
tan alto debe ser el cono para colocar al centroide en el plano 
compartido por la base del hemisferio y el cono? 


Fórmulas especiales para el área 
de una superficie 


Si S es la superficie definida por una función z = f(x, y) que tiene 
primeras derivadas parciales continuas a través de una región R, en 
el plano xy (figura 16.49), entonces S también es la superficie de nivel 
F(x, y, 2) = 0 de la función F(x, y, z) = f(x, y) — z . Tomando el vec- 
tor unitario normal a Кү, como р = К se obtiene 


к|-212-16-1 


|УР| = Ad t fyj 


| УР-р| = |(fi + fj- k)"k] = |-1] = 1 


[VF] 2 2 

= 11 
Ia р az + fy + 14хау, (11) 
Ry Куу 
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De manera similar, el área de una superficie regular х = f(y, z) sobre 
una región R, en el plano yz es 


(12) 


A= ЇЇ 2 f} + fÊ +10, 
Ryz 


y el área de una superficie regular у = f(x, z) sobre una región R,, en 
el plano xz es 


(13) 


А = | 2 f£ +f? + 1ахаг. 
Re 


Utilice las ecuaciones (11)-(13) para determinar el área de las superfi- 
cies de los ejercicios 39-44. 


39. 


40. 


41. 


42. 


La superficie cortada de la parte inferior del paraboloide z = x? + 
y? por el plano z =3. 


La superficie cortada en la “nariz” del paraboloide x = 1 – y? – 22 
por el plano yz. 


La porción del cono z = 2 x? + y? que está sobre la región en- 
tre el círculo x? + у? = 1 y la elipse 91? + 4y?= 36 en el plano xy. 
(Sugerencia: utilice las fórmulas de geometría para determinar el 
área de la región). 


El triángulo cortado del plano 2x + бу + 3z = 6 por los planos que 
acotan el primer octante. Calcule el área de tres formas, con cada 
una de las fórmulas de área 


43. 


44. 


Ѕиреїісіе2 = f (x, y) 


FIGURA 16.49 Рага una 
superficie z = f(x, y), la fórmula 
del área de la superficie en la 
ecuación (3) toma la forma 


А = ЇЇ fè + f? + 1 ахау. 
Ro 


La superficie del primer cuadrante cortada del cilindro 
y = (2/3): por los planos x= 1 y y = 16/3 

La porción del plano y + 2 = 4 que se encuentra encima de la 
región cortada del primer cuadrante del plano xz por la parábola 
x=4-2. 


E 66 Superficies parametrizadas 


Hemos definido las curvas en el plano de tres formas diferentes: 


Forma explícita: 


Forma implícita: 


Forma vectorial paramétrica: 


y = f(x) 
Е(х, у) = 0 
r(t) = f(0)i + 4(0), 


а= 1 =. 


Tenemos definiciones análogas para las superficies en el espacio: 


z = f(x, y) 
F(x,y, z) = 0. 


Forma explícita: 


Forma implícita: 


También hay una forma paramétrica que proporciona la posición de un punto en la super- 
ficie como una función vectorial de dos variables. Esta sección amplía el estudio del área y 
las integrales de superficie al caso de superficies descritas en forma paramétrica. 


Parametrizaciones de superficies 


Sea 


r(u, у) = f(u, у)ї + glu, y)j + h(u, y)k (1) 


una función vectorial continua definida en una región R en el plano uy y uno a uno en el 
interior de R (figura 16.50). El rango de r es la superficie 5 definida o trazada por r. La 
ecuación (1) junto con el dominio R constituyen una parametrización de la superficie. 
Las variables u y y son los parámetros, y R es el dominio de los parámetros. 


и = constante 


>2 


v = constante 
(u, v) 


[ Parametrización 


Curva v = constante 


Curva и = constante 


f(u, v)i + 


r(u, v) 
vector posición de un punto de la superficie 


y 


gu v)j + h(u v) k, 


FIGURA 16.50 Una superficie 
parametrizada S expresada como función 
vectorial de dos variables definida en una 


región R. 
Cono: 2 
= Vx? y 
2= Үх-у 
a | 


х 


FIGURA 16.51 El cono del ejemplo 1 
puede ser parametrizado utilizando 
coordenadas cilíndricas. 
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Para simplificar nuestro análisis, tomemos a R como el rectángulo definido por desigual- 
dades de la forma а = u = b, c = y = d. El hecho de que г sea uno a uno en el interior de 
R, garantiza que S no se cruce consigo misma. Observe que la ecuación (1) es el equiva- 
lente vectorial de tres ecuaciones paramétricas: 


х= Ки, y)  y=3g(uy),  2=hHuy). 
EJEMPLO 1 Parametrización de un cono 
Determinar una parametrización del cono 
= 2 х? + y, 0О<=д=]. 


Solución En este caso, las coordenadas cilíndricas proporcionan todo lo que necesita- 
mos. Un punto cualquiera (x, у, z) en el cono (figura 16.51) tiene х = rcos U y = rsen ц 
у= 2 х2 + у? = соп0 = г< 1у0 = u< 2p.Al hacer u=r y y = uen la ecua- 
ción (1) se obtiene la parametrización 


r(r, U) = (rcos U)i + (rsen U)j + rk, Osr 


lA 


EJEMPLO 2  Parametrización de una esfera 


Determinar una parametrización de la esfera x? + y? + 22 


! 
a 


Solución Las coordenadas esféricas proporcionan lo que necesitamos. Un punto cual- 
quiera (х, у, 2) en la esfera (figura 16.52) tiene х = a senf cos U, y = asenf sen U, y 
z=acosf,0=<f = р,0 = и< 2р. АІ hacer и =f y y = uen la ecuación (1) se 
obtiene la parametrización 


r(f , u) = (asenf cos Ші + (asenf sen U)j + (acosf )k, 


O=sf <p, 0O=<u=<Qp. и 


EJ EMPLO 3 


Determinar una parametrización del cilindro 


Parametrización de un cilindro 


х2 + (у – 3) = 9 0=z=5, 


Solución En coordenadas cilíndricas, un punto (х, у, z) tiene х = r cos ц у = r sen U, y 
z = z. Para los puntos del cilindro х? + (у = 3)? = 9 (figura 16.53), la ecuación es la 
misma que la ecuación polar de la base del cilindro en el plano xy: 


x? + (y? = бу + 9) = 9 


r? — 6rsenu=0 


г = бѕеп ц О = о = р. 
Por lo tanto, un punto típico del cilindro cumple con 

r cos U = 6 sen Ucos U = 3 sen 20 
r sen U = 6 sen? u 


L= ge 
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2 


| 


(x, y, 2) = (a sen ф со50, a sen ф 5610, а cos ф) 


FIGURA 16,52 La esfera del ejemplo 2 
puede parametrizarse utilizando 
coordenadas esféricas. 


z Cilindro: x? + (у – 3)? = 9 
о 
г = бөөд 


М г(Ө 7) 


», \ - 
ж х _—_— 
An = \ ч 
MN (x y. 2) 
y ре, 
\ > 


І 
\ | 
х ` 1 ` 
ч | 227 
` xi му 
-A 


FIGURA 16.53 ЕІ cilindro del ejemplo 3 
puede parametrizarse utilizando 
coordenadas cilíndricas. 


=(3sen20, 6 ѕел20, 2) 


Tomando и = Uy y = гер la ecuación (1) se obtiene la parametrización 


г(ц z) = (3 sen 20)і + (6sentu)j + zk, 0=Uu=p, 05255. ш 


Área de una superficie 


Nuestro objetivo es encontrar una integral doble para calcular el área de una superficie 
curva 5, basada en la parametrización 


r(u, У) = f(u, У)і + g(u, Y)j + h(u, yk, asusb, с=у=а. 


Necesitamos que S sea regular para la construcción que haremos. La definición de regula- 
ridad comprende las derivadas parciales de r con respecto a u y y: 


_or_0f, 08. Əh 


ги ди ан) t 3u" 
дг _ 9], 08, Әһ 
ty = ay “ayi t ay) + ду К 


DEFINICIÓN Superficie parametrizada regular 

Una superficie parametrizada r(u, у) = f(u, УЛ + g(u, У)ј + h(u, УЖ es re- 
gular, si г, y гу son continuas y г, Х гу nunca se anula en el dominio de los 
parámetros. 


En la definición de regularidad, la condición de que г, Х гу nunca se anule significa 
que ambos vectores r, y ry son distintos de cero y que nunca están en la misma recta, de 
modo que siempre determinan un plano tangente a la superficie. 

Ahora considere un rectángulo pequeño AA,y en R, con lados en las rectas 
и = uy, u = uy + Ди, Y = Yo y Y = Yo + Ay (figura 16.54). Cada lado de AA, y en А 
corresponde a una curva en la superficie 5, y las cuatro curvas juntas acotan un “elemento 
de área curva” AS „у. Con la notación de la figura, el lado У = Уо corresponde a la curva 
С\, el lado u = uy a С», y su vértice común (ио, Уо) en R a Po en S, 


Parametrización 


y 


FIGURA 16.54 Un elemento de área rectangular AA,y en el plano uv se transforma en 
un elemento área de curva AS „уеп S. 


FIGURA 16.55 Una ampliación de un 
elemento de área de superficie AS „у. 


Ро 


FIGURA 16.56 El paralelogramo 


determinado por los vectores Aur, y Дугу 


aproxima al elemento de área de la 
superficie ÁS „у. 
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La figura 16.55 muestra una ampliación de AS „у. El vector г,(ио, Уо) es tangente a С, 
en Ро. De manera similar, г,(ио, Ур) es tangente a C, en Po. Fhe-eress-preduetr, х ry +5 
normalbte-thesuefaeeat-Py. (Aquí comenzamos a utilizar la hipótesis de que 5 es regular. 
Queremos garantizar que г, X гу # 0.) 

Ahora aproximamos el elemento de superficie ÁS ,y con el paralelogramo en el plano 
tangente, cuyos lados están determinados рог los vectores Лиг, y Дугу (figura 16.56). El 
área de este paralelogramo es 


| Aur, X Дугу| = |r, X гу| Au Ay. (2) 


Una partición de la región R en el plano uv mediante regiones rectangulares AA,y, gene- 
ra una partición de la superficie S en elementos de área de superficie А5 „у. Aproximamos 
el área de cada elemento de superficie AS „у mediante el área del paralelogramo de la 
ecuación (2) y sumamos estas áreas para obtener una aproximación al área de 5: 


NY |ru X ry| Au Ay. (3) 
u у 


Como Au y Ау se aproximan а сего de manera independiente, la continuidad de r, y ry 
garantiza que la suma de la ecuación (3) se aproxime a la integral doble 1: 5 J, а |ru X гу 
du dy. Esta integral doble define el área de la superficie S y concuerda con la definición 
anterior de área, aunque es más general. 


DEFINICIÓN Área de una superficie regular 


El área de la superficie regular 


r(u, у) = f(u, у)ї + g(u, y)j + h(u, y)k, 


es 
d fb 
A= |] |г„ X гу) du dy. (4) 


Como en la sección 16.5, podemos abreviar la integral de la ecuación (4), 81 escribi- 


mos ds en lugar de |г„ X ry| du dy. 


Diferencial del área de una superficie y fórmula diferencial para el área de 


una superficie 
I 45 (5) 
5 


Fórmula diferencial para 


ds = |r, X гу| du dy 


Diferencial 


de área el área de la superficie 


EJ EMPLO 4 


Determine el área de la superficie del cono del ejemplo 1 (figura 16.51). 


Solución 


Determinar el área de una superficie (cono) 


En el ejemplo 1 encontramos la parametrización 


r(r, Ч) = (rcos U)i + (rsen U)j + rk, 05501, 


0=<=u=<Qp. 


4 


FALTA TRADUCCION 
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Para aplicar la ecuación (4), primero determinamos r, х ги: 
i ) К 
r, X гу = | cosu senu 1 
—rsenúu rcosu 0 


= —(rcos U)i — (r sen U)j + (rcos? u + r sen? ОК. 


=_= 


ў 
Así, |r, X ru] = 2 r?cos?u+ r?sentu+ r? = 2 2r? = 2 2r. El área del cono es 
2p yl 
А = f | |r, х rul dr du Ecuación (4) сопи = r, y = u 
0 0 
Pa 0278 22 Е 
1 | 1 шашнаа -| э du = -~ (2p) = p2 2 unidades cuadradas. ш 
o Jo 7 


EJEMPLO 5 Determinar el área de la superficie (esfera) 


Determinar el área de la superficie de una esfera de radio a. 
Solución Utilizamos la parametrización del ejemplo 2: 
r(f , u) = (asenf cos Ші + (asenf sen U)j + (acosf )k, 


0={ <p, 0=0и= 2р. 


Para rf X ru obtenemos 


і j k 
rf X гу = | acosf cosu  acosf senu  —asenf 
—asenf senu asenf cosu 0 


(a? sen? Ё cos uji + (a? sen? f sen u)j + (a? senf cosf )k. 


ес X ru] = 2 a*sen*f соѕ2и + a*tsen*f ѕеп2 и + a*sen?f cos? f 


= 2 a*sentf + atsen?f cos?f = 2 a*sen?f (sen?f + cos?f ) 


= а22 sen?f = a?senf, 


pues sen senf = O cuando 0 = f = р. Por lo tanto, el área de la esfera es 


2p fp 

a= f | a?senf df du 
o Jo 
2p 


р 2р 
= | ЕУ | аи = f 2а? du = 4pa? units squared. 
0 0 


0 


Esto concuerda con la conocida fórmula para el área de la superficie de una esfera. ш 


Integrales de superficie 


Una vez que encontramos la fórmula para calcular el área de una superficie parametrizada, 
podemos integrar una función sobre la superficie, utilizando la forma parametrizada. 


FIGURA 16.57 Cálculo del flujo a través 
de la superficie de un cilindro parabólico 
(ejemplo 7). 
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DEFINICIÓN Integral de una superficie parametrizada 

Si S es una superficie regular definida en forma paramétrica como r(u, Y) = 
flu, У)і + (и, Y)j + hlu, У) а= u S b,c < y < d, y G(x, y, х) es una fun- 
ción continua definida en S, entonces la integral de G sobre S es 


4 fb 
ЇЇ G(x, у, х) ds = / / G(f(u, У), g(u, У), ћи, у))|г„ X ry| du dy. 
$ 


EJ EMPLO 6 


Integración sobre una superficie definida en forma paramétrica 


Integrar G(x, y, z) = х sobre el cono z = 2 12+y%0=<z2=<1. 


Solución Continuando con el trabajo de los ejemplos 1 y 4, tenemos |r, х гц = 2 2r y 


ЇР ds 


EJ EMPLO 7 


2р ү1 _ 
202.25 
/ | (r cos и)(2 2r) dr du A 


_ ppp 1 
2 af / г? cos? Udr du 
o Jo 


2р 2 2р 2 
-22| cos udu = 2212 + Lsen2ul sE ы 
0 


4 41274 


Cálculo del flujo 


Determinar el flujo de F = yzi + xj — 22 hacia afuera a través del cilindro parabólico 
y=120=x=<1,0=<2 = 4 (figura 16.57). 


Solución En la superficie tenemos х = x, y = x°, y z = z, así que automáticamente te- 
nemos la parametrización к(х, 2) = xi + х2) + zk,0 = х = 1,0 = 2 < 4. El producto 
cruz de los vectores tangentes es 


i j k 
г,Хт,= |1! 2x 0| =2xi-— j. 
0 0 І 


El vector unitario normal exterior a la superficie es 


гХєү,  2xi-j 
[гу хг: 2 4x2 +1 


n= 


En la superficie, y = x°, de modo que el campo vectorial aquí es 


Е = yzi + xj – 22k = x%i+ xj — 22. 


г ———=(о%)(2%х) + (х)(—1) + (-2210)) 
2 Ах° +1 


a 2х3; = х 


2 402 +1. 
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>N 


X y 


FIGURA 16.58 El cono truncado que se 
forma cuando el cono z = 2 x? + y?es 


cortado por los planos z= 1 yz=2 
(ejemplo 8). 


El flujo de F hacia afuera a través de la superficie es 


feas- Гаваа — = lrs X r| de dz 
23201 
A ал 
(PR 
o Jo 2402 +1 
4 1 4 1 1 x=1 
- || о-ва | ot Le! dz 
o Jo 0 х-0 
4 4 
1 21 3 
-| zE 1) dz qe 1) | 


9)-10)-2 a 


EJEMPLO 8 Cálculo de un centro de masa 


Determinar el centro de masa de una capa delgada de densidad constante d, cortada en el 
cono z = 2 х? + y? por los planos z = 1 y z = 2 (figura 16.58). 


Solución La simetría de la superficie con respecto al eje z nos dice que x = y = 0. Ve- 
mos que z = M,y/M . Si trabajamos como en los ejemplos 1 y 4, tenemos 


r(r, U) = rcos 4 + rsen uj + rk, 15:52,  0=Uu=p, 


|r. X rul = 2 2r. 


2р ү2 _ 
m= || аа -f d2 2r dr du 
¿ o Л 
— [2р 2] — [2р 1 
-422/ B а= a2 3 | (2-1) 
0 21 0 2 


2 2р Е 
= 42 2 El = зра2 2 
0 


2р f2 _ 
м„= | Œ ds -| dr2 2г аг du 
Н 0 1 
_ рор р2 _ рор 372 
-422/ J сагаан а 2] B du 
0 1 0 1 


_ [2р 2 
-а22| 7 ди= 12ра2 2 
8 3 


Por lo tanto, 


Mo _ 14pd22 _14 
МУ зра) 77 


El centro de masa de la capa es el punto (0, 0, 14/9). a 


EJ ERCICIOS 16.6 
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Determinación de parametrizaciones para 
superficies 
En los ejercicios 1-16, determine una parametrización para la superfi- 


cie. (Hay muchas formas correctas para hacerlo, así que sus respuestas 
pueden no coincidir con las que aparecen en la última parte del libro.) 


1. 
2. 


3. 


10. 


11. 


12. 


13. 


14. 


15. 


16. 


. Cilindro parabólico entre planos 


El paraboloide z = x? + y°,z = 4 
El paraboloide z = 9 — x? — уі: = 0 


Cono truncado La porción del primer octante del cono z = 


2 x? + y?/2 entre los planos z = 0y z = 3 


. Cono truncado La porción del cono z = 22 x? + y? entre los 


planos z=2 y 2=4 


. Región esférica La región de la esfera x? + y? + 22 = 9 cor- 


tada por el cono z = 2 x? + y? 


. Región esférica La región de la esfera x? + y? + z? = 4 enel 


primer octante, entre el plano xy y el cono z = 2 x? + y? 


. Banda esférica Та porción de la esfera х? + y? + z? = 3 en- 


tre los planos z = 2 3/2 yz --2 3/2 


. Región esférica La porción superior de la esfera x? + y? + z? 


= 8 cortada por el plano z = —2 


La superficie del cilindro 
parabólico z = 4 — y? cortada por los planos х = 0, x = 2, y 
2-0 

Cilindro parabólico entre planos La superficie del cilindro 
parabólico y = x? cortada por los planos z = 0,2 = Зуу = 2 


Banda del cilindro circular La porción del cilindro y? + 22 = 


0 entre los planos х = дух = 3 


Banda del cilindro circular La porción del cilindro x? + 22 = 


4 por encima del plano xy, entre los planos у = —2 y y = 2 


Plano inclinado dentro de un cilindro La porción del plano х 


FEy+z=1x+y+2z2=1 


a. Dentro del cilindro x? + y? = 


b. Dentro del cilindro y? + z? = 


Plano inclinado dentro de un cilindro La porción del plano 
x=y+22=2 


a. Dentro del cilindro x? + z? = 


b. Dentro del cilindro y? + z? = 


Banda cilíndrica circular La porción del cilindro (x — 2)? + 
z? = 4 entre los planos y = Оуу = 3 


Banda cilíndrica circular La porción del cilindro y? + 
(z — 5)? = 25 entre los planos х = бух = 10 


Áreas de superficies parametrizadas 


En los ejercicios 17-26, utilice una parametrización para expresar el 
área de la superficie como una integral doble. Después evalúe la inte- 


gral. (Hay muchas formas correctas para establecer las integrales, así 
que éstas pueden no ser iguales a las que aparecen en la última parte 
del libro. Sin embargo, deben tener el mismo valor.) 


17. 


18. 


19. 


20. 


21. 


22. 


23. 


24. 


25. 


26. 


Plano inclinado dentro del cilindro Га porción del plano 
y + 2z = 2 dentro del cilindro x? + y? = 1 


Plano dentro del cilindro La porción del plano z = —x dentro 
del cilindro x? + y? = 

Cono truncado Та porción del cono z = 22 х? + y? entre los 
planosz=2yz=6 

Cono truncado La porción del cono z = 2 x? + y?/3 entre 
los planos z = 1 y = 4/3 

Banda cilíndrica circular Та porción del cilindro x? + y? = 1 
entre los planos z = 1Y z = 4 

Banda cilíndrica circular La porción del cilindro x? + z? = 
10 entre los planos y = —1 y y = 1 


Región parabólica La capa del paraboloide z = 2 — х? — y? 


cortada por el cono z = 2 x? + y? 


Banda parabólica La porción del paraboloide z = х? + y? en- 
tre los planos z = lyz=4 


Esfera rebanada La porción inferior de la esfera x? + y? + z? 
=2 cortada por el cono z = 2 х? + y? 


Banda esférica La porción de la esfera x? + у? + 22=4en- 
tre los planos 2= -1 y 2=23 


Integrales sobre superficies parametrizadas 


En los ejercicios 27- 34, integre la función dada sobre la superficie 
correspondiente. 


27. 


28. 


29. 
30. 


31. 


32. 


33. 


34. 


Cilindro parabólico G(x, у, 2) = х, sobre el cilindro parabóli- 
coy=10=x=2,0=2=3 


Cilindro circular G(x, y, 2) = z, sobre la superficie cilíndrica 
у2 +2 = 4,22 0,1 =х 54 


Esfera G(x, у, 2) = x?, sobre la esfera unitaria x? + y? + 22=1 


Hemisferio G(x, у, 2) = 22, sobre el hemisferio х2 + y? + 
122 = а?,: 2 0 


Porción del plano F(x, у, 2) = z, sobre la porción del plano х + 
y +2=4 que descansa sobre el cuadrado 0 = х = 1,0 = у = 1, 
en el plano ху 


Cono F(x,y,2)=2—x, sobre el cono z= 2 х? + у?, 
0O=z=l 


Domo parabólico Н(х, y, z) = х22 5 — 4z, sobre el domo pa- 
rabólico z = 1 — х2 — у2, 2 > 0 


Región esférica Н(х, у, z) = yz, sobre la parte de la esfera x? + 


y? + z? = 4 que se encuentra bajo el cono z = 2 x? + y? 
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Flujo a través de superficies parametrizadas 
En los ejercicios 35-44, utilice una parametrización para determinar el 
flujo de F:n ds a través de la superficie en la dirección dada. 


35. Cilindro parabólico Е = 22 + xj — 3zk hacia afuera (normal 
alejándose del eje x) a través de la superficie del cilindro parabó- 
lico z = 4 — y? cortada por los planos х = 0,x = 1,yz = 0 

36. Cilindro parabólico Е = x?j — xzk hacia afuera (normal ale- 
jándose del plano yz) a través de la superficie del cilindro parabó- 
lico у = x?,—1 = х = 1, cortada por los planos z = 0 yz = 2 

37. Esfera Е = zk a través de la porción de la esfera х? + y? + 


z? = a? en el primer octante en la dirección que se aleja del origen 


38. Esfera Е = xi + yj + zk a través de la esfera x? + y? + 22= 
a? en la dirección que se aleja del origen 

39. Plano Е = 2xyi + 2yzj + 2xzk hacia arriba, a través de la por- 
ción del plano x + y + z = 2a que se encuentra sobre el cuadra- 
доО = х= а,0 = y = a, enel plano ху 

40. Cilindro Е = xi + yj + zk hacia afuera a través de la porción 
del cilindro x? + y? = 1 cortada por los planos z = 0 y z = a. 

41. Cono Е = xyi — zk hacia afuera (normal alejándose del eje 2) 
a través del cono z = 2 x?+y%0=z=<1 


42. Cono Е = уй + xzj — К hacia afuera (normal alejándose del 
eje z) a través del cono z = 22 x? + у, 0 =:= 2 


43. Cono truncado Е = —xi — yj + z°k hacia afuera (normal 


alejándose del eje 2) a través de la porción del cono z = 2 x? + y? 
entre los planos 2-1ус2-2 

44. Paraboloide F = 4xi + 4yj + 2k hacia afuera (normal aleján- 
dose del eje z) a través de la superficie cortada de la parte inferior 
de la paraboloide z = x? + y? por el plano z = 1 


Momentos y masas 


45. Determine el centroide de la porción de la esfera x? + y? + z? = а 
que se encuentra en el primer octante. 


46. Determine el centro de masa, el momento de inercia y el radio de 
giro con respecto al eje z de una capa delgada de densidad cons- 
tante d cortada del cono х? + y? — z? = 0 por los planos ¿=1 y 
z=2, 

47. Determine el momento de inercia con respecto al eje z de una ca- 
pa esférica delgada х? + y? + z? = a? de densidad constante а 


48. Determine el momento de inercia con respecto al eje z de una ca- 
pa cónica delgada z = 2 x? + у2,0 <  < 1, de densidad 
constante d. 


Planos tangentes a superficies parametrizadas 


El plano tangente al punto Po(f(uo, Yo), 8(ио, Yo), А(ио, Yo)) en una 
superficie parametrizada r(u, У) = f(u, У)і + g(u, У)ј + h(u, y)k 
es el plano que pasa por Ро normal al vector г,(ио, Уо) X ry(uo, Уо), 
el producto cruz de los vectores tangentes г,(ио, Yo) y 
гу(ио, Yo) en Ро. en Po. En los ejercicios 49-52, encuentre una ecua- 
ción para el plano tangente a la superficie en Р. Después encuentre 
una ecuación cartesiana para la superficie y dibuje juntos a la superfi- 
cie y al plano tangente. 


49. Cono El cono r(r,Uu) = (rcos U)i + (rsen U)j + rk,r = 0, 
0 <= и= 2р en el punto Pol 22,2 2, 2) correspondiente a 
(r, u) = (2, р/4) 

50. Hemisferio La superficie del hemisferio r(f , и) = (4 senf cos U)i 
+ (4senf sen u)j + (4cosf )Jk,0=<f = р/2,0 = 0и = 2р, 
en el punto Po(2 2, 2 2 22 3) correspondiente a (Ё, и) = 
(p/6, p/4) 

51. Cilindro circular El cilindro circular г(ц z) = (3 sen 20)і + 
(6 sen? U)j + zk,0 = u < р, en el punto Po(32 3/2, 9/2, 0) 
correspondiente a (U z) = (p/3, 0) (Vea el ejemplo 3.) 


52. Cilindro parabólico La superficie del cilindro parabólico 
r(x, y) = xi + yj — х2, -00 < х < 00,-00 < у < оо, en 
el punto Ро(1, 2, —1) correspondiente a (х, у) = (1, 2) 


Más ejemplos de parametrizaciones 


53. a. Un toro de revolución (dona) se obtiene al girar un círculo С 
en el plano xz alrededor del eje z en el espacio. (Vea la si- 
guiente figura.) Si С tiene un radio r > 0 y su centro es (К, 
0, 0), muestre que la parametrización del toro es 


r(u, У) = ((R + rcos и)соѕ УЛ 
+ ((R + rcos u)sen y)j + (rsen u)k, 


donde 0 = и = 2р y 0 = y = 2p son los ángulos en la 
figura. 


b. Muestre que la superficie del toro es A = 4p°Rr. A = 4p?Rr. 


>N 


С 


>X 


54. Parametrización de una superficie de revolución Suponga que 
la curva parametrizada С: (Ќи), g(u)) gira alrededor del eje х, 
donde g(u) > O paraa = и =Ь. 


a. Muestre que 
r(u, y) = f(u)i + (g(u)cos y)j + (g(u)sin y)k 


es una parametrización de la superficie de revolución resul- 
tante, donde 0 = y = 2р es el ángulo del plano xy al punto 
r(u, v) en la superficie. (Vea la siguiente figura.) Observe que 
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b. Encuentre una parametrización para la superficie obtenida al 
girar la curva x = y?, y = 0, alrededor del eje x. 


55. a. Parametrización de un elipsoide Recuerde la parametri- 
zación х = acos цу = bsenu 0 = u = 2p de la elipse 
(х2/а2) + (y?/b?) = 1 (Sección 3.5, ejemplo 13). Use los 
ángulos Uy f en coordenadas esféricas para mostrar que 


r(u f ) = (acos ucosf )i + (b sen ucosf )j + (c senf )k 


es una parametrización del elipsoide (х2/а2) + (y2/b?) + 


Ди) mide la distancia a lo largo del eje de revolución y g(u) 
mide la distancia al eje de revolución. 


(2/0?) = 1. 
b. Escriba una integral para el área de la superficie del elipsoide, 
pero no evalúe la integral. 


56. Hiperboloide de una hoja 


a. Encuentre una parametrización para el hiperboloide de una 
hoja x? + y? — 22 = 1 en términos del ángulo U asociado al 
círculo x? + y? = r? y el parámetro hiperbólico u asociado 
con la función hiperbólica r? — z? = 1. (Vea la sección 7.8, 
ejercicio 84). 


b. Generalice el resultado de la parte (a) al hiperboloide 
(ja) (рее) 
57. (Continuación del ejercicio 56.) Encuentre una ecuación cartesia- 


na para el plano tangente al hiperboloide x? + y? — z? = 25 en 
el punto (хо, Yo, 0), donde xo? + yọ = 25. 


58. Hiperboloide de dos hojas Encuentre una parametrización del 
hiperboloide de dos hojas (22/с2) — (x2/a?) — (y?/b?) = 1. 


Teorema de Stokes 


Rot F 
ES) 


FIGURA 16.59 El vector circulación en 
el punto P en un plano en un flujo 
tridimensional. Observe la relación de 


mano derecha hacia la recta de circulación. 


Como vimos en la sección 16.4, la densidad de circulación o componente rotacional de 
un campo de dos dimensiones Е = Mi + Nj en el punto (х, y) queda descrita por la can- 
tidad escalar (9//дх — 9M/0y). En tres dimensiones, la circulación alrededor de un punto 
P en el plano queda descrita por un vector. Este vector es normal al plano de circulación 
(figura 16.59), y apunta en la dirección que da una relación de mano derecha a la recta de 
circulación. La longitud del vector da la tasa de giro del fluido, que por lo general varía 
cuando el plano de la circulación se inclina con respecto a P. Se puede ver que el vector 
de mayor circulación en un flujo con campo de velocidades Е = Mi + № + РК es el 
vector rotacional 


_ (әр өм) , (әм _әР\., (әм әм 
rot F = (2 OZ ) + (2 P) ` (2% ду » (1) 
Obtenemos esta información del teorema de Stokes, que es la generalización, al espacio, 
de la forma de circulación rotacional del teorema de Green. 
Observe que (rot Е):К = (4N/0x — ӘМ/ду) es consistente con nuestra definición de 


la sección 16.4, cuando Е = М(х, y)i + N(x, у)ј. Con frecuencia, la fórmula para el rota- 
cional de F en la ecuación (1) se escribe utilizando el operador simbólico 


У=ї tia + Кә. (2) 
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(El símbolo V se pronuncia “nabla.”) El rotacional de Fes У x Е: 


a E E o 
МЕ e ду д2 
М 
_ (әр _ƏN\; , (әм _әР\. (әм _ әм 
Е (2 23 Ы E Р, ш E ду » 
= rot Е. 
rotF = УХЕ (3) 


EJEMPLO 1 Cómo determinar el rotacional de Е 


Determinar el rotacional de Е = (x? — y)i + 4zj + х. 


Solución 
rotF = V x F Ecuación (3) 
i j k 
Е д д д 
дх ду д 


х2 = у 45 х 


= (a 8 а2) (E у= (2 9) 


+ E 43 = зуб y) 


= (0 — 4)i — (2x — 0)j + (0 + 1)k 


= —4i — 2xj + k н 


Como veremos, el operador У tiene varias aplicaciones. Por ejemplo, cuando se apli- 
ca a una función escalar f(x, y, z), nos da el gradiente de f: 


of. əf., əf 
Vf = axi t ду1 + az К 
5 S Éste puede leerse ahora como “nabla f” o “gradiente de f”. 
Teorema de Stokes 

С El teorema de Stokes dice que, bajo condiciones que por lo general se cumplen en la prác- 
tica, la circulación de un campo vectorial alrededor de la frontera de una superficie orien- 
FIGURA 16.60 Та orientación de la tada en el espacio, en el sentido contrario al de las manecillas con respecto al campo vec- 
curva límite C da una relación de mano torial unitario n normal a la superficie (figura 16.60), es igual a la integral del componente 


derecha del campo normal n. normal del rotacional del campo sobre la superficie. 


Circulación 


FIGURA 16.61 Comparación del teorema 
de Green y el teorema de Stokes. 
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TEOREMA 5 Teorema de Stokes 


La circulación de un campo vectorial F = Mi + Nj + Pk alrededor de la fron- 
tera C de una superficie orientada S, en el sentido contrario al de las manecillas 
de un reloj con respecto al vector unitario n normal a la superficie, es igual a la 
integral de V X F-n sobre S. 


$ F-a = || Vx F-nds (4) 


C S 


Circulación en sentido Integral del rotacional 
contrario al de las 
manecillas del reloj 


Observe еп la ecuación (4) que, 51 dos superficies orientadas de manera diferente, $ y 
S,, tienen la misma frontera С, las integrales de los rotacionales son iguales: 


ПЕ = | Y x F-mds. 


Si S2 


Ambas integrales son iguales a la integral de circulación en sentido contrario al de las 
manecillas, del lado izquierdo de la ecuación (4), mientras que los vectores unitarios nor- 
males n; y n, orientan correctamente las superficies. 

De manera natural, necesitamos algunas restricciones matemáticas en F, C y 5 para 
garantizar la existencia de las integrales en la ecuación de Stokes. Las restricciones usua- 
les son que todas las funciones, campos vectoriales y sus derivadas, sean continuas. 

Si C es una curva en el plano xy, orientada en sentido contrario al de las manecillas, y 
R es la región en el plano xy acotada por C, entonces dS = dx dy y 


(V x F)=n= (Vx F)-k= (88-44) 


Bajo estas condiciones, la ecuación de Stokes es 


IN ӘМ 
ўва = | (2 M) dedy, 
С К 


que es la forma circulación rotacional de la ecuación en el teorema de Green. Кесїргоса- 
mente, al invertir estos pasos podemos rescribir la forma circulación rotacional del teorema 
de Green para campos de dos dimensiones con la notación como 


pra Ј| тка (5) 
К 


С 


Уеа la figura 16.61. 


EJEMPLO 2 Verificación de la ecuación de Stokes para un hemisferio 


Evaluar la ecuación (4) para el hemisferio 5: х2 + y? +z? = 9, z = 0, su circunferencia 
frontera C: x? + y? = 9, z = 0, y el campo F = yi — xj. 
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S: r(t) = (r cos 0)і + (г sen9)j + rk 


“у 


FIGURA 16.62 La curva C y el cono 5 
del ejemplo 3. 


Solución Calculamos la circulación en sentido contrario al de las manecillas del reloj 
alrededor de С (visto desde arriba), utilizando la parametrización г(и) = (3 cos u)i + 
(3 sen и)}, 0 < и < 2р: 


dr = (—3 sen udu)i + (3 cos и40) 
Е = уі — xj = (3 sen U)i — (3 cos U)j 
F + dr = —9 sen? udu — 9 cos? udu = —9 du 


2p 
ўка-/ 9 ди = —18р. 
0 


С 


Para la integral del rotacional de Е, tenemos 


_ (ӘР _ any. (3M _ ар\, (әм әм 
VAE (8 д ) j (2и Р), и E dy » 


= (0 – 0)i + (0 — 0)) + (21 — 1)k = —2k 


хі + yj + zk xi + yj + zk 
n = = 
202 +у + 2 3 


Normal unitario exterior 


3 Sección 16.5, ejemplo 5, 
ds = ZU сопа = 3 
Ух F-nds = -Zia = -2 dA 
y 
J| 5> Enas = I -24А = —18р. 
5 х2--у? 9 


La circulación alrededor del círculo es igual a la integral del rotacional sobre el hemisfe- 
rio, como debe ser. ш 


EJEMPLO 3: Cálculo de la circulación 


Determinar la circulación del campo Е = (x? — y)i + 4zj + хк alrededor de la curva С 
en que el plano z = 2 corta al cono z = 2 х? + y?, en sentido contrario a las manecillas 
del reloj, visto desde arriba (figura 16.62). 


Solución El teorema de Stokes nos permite encontrar la circulación, integrando sobre 
la superficie del cono. El hecho de recorrer C en el sentido contrario al de las manecillas 
del reloj visto desde arriba, corresponde a tomar la normal interior п al cono, la normal 
con un componente positivo. 

Parametrizamos el cono como 


r(r, U) = (rcos U)i + (rsen U)j + rk, O=srs2, 0=<=u=<Qp. 
Entonces tenemos que 
г, X гу —(r cos UJi — (r sen U)j + rk 


= = Sección 16.6, 
|r, X rul r22 ejemplo 4 


n 


= 55 (cos ui — (sen U)j + k) 
22 
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ds = r2 2 dr du Sección 16.6, ejemplo 4 


ҮхЕ--4-25)-К Ejemplo 1 


= —4i — 2rcos uj + К. x = rcosu 


De acuerdo con lo anterior, 


VXxF-n=  (4cosu+ 2r cos Usen U + ) 
2:2 
- L (4cosu + r sen 2u + ) 
22 


y la circulación es 


$ Е: dr = I Ух Е-па5 Stokes” Theorem, Equation (4) 
5 


С 
2р р2 | 2 
-| / — (4cosu+ rsen 2U + 1)02 2 dr du) = 4p. н 
o Jo 22 


Interpretación de У х F mediante la rueda con paletas 


Suponga que v(x, y, z) es la velocidad de un fluido en movimiento cuya densidad en (x, y, 
z) es d(x, y, z), y sea F = фу. Entonces 


ўва 


С 


es la circulación del fluido alrededor de la curva cerrada С. Por el teorema de Stokes, la 
circulación es igual al flujo de У X F a través de una superficie $ acotada por С: 


ўва = ff vo F-n ds. 
S 


С 


Suponga que fijamos un punto О en el dominio de F y una dirección u en О. Sea C un cír- 
culo de radio r , con centro en Q, cuyo plano es normal a u. Si V X Е es continuo en O, el 
valor promedio del componente u de V X F sobre el disco circular S acotado por C, se 
aproxima al componente u de У X F en О cuando r —> 0: 


(V X F-u)o = Ит ffy х F-uds. 
p>0 pr 
$ 


Si reemplazamos la integral de superficie de esta última ecuación por la circulación, obte- 
nemos 


1 
Vx F-u)ọ = ím > 0 Е: аг. 6 
( u)o нь г (6) 
С 


El lado izquierdo de la ecuación (6) tiene su valor máximo cuando о es la dirección de 
V X F. Cuando Г es pequeño, el límite del lado derecho de la ecuación (6) está dado apro- 
ximadamente por 
1 феа, 
рг 
С 
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FIGURA 16.63 Interpretación del 
rotacional de F mediante una rueda con 
paletas 


РА P(x y, 0) >y 


FIGURA 16.64 Un flujo rotacional 
estable paralelo al plano xy, con velocidad 
angular constante V en dirección positiva 
(sentido contrario al de las manecillas de 
un reloj; ejemplo 4). 


que es la circulación alrededor de C dividida entre el área del disco (densidad de circula- 
ción). Suponga que una rueda pequeña con paletas de radio r se introduce en el fluido en 
Q, con su eje dirigido a lo largo de u. La circulación del fluido alrededor de C afectará 
la tasa de giro de la rueda con paletas. La rueda girará más rápidamente cuando la integral 
de circulación se maximice, y por lo tanto, girará más rápidamente cuando el eje de la rueda 
con paletas apunte en la dirección V X F (figura 16.63). 


EJEMPLO 4 Relación de У х F con la densidad de circulación 


Un fluido de densidad constante alrededor del eje z con velocidad у = V(—yi + xj), don- 
de V es una constante positiva llamada velocidad angular de rotación (figura 16.64). Si 
F = y, determine V X F y relacione esto a la densidad de circulación. 
Solución Con F = у = —Vyi + Vaj, 
_ (әр _ any, (aM_aPY, , (3N әм 
TAES (2 а E + (2 м), 


(0 — 0) + (0 — 0)j + (v — (—v))k = 2vk. 


Рог el teorema de Stokes, la circulación de Е alrededor del círculo С de radio Г que acota а 
un disco 5 en un plano normal a У X Е, digamos el plano xy, es 


pra ЇГүх F-nds = | зка = (2у)(рг?2). 
5 5 


(Vx Б): = 2% = феса, 
рг 
C 


cconsistente con la ecuación (6) cuando u = К. п 


EJEMPLO 5 Aplicación del teorema de Stokes 


Utilizar el teorema de Stokes para evaluar 13) «dr, si F = xzi + xyj + 3xzk y С es la 
frontera de la porción del plano 2x + y + z = 2 en el primer octante, recorrida en el sen- 
tido contrario al de las manecillas del reloj, vista desde arriba (figura 16.65). 


Solución El plano es la superficie de nivel f(x, y, 2) = 2 de la función f(x, y, z) = 2х + 
y + z. El vector unitario normal 


Vf (21+ ј + Юю) 1 ( ) 
п = = 5 _ = -121-14К 
ГУ 121-198|. 26 Ч 


es consistente con el movimiento en el sentido contrario al de las manecillas del reloj alre- 
dedor de C. Para aplicar el teorema de Stokes, encontramos 


i j k 
= -19 9 | _ Ai 
rot F = УХЕ э 2) Ж (х = 3z)j + yk. 
хг ху Зх 


En el plano, z es iguala 2 — 2х — y, de тойо que 


УХЕ = (x — 3(2 — 2х — у))ј + yk = (7х + 3y — 6)j + yk 


FIGURA 16.65 Та superficie plana del 
ejemplo 5. 


B С 


FIGURA 16.66 Parte de una superficie 
poliédrica. 
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үхвэл (may +9) (704 496), 
6 


El elemento de área de la superficie es 


[VE] 26 
= pl т 1 dx dy. 


$ F- dr = ЇЇ ҮУҮх Е-пав Teorema de Stokes, ecuación (4) 
С $ 
1 p2-2x 1 _ 
-[[ (7% + 4y — 6)2 6 dy dx 
o Jo 26 


1 /2-2х 
-f (7х + 4y — 6) dy dx = —1. и 
o Jo 


Demostración del teorema de Stokes para superficies poliédricas 


ds 


La circulación es 


Sea 5 una superficie poliédrica que consta de un número finito de partes o regiones pla- 
nas. (Para un ejemplo, vea la figura 16.66.) Aplicamos el teorema de Green a cada parte de 
5. Existen dos tipos de partes: 


1. Aquellas rodeadas en todos sus lados por otras partes 

2. Aquellas que tienen una o más aristas no adyacentes a otras partes. 

La frontera А de 5 consta de aquellas aristas de las partes del tipo 2 que no son adyacentes 
a otras partes. En la figura 16.66, los triángulos EAB, BCE y CDE representan una parte 


de S, con ABCD como parte de la frontera А. Aplicamos el teorema de Green a los tres 
triángulos y sumamos los resultados, para obtener 


4-1 Байг J + |] > Vx F-nds. (7) 


EAB ВСЕ BCE 


Las tres integrales de línea del lado izquierdo de la ecuación (7) se combinan en una inte- 
gral de línea alrededor del perímetro ABCDE, ya que las integrales a lo largo de los seg- 
mentos interiores se cancelan por pares. Por ejemplo, la integral a lo largo del segmento 
BE del triángulo АВЕ tiene signo opuesto a la integral a lo largo del mismo segmento del 
triángulo ЕВС. Lo mismo se cumple para el segmento CE. De aquí que la ecuación (7) se 
reduce a 


F- dr = ЇЇ VxXxF:-nds. 
ABCDE ABCDE 


Al aplicar el teorema de Green a todas las partes y al sumar los resultados, obtenemos 


ўва = Ї х F-nds. 
А 5 
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S 


FIGURA 16.67 El teorema de Stokes 
también se cumple para superficies 
orientadas con agujeros. 


Este es el teorema de Stokes para una superficie poliédrica S. El lector puede encontrar de- 
mostraciones para superficies más generales en textos de cálculo avanzado. 


El teorema de Stokes para superficies con agujeros 


El teorema de Stokes puede aplicarse a una superficie orientada 5 con uno o más agujeros 
(figura 16.67), de una forma análoga a la extensión del teorema de Green: la integral de 
superficie sobre 5, del componente normal V Х Е, es igual a la suma de las integrales de 
línea en todas las curvas frontera del componente tangencial de F, donde las curvas se tra- 
zan en la dirección inducida por la orientación de S. 


Una identidad importante 


La siguiente identidad surge con frecuencia tanto en matemáticas como en las ciencias 
físicas. 


curl grad f = 0 or VxVf=0 (8) 


Esta identidad se cumple para cualquier función f(x, y, z), cuyas segundas derivadas 
parciales sean continuas. La demostración es como sigue: 


і 1 k 
Ух Vf ын K 2 (fa fyi (fax Lal] + (ух нээ УК. 
of əf 9] 


óx ду 02 


Si las segundas derivadas parciales son continuas, las segundas derivadas cruzadas y que 
aparecen entre paréntesis son iguales (teorema 2, sección 14.3), y el vector es igual a cero. 


Campos conservativos y el teorema de Stokes 


En la sección 16.3 encontramos que el hecho de que un campo F sea conservativo en una 
región abierta D en el espacio es equivalente a que la integral de F se anule a lo largo de 
cualquier lazo cerrado en D. Esto, a su vez, en regiones abiertas simplemente conexas, 
equivale a decir que У Xx F = 0. 


TEOREMA 6 Relación de rot F = 0 con la propiedad del lazo cerrado 
Si У х Е = 0 en cualquier punto de una región abierta simplemente conexa D 
en el espacio, entonces para cualquier trayectoria cerrada y regular por partes 


CenD, 
ўва = 0. 


С 


Bosquejo de una demostración Рог lo general, el teorema 6 se demuestra en dos pasos. 
El primer paso es para curvas cerradas simples. Un teorema de topología, una rama de las 
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matemáticas avanzadas, establece que toda curva cerrada simple diferenciable C en una 
región abierta simplemente conexa D, es la frontera de una superficie regular con dos la- 
dos S que también está en D. Así, por el teorema de Stokes, 


FIGURA 16.68 En una región abierta 
simplemente conexa en el espacio, las 
curvas diferenciables que se cruzan a sí 
mismas pueden dividirse en lazos donde 
puede aplicarse el teorema de Stokes. 


C 


ўва || хва = (). 
5 


El segundo paso se refiere а las curvas que se cruzan a sí mismas, сото la de la figu- 
ra 16.68. La idea es descomponerlas en lazos simples generados por superficies orienta- 
bles, aplicar el teorema de Stokes a un lazo a la vez y sumar los resultados. 


El siguiente diagrama resume los resultados para campos conservativos definidos en 


regiones abiertas conexas y simplemente conexas. 


Teorema 1, 
sección 16.3 


F conservativo 


en D <= F=VfenD 
Teorema 2, мнн 2 2 8: 
sección 13.3 segundas derivadas parciales 
continuas) 
$ _Fedr=0 <= Ух Е= депр 
С 
bre cualquier улан 
50 : Ч la conexidad simple 
trayectoria del dominio y el 
cerrada en D teorema de Stokes 


EJ ERCICIOS 16.7 


Uso del teorema de Stokes para calcular 
la circulación 
En los ejercicios 1-6, utilice la integral de superficie del teorema de 


Stokes para calcular la circulación del campo F alrededor de la curva 
C en la dirección indicada. 


1. F = хі + 2xj + 22k 
С: La elipse 422 + y?=4 en el plano ху, en el sentido contrario al 
de las manecillas del reloj, vista desde arriba 
2. Е = 2yi + 3xj — z°k 
С: La circunferencia x? + у” = 9 en el plano xy, en el sentido con- 
trario al de las manecillas del reloj visto desde arriba 
3. F = yi + xj + xk 
С: La frontera del triángulo cortado en el plano x + y +z = 1 por 
el primer octante, en el sentido contrario al de las manecillas 
del reloj, visto desde arriba 
4. F = (y? + zi + (х2 + 2) + (х2 + y)k 
С: La frontera del triángulo cortado en el plano x + y +z= 1 por 
el primer octante, en el sentido contrario al de las manecillas 
del reloj, visto desde arriba 
5. Е = (y? + 22) + (х2 + y?)j + (х2 + y?)k 
С: El cuadrado acotado por las rectas х = +1 у у = +1 en el 


plano xy, en el sentido contrario al de las manecillas del reloj, 
visto desde arriba 


6. F=xyi+j+2k 
С: La intersección del cilindro x? + y? = 4 y el hemisferio x? + y? 
+ 22 = 16, z = 0, en el sentido contrario al de las manecillas 


del reloj, vista desde arriba. 


Flujo del rotacional 


7. Sea n el vector unitario normal exterior a la capa elíptica 
S: 4x? + 9y? + 362? = 36, 22 0, 


у ѕеа 


Е = уі 4 


Саїсше е1 уа1ог 


ПЕЕ 
5 


(Sugerencia: Una parametrización de la elipse en la base de la ca- 
ра ез х= 3 cos t, у= 2 sen t, 0 < t £ 2р). 


. беа п el vector unitario normal exterior (normal alejándose del 
origen) a la capa parabólica 


S: 42 +у+ г? = 4, у 2 0, 


1210 


Capítulo 16: Integración en Campos Vectoriales 


y sea 


_ Б 1 sd ajin 1 
F (з) а » (Хэ: 


Determine el valor de 


ч впав. 
5 


9, Sea 5 el cilindro х2 + y? = а2, 0 = z = h, junto соп su parte supe- 
rior, х + y? = a?, z = h. Sea F = -yi + xj + x°k. Utilice el teorema 
de Stokes para encontrar el flujo de У х Е hacia afuera a tra- 


vés de 5. 
J” х (yi):nds, 
$ 


10. Evalúe 
donde 5 es el hemisferio x? + y? + z? = 1,5 = 0. 


11. Flujo del rotacional de F Muestre que 


Jonas 


5 


tiene el mismo valor para todas las superficies orientadas 5 que 
generan C, y que inducen la misma dirección positiva en C. 


12. Sea F un campo vectorial diferenciable definido en una región 
que contiene una superficie orientada cerrada regular S y su inte- 
rior. Sea п el vector unitario normal a 5. Suponga que 5 es la 
unión de dos superficies, $; y S2, unidas a lo largo de una curva 
cerrada simple regular C. ¿Se puede decir algo acerca de 


Ї х Е:р 25? 
5 


Justifique su respuesta. 


El teorema de Stokes para superficies 
parametrizadas 


En los ejercicios 13-18, utilice la integral de superficie del teorema de 
Stokes para calcular el flujo del rotacional del campo Е a través de la 
superficie S, en la dirección del vector unitario normal exterior n. 


13. F = 2zi + 3xj + Syk 
S: r(r, Ч) = (reos uji + (rsen U)j + (4 — r?)k, 
05552, 0=и= 2р 

14. Е = (у — z)i + (z — x)j + (х + z)k 
S: (л, Ч) = (reos uji + (rsenu)j + (9 — 12)k, 
0=7=3, 0 =и= 2р 

15. Е = хі + 2у?ј + 32k 
S: r(r, uU) = (rcos Ч)і + (rsen U)j + rk, 
O=r=s1, 0=и= 2р 

16. Е = (x – у) + (у = 2) + (z – x)k 
S: (л, Ч) = (rcos Uji + (rsen U)j + (5 — r)k, 
052755 0=Uu=s2p 


17. Е = Зуі + (5 — 2x)j + (z? — 2)k 
S: r(f, u) = (2 3 senf cos uji + (2 3 senf sen u)j + 
(2 3cosf)k, 051 =р/2, 0=<u=<2p 

18. F = y'i + 2) + xk 


S: r(f,u)= (2 ѕепЁ cos Ч)і + (2senf sen U)j + (2 соѕ )k, 
O=sf =р/2, 0=и= 2р 


Teoría y ejemplos 

19. Circulación nula Utilice la identidad V X Vf = 0 (ecuación 
(8) del texto) y el teorema de Stokes para mostrar que las circula- 
ciones de los siguientes campos, alrededor de la frontera de cual- 
quier superficie orientable regular en el espacio, se anulan. 


a. F = 2xi + 2yj + 2zk 
р, Е = У(ху22) 

сє. F= V x (xi + yj + zk) 
d. F = Vf 


20. Circulación nula Sea f(x, y, 2) = (x? + y? + z?) 1. Muestre que 
la circulación en el sentido de las manecillas del reloj del campo 
F = Vf, alrededor de la circunferencia x? + y? = a? en el plano xy 
es igual a cero, 


a. considerando г = (a cos ñi + (a sen f)j, 0 S t = 2р, e inte- 
grando Е · dr sobre la circunferencia. 


b. aplicando el teorema de Stokes. 


21. Sea C una curva regular cerrada simple en el plano 2х + 2y + z 
= 2, orientada como se muestra aquí. Muestre que 


f ayat 3:4у- хад 


2х+ 2у+2= 2 


depende solamente del área de Іа región encerrada рог C y no de 
la posición o de la forma de C. 


22. Muestre que si F = хі + yj + zk, entonces У Хх Е = 0. 
23. Encuentre un campo vectorial con componentes dos veces dife- 


renciables, cuyo rotacional sea xi + yj + zk, o bien demuestre que 
no existen tales campos. 


24. ¿Dice algo el teorema de Stokes acerca de la circulación en un 
campo con rotacional nulo? Justifique su respuesta. 


25. Sea R una región del plano xy acotada por una curva cerrada sim- 
ple regular por partes C y suponga que sabe que los momentos de 


26. 


inercia de А con respecto a los ejes х y y son /, y Z. Evalúe la in- 


tegral 
ў У( 9) п ds, 


C 


donde r = 2 х? + y?, en términos de 7, у 1, 


Rotacional nulo y un campo по conservativo Muestre que el го- 
tacional de 


16.8 El teorema de la divergencia y una teoría unificada 
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es igual a cero, pero que 


ўва 


С 


no es сего si C es la circunferencia x? + у? = 1 еп el plano ху. (El 
teorema 6 no se aplica aquí, ya que el dominio de Е no es simple- 
mente conexo. El campo Е no está definido a lo largo del eje z, de 
modo que no hay forma de contraer C a un punto sin salir del 
dominio de Е.) 


E 6.8 El teorema de la divergencia y una teoría unificada 


La forma de términos de la divergencia del teorema de Green en el plano establece que el 
flujo neto hacia afuera de un campo vectorial a través de una curva cerrada simple puede 
calcularse al integrar la divergencia del campo sobre la región encerrada por la curva. El 
teorema correspondiente en tres dimensiones es llamado teorema de la divergencia, y esta- 
blece que el flujo neto hacia afuera de un campo vectorial a través de una superficie cerra- 
da en el espacio puede calcularse al integrar la divergencia del campo sobre la región en- 
cerrada por la superficie. En esta sección demostraremos el teorema de la divergencia y 
mostraremos cómo simplifica el cálculo de los flujos. También obtendremos la ley de 
Gauss para el flujo en un campo eléctrico y la ecuación de continuidad en hidrodinámica. 
Por último, unificaremos los teoremas de integrales vectoriales del capítulo en un solo teo- 


rema fundamental. 


Divergencia en tres dimensiones 


La divergencia de un campo vectorial Е = М(х, y, 2)і + N(x, y, Jj + P(x, y, z)k es la 


función 


divF = У.Е = + 


М , ӘМ + ӘР 


дх ду 927 (1) 


El símbolo “Шу F” se lee como “divergencia de F” o “Шу F”. La notación V · Е se lee “na- 


bla punto F” 


Div F tiene la misma interpretación física en tres y dos dimensiones. Si F es el campo 
de velocidad de un flujo, el valor de div F en el punto (x, y, z) es la tasa con la que el flui- 
do es bombeado hacia o desde (x, y, z). La divergencia es el flujo por unidad de volumen o 
la densidad del flujo en el punto. 


EJ EMPLO 1 


Cálculo de la divergencia 


Calcular la divergencia de F = 2xzi — xyj — zk. 


Solución 


La divergencia de F es 


_ 9 д д Ш 
У.Е = y, (2х4) + ay í xy) + zzl 1) = 22-х - 1. ш 
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Teorema de la divergencia 


El teorema de la divergencia dice que bajo ciertas condiciones, el flujo hacia afuera de un 
campo vectorial a través de una superficie cerrada (orientada hacia afuera) es igual a la in- 
tegral triple de la divergencia del campo sobre la región encerrada en la superficie. 


TEOREMA 7 Teorema de la divergencia 


El flujo de un campo vectorial ЕЁ a través de una superficie cerrada 5 orientada en 
la dirección del campo unitario normal exterior a la superficie n, es igual a la in- 
tegral de У + Е sobre la región D encerrada por la superficie. 


| ма = reo (2) 


Flujo hacia Integral de 
afuera divergencia 


EJEMPLO 2 Оп apoyo para el teorema de la divergencia 
Evaluar ambos lados de la ecuación (2) para el campo F = xi + yj + zk sobre la esfera x? + 


2+2 = а. 


Solución El vector unitario exterior normal a 5, calculado a partir del gradiente de 
f(x,y,z) = e + y? + 22 — a? es 


2(xi + yj + zk) xi + yj + zk 


n= 2 2 8) а 
2 Ala + у? + 7) 
Por lo tanto, 
124 у? + 2 a 
F-nds = Е ds = çy ds = а 45 


ya que х + y? + 22 = а” еп la superficie. Рог lo tanto, 


Jonas = | aas = a |f as = a(4pa?) = 4pa?. 
S 5 5 


La divergencia de F es 


_ 9 8 DAS 
У.Е T (x) + ду (у) + Jz (z) = 3, 


ПЕЕ ЕЕ | 


EJEMPLO 3 Cálculo del flujo 


Determinar el flujo de F = xyi + yzj + xzk hacia afuera a través de la superficie del cubo 
cortado del primer octante por los planos x=1,y=1yz=1. 


de modo que 


2 


| 


JM D Ryz 
| 7 
A 
- A 
MU 7 
-E 2? 
Р” 
| 
эг” 
| ¡y 
х PEN 
1 


FIGURA 16.69 Primero mostramos el 
teorema de la divergencia para el tipo de 
regiones tridimensionales aquí mostrado. 
Después ampliamos el teorema para otras 
regiones. 


k (11, п), пз) 


FIGURA 16.70 Los componentes 
escalares del vector unitario normal n son 
los cosenos de los ángulos a, b y Y que 
forma con 1, j, К. 
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Solución En lugar de calcular el flujo como una suma de seis integrales separadas, una 
por cada cara del cubo, podemos calcular el flujo al integrar la divergencia 


De 9_ СТОР E 
V+F = q 609) + зу (092) + 3, (12) у+т+х 


sobre el interior del cubo 


F-nds = 


Superficie del Interior del 
cubo cubo 


1 1 1 
= | / : (x + y + z) dx dy dz = 29 Integración rutinaria 
o Јо Jo 2 


Demostración del teorema de la divergencia para regiones 
especiales 


Flujo = У:Еау 


Теогета де Іа 
divergencia 


Para mostrar el teorema de la divergencia, supongamos que los componentes de F tienen 
primeras derivadas parciales continuas. También supongamos que D es una región conve- 
xa sin agujeros o burbujas, como una esfera sólida, un cubo o un elipsoide, y que S es una 
superficie regular por partes. Además, si R,, es la proyección de D en el plano xy, supon- 
dremos que cualquier recta perpendicular al plano xy, que pasa por un punto interior de la 
región R,,, corta a la superficie 5 en exactamente dos puntos, formando las superficies 


8: z= р(х, у), (x=. y)en Ry 


8: z = fax, y), (x, y) en Ry, 
соп fı = f2. Hacemos suposiciones similares acerca de la proyección de D sobre los otros 
planos coordenados. Vea la figura 16.69. 

Los componentes del vector unitario normal п = ті + nj + n3k son los cosenos de 
los ángulos a, b y g que п forma con i, j, k (figura 16.70). Esto es cierto ya que todos los 
vectores en cuestión son unitarios. Tenemos 


nı = пі = |n||ij cosa = cosa 


cos b 


m = n'j = |n||j|cos b 


пз = n'k = |n||k|cos g = cos 9 
п = (cos а)ї + (cos b)j + (cos g)k 


F:n = Мсоѕа + Ncos b + P cosg. 


En forma de componentes, el teorema de la divergencia establece que 


TES + Ncosb + Рсоѕ 9) ds = pe + E ЗР асаа: 
5 р 
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А 
р 1 z= fax у) 
"4 
5, 


/ 


х R 


dA = dxdy 


FIGURA 16.71 La región tridimensional 
D encerrada por las superficies 5| y 55 
mostradas aquí se proyecta en forma 
vertical sobre una región bidimensional 
Кү, del plano ху. 


——— A quí y es agudo, de modo que 
| дс = ах ау/соѕ y. 


| 
Y А 
——— A quí y es obtuso, de modo que 


Е дс = - ах ду/соѕ y. 


ус 


ду 


FIGURA 16.72 Una ampliación de las 
regiones de la figura 16.71. La relación 
45 = +ах dy/cos g se deduce en la 
sección 16.5. 


Capítulo 16: Integración en Campos Vectoriales 


Demostraremos el teorema, al probar las tres igualdades siguientes: 


|| м«»ав - |] M dx dy de (3) 
$ р 
J| мо ав - || пу dr dy dz (4) 
5 р 
КО - || ахау de (5) 
$ р 


Demostración de la ecuación (5) Demostraremos la ecuación (5) al convertir la inte- 
gral de superficie de la izquierda en una integral doble sobre la proyección R, de D en el 
plano xy (figura 16.71). La superficie 5 consta de una parte superior 5» cuya ecuación es 
z = р(х, y) y una parte inferior 5; cuya ecuación es z = f¡(x, y). En S2, el vector normal 
exterior n tiene un componente k positivo y 


dA dx dy 
[cos 0| 7 cosg 


со8 045 = ахау pues ds = 


Vea la figura 16.72. En S4, el vector normal exterior tiene un componente negativo k y 
cos 9 ds = -dx dy. 


Por lo tanto, 


ПЕЕ - ене + | Pcosgas 
S 


5| 


к у, Р(х, y)) dx dy — [= y, F1(x, у)) dx dy 


= | роу) — Р(х, y, fı(x, у))] dx dy 


| [М i de | dry = = ЇЇ! Y сах. 


Esto demuestra la ecuación (5). ГЫ 


Las demostraciones para las ecuaciones (3) y (4) siguen el mismo patrón; o bien, bas- 
ta permutar х, у, z; M, №, Р; a, b, 9, en orden, y obtener esos resultados a partir de la 
ecuación (5). 


Teorema de la divergencia para otras regiones 


El teorema de la divergencia puede ampliarse para regiones que pueden dividirse en un nú- 
mero finito de regiones simples del tipo recién analizado y a regiones que pueden definir- 
se como límites de regiones más simples de ciertas formas. Por ejemplo, suponga que D es 
una región entre dos esferas concéntricas y que F tiene componentes continuamente dife- 


FIGURA 16.73 Та mitad inferior de la 
región sólida entre dos esferas 
concéntricas. 


FIGURA 16.74 Та mitad superior de la 
región sólida entre dos esferas 


concéntricas. 
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renciables en D y en las superficies frontera. Divida a D en dos partes mediante un plano 
ecuatorial y aplique el teorema de la divergencia a cada mitad por separado. La mitad infe- 
rior, D4, aparece en la figura 16.73. La superficie 5; que acota П) consta de un hemisferio 
exterior, una base plana en forma de rondana y un hemisferio interior. El teorema de la di- 


vergencia dice que 
ПЕЕТЗЕ КЕ (6) 


Sı р, 


El vector unitario normal п, que apunta hacia afuera desde D, apunta también hacia afue- 
ra del origen a lo largo de la superficie exterior, es igual a k a lo largo de la base plana, y 
apunta hacia el origen a lo largo de la superficie interior. A continuación aplicamos el teo- 
rema de la divergencia a D,, y su superficie 5, (figura 16.74): 


ПЕЕ | ver av. 0) 


55 D, 


Si seguimos a n, sobre S», que apunta hacia afuera de D,, vemos que п» es igual a —k a lo 
largo de la base en forma de rondana en el plano xy, apunta hacia afuera del origen en la 
esfera exterior y apunta hacia el origen en la esfera interior. Al sumar las ecuaciones (6) y 
(7), las integrales sobre la superficie plana se cancelan уа que los signos de n; y n, son 
opuestos. Así llegamos al resultado 


Је = J| vaa 


con D la región entre las esferas, 5 la frontera de D que consta de dos esferas y n el vector 
unitario normal a $ dirigido hacia afuera de D. 


EJ EMPLO 4 


Determinar el flujo neto hacia afuera del campo 


Cálculo del flujo hacia afuera 


xi + yj + zk 


йы” UIA „оше 


r 


a través de la frontera de la región D: 0 < a? = x? + y? + 2? = b’. 


Solución El flujo se puede calcular al integrar У: F sobre D. Tenemos 
- - 102 + y? + 2) (Эх) = Ё 
у 
—- = 2 (ar 3) = r — 3xr i = 3 — 


De manera similar, 


ӘМ 1 35. ӘР 1 32 
ду r r’ az re r’ 
Por lo tanto, 
зг? 
divF=2-(+y+2)=2%-%=0 
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(КОЕ 


р 


De modo que la integral de V · F sobre D es igual a cero y el flujo neto hacia afuera a 
través de la frontera de la región también es igual a cero. Pero hay más que aprender de es- 
te ejemplo. El flujo que se aleja de D a través de la esfera interior S, es el negativo del flu- 
jo que sale de D a través de la esfera exterior S, (уа que la suma de estos flujos es cero). 
Así, el flujo de Е a través de S, en la dirección hacia afuera del origen es igual al flujo de Е 
a través de S, en la dirección hacia afuera del origen. Entonces, el flujo de F a través de 
una esfera con centro en el origen es independiente del radio de la esfera. ¿Cuál es el valor 
de este flujo? 

Para determinar esto, calculamos la integral del flujo de manera directa. El vector uni- 
tario normal hacia afuera a la esfera de radio a es 


xi + yj + zk xi + yj + zk 
2х2 ty + 22 Е | 
De aquí que, en la esfera, 


xi +уй+К хі +уј +: x+y +z? g 1 


F a а а а? 
y 
ad 1 3 
F-nds 31] 45 5 (4pa*) = 4p. 
a a 
Sa Sa 
El flujo hacia afuera de F a través de cualquier esfera con centro en el origen es 4p. п 


Ley de Gauss: una de las cuatro grandes leyes 
de la teoría electromagnética 


Todavía hay más que aprender del ejemplo 4. En la teoría electromagnética, el campo eléc- 
trico debido a la carga q de un punto localizado en el origen es 


1 (т) а r q xi +уј + zk 


E(x, у, 2) = = = , 
®») = аре rP \]г[/ = аре |5 pao r 


donde єр es una constante física, r es el vector de posición del punto (x, y, z), y 


г = |r| = 2 x? + y? + 2? En la notación del ejemplo 4, 
_ 4 
E = {ре 


Los cálculos del ejemplo 4 muestran que el flujo hacia afuera de E a través de cual- 
quier esfera con centro en el origen es д/Єо, pero este resultado no sólo es válido para esfe- 
ras. El flujo hacia afuera de E a través de cualquier superficie cerrada 5 que encierra al 
origen (y donde se cumple el teorema de la divergencia) es también д/єо. Para ver por qué, 
basta imaginar una esfera grande S,, con centro en el origen y que encierre a la superficie 
S. Como 


q q 
А Е = 
4рєо 4рєо 


Ү-Е-У Ү-Е-0 


h= (v At) ап 


© Бэ |. 


FIGURA 16.75 El fluido que sube a 
través de la región Д5 en un período corto 
de tiempo Ат llena un “cilindro” cuyo 
volumen es aproximadamente base X 
altura=v-+n AS Az. 
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donde r > 0, la integral de V · E sobre la región D entre 5 y S, es cero. Por el teorema de 


la divergencia, 
ЇЇ E-nds = 0, 


Frontenra 
de D 


y el flujo de E a través de 5 еп la dirección hacia afuera del origen debe ser igual al flujo 
de E a través de 5, en la dirección hacia afuera del origen, que es q/€ọ. Esta afirmación, 
llamada ley de Gauss, también se aplica a distribuciones de carga más generales que la 
asumida aquí, como el lector puede ver en casi cualquier texto de física. 


Ley de Gauss: J| Enas = 2 
5 


Ecuación de continuidad de la hidrodinámica 


Sea D una región en el espacio acotada por una superficie orientada cerrada 5. Si у(х, y, 2) 
es el campo de velocidad de un fluido que pasa suavemente a través de D, а = dt, х, y, z) es 
la densidad del fluido en (х, y, z) al instante t, y Е = Фу, entonces la ecuación de conti- 
nuidad de la hidrodinámica establece que 


да _ 


VE + 


0. 


Si las funciones en cuestión tienen primeras derivadas parciales continuas, la ecuación sur- 
ge de manera natural del teorema de la divergencia, como veremos ahora. 


En primer lugar, la integral 
ЇЇ F-nds 
$ 


es la tasa de salida con la que la masa deja a D a través de 5 (se aleja, ya que п es el vector 
normal exterior). Para ver por qué, considere una región de área AS en la superficie (figu- 
ra 16.75). En un intervalo corto de tiempo Af, el volumen ДУ del fluido que pasa por la 
región es aproximadamente igual al volumen de un cilindro con área de la base igual a AS 
y altura (vAt) · n, donde у es un vector de velocidad anclado en un punto de la región: 


AV = v:nAs At. 
La masa de este volumen de fluido es aproximadamente 


Am = дуга AS Ат, 


de modo que la razón con que la masa sale de D a través de la región es aproximadamente 


Am 
д^ дуга Ав. 
Esto lleva а la aproximación 
х. Ат 
~ Y dv-nAs 


At 
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como estimación de la tasa promedio con que la masa sale de 5. Por último, al hacer 
As > 0 y Аг —> 0 obtenemos la tasa instantánea con la que la masa sale de D a través de 


S como 
ш a= dv:-nds, 


que para nuestro flujo particular es 


ам =] = n ds. 


Ahora, sea В una esfera sólida con centro en el punto О del flujo. El valor promedio 


de У.Е sobre B es 
E У.Е dv. 
volume of B 
B 


Como consecuencia de la continuidad de la divergencia, У · Е asume este valor en algún 


punto P en B. Así, 
/ F-nds 
тг 1 
(V: F); = volumen de B ! V-FdV = сш de B 


B : 
razón con que la masa sale de В a través de su superficie 5 


volumen de B (8) 


La fracción del lado derecho describe el decremento en la masa por unidad de volumen. 

Ahora hagamos tender a cero el radio de В manteniendo fijo el centro O. El lado 17- 
quierdo de la ecuación (8) converge a (У · Е) о, y el lado derecho a (—90/01)o. La igualdad 
de estos dos límites es la ecuación de continuidad 


La ecuación de continuidad “explica” У: Е: La divergencia de F en un punto es la ra- 
zón con que disminuye la densidad del fluido ahí. 
El teorema de la divergencia 


е = Ја 


nos dice ahora que la disminución neta en Іа densidad del fluido en la región D se justifica 
cuantitativamente por la masa transportada a través de la superficie S. Por ello, el teorema 
es una afirmación acerca de la conservación de la masa (ejercicio 31). 


Unificación de los teoremas integrales 


Si consideramos un campo bidimensional Е = М(х, y)i + N(x, y)j como un сатро de 
tres dimensiones cuyo componente К es cero, entonces У.Е = (9М/9х) + (9N/9y), por 
lo que la forma normal del teorema de Green puede escribirse como 


fran (8-0 )в0- [vra 


FIGURA 16.76 Los vectores unitarios 
normales exteriores en la frontera de [a, b] 
en el espacio unidimensional. 
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De manera similar, V X Е.К = (9N/9x) — (9M/0y), de modo que la forma tangencial 
del teorema de Green puede escribirse como 


IN ӘМ 
ўва = ff (2 9 аф = || ухвал 
С R R 


Ahora que tenemos las ecuaciones del teorema de Green basadas en la notación, podemos 
ver su relación con las ecuaciones del teorema de Stokes y del teorema de la divergencia. 


Teorema de Green y su generalización a tres dimensiones 


Forma normal del teorema de Green ў F-nds = | | У.Е dA 
С К 
Teorema de la divergencia: I F-nds = | | | V:Fdv 
5 D 


Forma tangencial del teorema de Green: 


} 
Teorema de Stokes: ўва = ЇЇ VXxF:nds 
С 5 


Observe que el teorema de Stokes generaliza la forma tangencial (rotacional) del teo- 
rema de Green, de una superficie plana a una superficie en el espacio tridimensional. En 
cada caso, la integral del componente normal del rotacional de F sobre el interior de la su- 
perficie es igual a la circulación de F alrededor de la frontera. 

De manera similar, el teorema de la divergencia generaliza la forma normal del teore- 
ma de Green, de una región bidimensional a una región tridimensional en el espacio. En 
cada caso, la integral de V · Е sobre el interior de la región es igual al flujo total del campo 
a través de la frontera. 

Aquí, todavía hay más que aprender. Todos estos resultados pueden verse como for- 
mas de un único teorema fundamental. Piense nuevamente en el teorema fundamental del 
cálculo de la sección 5.3. Éste nos dice que 51 f(x) es diferenciable en (а, Б) y es continua 
en [a, b], entonces 


b df 
| qe = fO) — fa). 


Si hacemos Е = f(x)i en [a, b], entonces (4//4х) = V-F. Y si definimos el campo 
vectorial unitario п normal a la frontera de [a, b] como i en ру —i en a (figura 16.76), 
entonces 


fb) — fla) = f(b): Gi) + (а): (~i) 
= Е(р): п + Fla) п 


= flujo total hacia afuera de F а través de la frontera де [a, b]. 
El teorema fundamental nos dice ahora que 


Е(р):п + Е(а)+п = / V-F dx. 
АЫ 


1220 Capítulo 16: Integración en Campos Vectoriales 


El teorema fundamental del cálculo, la forma normal del teorema de Green y el teorema 
de la divergencia nos dicen que la integral del operador diferencial V+ que opera en un 
campo F sobre una región, es igual a la suma de los componentes del campo normal sobre 
la frontera de la región. (Aquí interpretamos la integral de línea del teorema de Green y la 
integral de superficie del teorema de la divergencia como “sumas” sobre la frontera). 

El teorema de Stokes y la forma tangencial del teorema de Green dicen que, cuando 
las cosas están orientadas adecuadamente, la integral del componente normal del operador 
rotacional de un campo es igual a la suma de los componentes del campo tangencial en la 


frontera de la superficie. 


La belleza de estas interpretaciones obedece a un solo principio de unificación, que 


establece lo siguiente. 


La integral de un operador diferencial que actúa en un campo sobre una región, 
es igual a la suma de los componentes del campo adecuados al operador sobre la 
frontera de la región. 


EJ ERCICIOS 16.8 


Cálculo de la divergencia 


En los ejercicios 1-4, determine la divergencia del campo. 


1. El campo giratorio de la figura 16.14. 
2. El campo radial de la figura 16.13. 
3. El campo gravitacional de la figura 16.9. 


4. El campo velocidad de la figura 16.12. 


Uso del teorema de la divergencia para calcular 
el flujo hacia afuera 


En los ejercicios 5-16, utilice el teorema de la divergencia para encon- 
trar el flujo de Е hacia afuera y a través de la frontera de la región D. 


5. Cubo F = (y — x)i + (z — y)j + (y = x)k 


D: El cubo acotado por los planos x = +1, y = +l,yz= +1 


6. F =x% + y? + 22 


а. Cubo Р: El cubo del primer octante cortado por los planos 
x=1,y=1,yz=1 


b. Cubo D: El cubo acotado por los planos x = +1, 
y= +1,уг= +1 


с. Lata cilíndrica D: La región del cilindro sólido 
x? + y? = 4 cortada por los planos z = 
0Oyz=1 


7. Cilindro y paraboloide Е = уі + xyj — zk 


Р: La región dentro del cilindro sólido x? + y? < 4 entre el pla- 
no z=0 y el paraboloide z = x? + y? 


10. 


11. 


12. 


13. 


14. 


15. 


16. 


. Esfera Е = xi + xzj + 3zk 


Р: La esfera sólida х2 + y? +2=4 


. Porción de la esfera Е = xi — 2xyj + 3xzk 


D: La región del primer octante cortada por la esfera x? + y? + 
2 
27 = 


Lata cilíndrica Е = (6x? + 2xy)i + (2y + x%)j + 4х?у?К 


D: La región del primer octante cortada por el cilindro 
x? + y? =4yel plano z = 3 


Cuña Е = 2xzi — xyj — zk 

D: La cuña del primer octante cortada por el plano y + z = 4у 
el cilindro elíptico 4х2 + y? = 16 

Esfera Е = хїї + у + 2%k 

D: La esfera sólida x? + y? + z? = a? 

2 4 


Esfera gruesa Е = 2 х? + у 


2 
D: Laregión 1 = x? + y? +125 2 


Esfera gruesa Е = (xi + yj + zk)/2 x? + y? +z? 


D: Laregión 1 = x? + y? +z? = 4 


Esfera gruesa Е = (5х? + 12ху2)і + (y? + 7820) + 

(SÉ + е? cos z)k 

D: La región sólida entre las esferas x° + y? +z?=1 y 
х? + у? -2-2 


Cilindro grueso F = In (x? + у2)і € 72) 
z2 x? + y?k 


D: El cilindro grueso 1 = x? + y? < 2, -1=2=2 


Propiedades del rotacional y la divergencia 


17. 


18. 


19. 


20. 


div (rotacional С) es cero 


a. Muestre que si las derivadas parciales necesarias de los com- 
ponentes del campo G = Mi + Nj + Pk son continuas, en- 
tonces V-VxXG=0. 


b. ¿Qué puede concluir acerca del flujo del campo V X G a tra- 
vés de una superficie cerrada? Justifique su respuesta. 


Sean Е; у F, campos vectoriales diferenciables, y a y b constantes 
reales arbitrarias. Verifique las siguientes identidades. 


a. У:(аЕ + РЕ) = ау: Е + БУ-Е, 
b. Ух («Е + БЕ) = aV х Е + ЬУ х Е 
с. У.(Е х Е) -Е -УхЕ - Е: Ух Е, 


Sean Е un campo vectorial diferenciable у g(x, у, 2) una función 
escalar diferenciable. Verifique las siguientes identidades. 


а. У-(#Е) = гУ-Е--Үс-Е 
b. V X (Е) = УХЕ + УХЕ 


Si F = Mi + Nj + РК es un campo vectorial diferenciable, de- 
finimos la notación F - V como 


д д 
MEAN ER 


9 
0z' 


Para campos vectoriales diferenciables Е, y ЕЁ», verifique las si- 
guientes identidades. 


a. V x (Е X F2) = (Е: V)F; — (Е: УЕ + (У: Е)Е — 
(У.Е)Ё» 


b. V(E; : F3) = (Е, - V)F + (Е · УЕ F F; х (У х Е›) F 
F, x (УХЕ) 


Teoría y ejemplos 


21. 


22. 


Sea F un campo cuyos componentes tienen primeras derivadas 
parciales continuas en un subconjunto del espacio que contiene 
una región D acotada por una superficie cerrada regular 5. Si 
|F| = 1, ¿se puede acotar el tamaño de 


( 


Justifique su respuesta. 


La base de la superficie cúbica cerrada mostrada aquí, es el cua- 
drado unitario en el plano xy. Los cuatro lados están en los planos 
x=0,x=1,y=0, y y= 1. La parte superior es una superficie cur- 
va arbitraria cuya identidad es desconocida. Sea Е = xi — 2уј + 
(< + 3)k y suponga que el flujo hacia afuera de Е por el lado A es 
1 y por el lado B es —3 . ¿Podría concluir algo acerca del flujo ha- 
cia afuera que pasa por la parte superior? Justifique su respuesta. 
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24. 


25. 


26. 


27. 
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+. Parte superior 


/ Lado B 
y Lado A (1,1,0) 


23. a. Muestre que el flujo del campo vectorial de posición F = 
xi + yj + zk hacia afuera a través de la superficie cerrada 
regular 5 es el triple del volumen de la región encerrada рог 
la superficie. 


b. Sea n el campo vectorial unitario normal exterior en 5. 
Muestre que F no puede ser ortogonal a n en cada punto 
de 5. 


Flujo máximo Entre todos los sólidos rectangulares definidos 
por las desigualdades 0 = х= a,0 S y S b,0 Sz S 1, en- 
cuentre uno de modo que el flujo total de F = (—x? — 4xy)i — 
буг] + 12zk hacia afuera, a través de los seis lados sea máximo. 
¿Cuál es el flujo máximo? 


Volumen de una región sólida Sea Е = xi + yj + zk y su- 
ponga que la superficie S y la región D satisfacen las hipótesis del 
teorema de divergencia. Muestre que el volumen de D está dado 
por la fórmula 


Volumen de D = ЗЭ 
5 


Flujo de un campo constante Muestre que el flujo hacia afue- 
ra de un campo vectorial constante F = С a través de cualquier su- 
perficie cerrada a la que se aplique el teorema de divergencia es 
igual a cero. 


Funciones armónicas Una función f(x, y, 2) es armónica en 
una región D en el espacio si satisface la ecuación de Laplace 
Ff PF ау 
Үр = ү. ур = = 0 
өх? ду? 3z? 


en D. 


a. Suponga que f es armónica en una región acotada D encerra- 
da por una superficie regular 5 y que n es el vector unitario 
normal а 5 elegido. Muestre que la integral sobre 5 de Vf » n, 
la derivada de fen la dirección de n, es igual a cero. 


b. Muestre que si fes armónica en D, entonces 


J| sonas - || ГУЛ| dV. 
р 


5 
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28. 


29. 


30. 


31. 
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Flujo de un campo gradiente Sean S la superficie de la parte 
de la esfera sólida x? + y? + z? = a? que se encuentra en el pri- 


mer octante y f(x, у, z) = In2 x? + y? + 2?, Calcule 


ЇГ тгл. 
5 


(Vf * п es la derivada de fen la dirección de n.) 


Primera fórmula de Green Suponga que f y g son funciones 
escalares con derivadas parciales de primer y segundo orden, con- 
tinuas en una región D acotada por una superficie cerrada regular 
por partes S. Muestre que 


J| tenas - || (f We + Vf -Vg) ау. (9) 
D 


$ 
La ecuación (9) es la primera fórmula de Green. (Sugerencia: 
Aplique el teorema de la divergencia al campo Е = f Vg.) 


Segunda fórmula de Green (Continuación del ejercicio 29.) 
Intercambie f y g en la ecuación (9) para obtener una fórmula 
similar. Luego, reste esta fórmula de la ecuación (9) para mostrar 


que 
ЇЇ Ls I (126 — g?f) dV. (10) 
S D 


Esta ecuación es la segunda fórmula de Green. 


Conservación de masa Sea v(t, х, у, z) un campo vectorial con- 
tinuamente diferenciable en la región D en el espacio, y sea p(t, x, 
y, z) una función escalar continuamente diferenciable. La variable 
t representa el dominio (tiempo). La ley de conservación de la 
masa asegura que 


а [|[>®х»,оау- -| пав. 
D 5 


donde 5 es la superficie que encierra a D. 


32. 


a. Proporcione una interpretación física de la ley de la conserva- 
ción de la masa si у es un campo de velocidades y р represen- 
ta la densidad del fluido en el punto (х, у, z) en el instante t. 


b. Utilice el teorema de la divergencia y la regla de Leibniz, 


d _ др 
4 | >®х.».дау = |] ЕРДА 
р р 


para mostrar que la ley de la conservación de la masa es equi- 
valente a la ecuación de continuidad 
др 
М.ру + Эр 0. 
(En el primer término У ру, la variable / se mantiene fija, у 
en el segundo término dp/0t , se supone que el punto (х, у, z) 
en D se mantiene fijo). 


La ecuación de difusión del calor Sea T(t, х, у, z) una función 
con segundas derivadas continuas que proporciona la temperatura 
al instante гер el punto (х, у, z) de un sólido que ocupa una región 
D en el espacio. Si la capacidad de calor del sólido y la densidad 
de masa se denotan por las constantes су Г, respectivamente, la 
cantidad cr T es la energía de calor por unidad de volumen del 
sólido. 


a. Explique por qué — VT apunta en la dirección del flujo de 
calor. 


b. Sea —kVT el vector de flujo de energía. (La constante k se 
llama conductividad.) Suponiendo la ley de conservación de 
masa con —КУТ = v y crT = р del ejercicio 31, deduzca la 
ecuación de difusión (del calor) 


A L кү?т, 

дї 
donde К = k/(cr) > 0 es la constante de difusividad. (Ob- 
serve que si T(t, х) representa la temperatura al instante г en la 
posición x de una barra de conducción uniforme con sus lados 
aislados perfectamente, entonces У?Т = 9?T/9x? y la ecua- 
ción de difusión se reduce a la ecuación de calor unidimensio- 
nal de los ejercicios adicionales del capítulo 14.) 


Capítulo 


Preguntas de repaso 


. ¿Qué son las integrales de línea? ¿Cómo se evalúan? Proporcione 


ejemplos. 


. ¿Cómo puede utilizar las integrales de línea para encontrar los 


centros de masa de los resortes? Explique. 


. ¿Qué es un campo vectorial? ¿Un campo gradiente? Proporcione 


ejemplos. 


. ¿Cómo calcula el trabajo realizado por una fuerza al mover una 


partícula a lo largo de una curva? Proporcione un ejemplo. 


5. ¿Qué son la circulación y el flujo? 


6. ¿Qué tienen de especial los campos que son independientes de la 


trayectoria? 


. ¿Qué puede decir cuando un campo es conservativo? 


8. ¿Qué es una función potencial? Proporcione un ejemplo de cómo 


encontrar una función potencial para un campo conservativo. 


» ¿Qué es una forma diferencial? ¿Qué significa que esta forma sea 


exacta? ¿Cómo puede probar la exactitud? Proporcione ejemplos. 


. ¿Qué es la divergencia de un campo vectorial? ¿Cómo se interpreta? 
. ¿Qué es el rotacional de un campo vectorial? ¿Cómo se interpreta? 
. ¿Qué es el teorema de Green? ¿Cómo se interpreta? 


. ¿Cómo se calcula el área de una superficie curva en el espacio? 


Proporcione un ejemplo. 


14. ¿Qué es una superficie orientada? ¿Cómo se calcula el flujo de un 
campo vectorial tridimensional a través de una superficie orienta- 
da? Proporcione un ejemplo 


15. ¿Qué son las integrales de superficie? ¿Qué se puede calcular con 
ellas? Proporcione un ejemplo. 


16. ¿Qué es una superficie parametrizada? ¿Cómo se puede determi- 
nar el área de tal superficie? Proporcione ejemplos. 


17. ¿Cómo se puede integrar una función sobre una superficie para- 
metrizada? Proporcione un ejemplo. 


18. ¿Qué es el teorema de Stokes? ¿Cómo se interpreta? 
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19. Resuma los resultados del capítulo sobre campos conservativos. 
20. ¿Qué es el teorema de la divergencia? ¿Cómo se interpreta? 


21. ¿De qué manera el teorema de la divergencia generaliza al teore- 
ma de Green? 


22. ¿De qué manera el teorema de Stokes generaliza al teorema de 
Green? 


23. ¿Cómo pueden pensarse el teorema de Stokes, el teorema de 
Green y el teorema de la divergencia como formas de un único 
teorema fundamental? 


Capítulo Ejercicios de práctica 
Evaluación de integrales de línea 


1. La siguiente figura muestra dos trayectorias poligonales en el 
espacio que unen el origen con el punto (1, 1, 1). Integre f(x, y, z) 


=2x — 3y? — 2z + 3 sobre cada trayectoria. 
2 
(1,1,1) (0, 0, 0) (1,1,1) 
o Р Био” y 
(1,1, 0) х (1, 1, 0) 


Trayectoria 1 Trayectoria 2 

2. La siguiente figura muestra tres trayectorias poligonales que unen 
el origen con el punto (1, 1, 1). Integre f(x, y,2) = х2 + y —z 
sobre cada trayectoria. 


2 
(1,1,1) (0, 0, 0) (1,1,1) 
(1,1,0) x (1,1,0) 


(0,0,1) 


(0,0, 0) 


3. Integre f(x, y, г) = 2 x? + 2? sobre el círculo 


r(t) = (асовл)) + (asen t)k, Оо: {= 2р. 


4. Integre f(x, y, 2) = 2 x? + y? sobre la curva involuta 


r(t) = (созт + tsen t)i + (sent — tcos t)j, 0=:1= 23. 
Evalúe las integrales de los ejercicios 5 у 6. 
5 f (430) dx + dy + dz 
Jar 2x+ улс 
(0,3,3) = Ер 
y 
6. [| dx- /24у- (24 
(1,1,1) AY” AZ 
7. Integre Е = —(ysen 2)і + (хеп z)j + (xy cos z) alrededor del 
círculo cortado en la esfera x? + y? + z? = 5 por el plano z = —1, 


en el sentido de las manecillas, visto desde arriba. 


8. Integre F = 3x°yi + (х? + 1)j + 9z°k alrededor de la circunfe- 
rencia cortada de la esfera x? + у? + z? = 9 por el plano x= 2. 


Evalúe las integrales de los ejercicios 9 y 10. 


9. ПС — 8y cos х dy 
c 


C es el cuadrado cortado en el primer cuadrante por las rectas 


x = p/2y y = р/2. 
10. үс ах + х? dy 
С 


Ces el círculo х? + y? = 4. 


Evaluación de integrales de superficie 


11. Área de una región elíptica Determine el área de una región 
elíptica del plano х + y + z = 1 cortada por el cilindro х2 + у? = 1. 


12. Área de una tapa parabólica Determine el área de una tapa 
del paraboloide y? + z? = Зх cortada por el plano x= 1. 


13. Área de una tapa esférica Determine el área de una tapa de la 
parte superior de la esfera x? + y? + 22 = 1 cortada por el plano 


z= 2 2/2. 
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14. a. Hemisferio cortado por un cilindro Determine el área de 
la superficie del hemisferio x? + y? + z? = 4, z = 0, corta- 
da por el cilindro x? + y? = 2x. 


b. Determine el área de la porción del cilindro que se encuentra 
dentro del hemisferio. (Sugerencia: Proyecte sobre el plano 
xz. O evalúe la integral / h ds, donde л es la altura del cilin- 
dro y ds es el elemento de longitud de arco en el círculo x? + 
y?=2x en el plano ху.) 


z= V4-r? 


л 


| Hemisferio 


Cilindro г = 2 cos 6 y 


15. Área de un triángulo Determine el área del triángulo donde el 
plano (x/a) + (y/b) + (z/c) = 1 (а, р, с > 0) corta al primer 
octante. Verifique su respuesta con un cálculo vectorial adecuado. 


16. Cilindro parabólico cortado por planos Integre 


2 


Ь. g(x, У, 2) =-__— 
2 4y?+1 


а. g(x, У, 2) = ——————— 
24у +1 
sobre la superficie del cilindro parabólico y? – z = 1 cortada рог 
los planos х= 0, х= 3 у: = 0. 


17. Cilindro circular cortado por planos Integre g(x, у, 2) = 
х®у(у? + 2?) sobre la porción del cilindro y? + z? = 25 que se en- 
cuentra en el primer octante, entre los planos x=0 y x= 1 y sobre 
el plano z =3. 


18. Área de Wyoming El estado de Wyoming está acotado por los 
meridianos 11193” y 10493” longitud oeste y рог los paralelos 41° 
y 45° latitud norte. Suponga que la tierra es una esfera de radio 
К = 3959 millas y determine el área de Wyoming. 


Superficies parametrizadas 


Determine las parametrizaciones de las superficies de los ejercicios 
19-24. (Hay muchas formas de hacer esto, de modo que sus respuestas 
pueden diferir de las de la última parte del libro.) 


19. Banda esférica La porción de la esfera x? + y? + z? = 36 en- 
tre los planos z = —3 y z = 32 3 


20. Capa parabólica La porción del paraboloide z = —(x? + y?)/2 
sobre el plano z = —2 


21. Cono Elconoz = 1 + 2 x? + у: = 3 


22. Plano sobre un cuadrado La porción del plano 4х + 2y + 4z = 
12 que se encuentra sobre el cuadrado 0 = х = 2,0 = у= 2еп 
el primer cuadrante 


23. Porción de un paraboloide La porción del paraboloide y = 
2(х? + 22), y = 2, que se encuentra sobre el plano ху. 


24. Porción de un hemisferio La porción del hemisferio x? + y? + 
2? = 10, у 2 0, en el primer octante 


25. Área de una superficie Determine el área de la superficie 


r(u, Y) = (u + y)i + (и — y)j + yk, 
О=и=1, 0=у=1. 


26. Integral de superficie Integre f(x, y, z) = xy — 2? sobre la su- 
perficie del ejercicio 25. 


27. Área de un helicoide Determine el área de la superficie del he- 
licoide 


r(r, и) = (rcos Ші + (rsenU)j + Uk, O<Uu=<2p, O=<r<l, 


de la siguiente figura. 


>N 


2т 


(1, 0,0) 


х 


28. Integral de superficie Evalúe la integral //2 x? + y? + 145, 
donde $ es el helicoide del ejercicio 27. 


Campos conservativos 

¿Cuáles de los campos de los ejercicios 29-32 son conservativos, y 
cuáles no lo son? 

29. Е = хі + yj + zk 

30. Е = (хі + yj + 2)/ (х2 + y? + 229 

31. Е = хей + уе) + ге 

32. F = (i + zj + yk)/(x + yz) 


Determine funciones potenciales рага los campos de los ejercicios 33 
y 34, 


33. Е = 21 + (2y + z)j + (y + 1)k 
34. Е = (zcos xz)i + е?) + (xcos xz)k 


Trabajo y circulación 


En los ejercicios 35 y 36, encuentre el trabajo realizado por cada cam- 
po a lo largo de las trayectorias de (0, 0, 0) a (1, 1, 1) del ejercicio 1. 


35. Е = 2xyi + j + х°К 36. Е = 2хуі + х2) + К 
37. Cálculo del trabajo por dos formas Determine el trabajo reali- 
zado por 
ШИГ: илд | 


(х2 + y??? 


sobre la curva plana к(/) = (e'cos t)i + (e' sen £)j del punto (1, 
0) al punto (e?P, 0), de dos maneras distintas: 


a. Utilizando la parametrización de la curva para evaluar la inte- 
gral de trabajo 


b. Evaluando una función potencial para F. 


38. Flujo a lo largo de trayectorias diferentes Determine el flujo 

del сатро Е = V(x?%ze”) 

a. Una vez alrededor de la elipse C en donde el plano 
x + y + = 1 сога al cilindro x? + z? = 25, en el sentido 
contrario al de las manecillas del reloj, visto desde el semieje 
positivo y. 

b. Alo largo de la frontera curva del helicoide del ejercicio 27 
desde (1, 0, 0) a (1, 0, 2р). 


En los ejercicios 39 y 40, utilice la integral de superficie del teorema 
de Stokes para encontrar la circulación del campo F alrededor de la 
curva C, en la dirección indicada. 


39. Circulación alrededor de una elipse Е = уд — yj + 32?k 


C: La elipse en donde el plano 2x + 6y — 3z = 6 corta al cilin- 
dro x? + y? = 1, en el sentido contrario al de las manecillas 
del reloj, visto desde arriba. 


40. Circulación alrededor de un círculo Е = (x? + у)і + (х + у)ј 
+ (4y? — z)k 
C: El círculo donde el plano z = —y corta a la esfera х y +2 


= 4, en el sentido contrario al de las manecillas del reloj visto 
desde arriba. 


Masa y momentos 


41. Alambre con diferentes densidades Determine la masa de un 
alambre delgado que se encuentra a lo largo de la curva 
r(t) = 221 + 2 21) + (4 – tk, 0=1< 1, si la densidad 
en tes (a) d = 31 y (Б) а = 1. 


42. Alambre con densidad variable Determine el centro de masa 
de un alambre delgado que se encuentra a lo largo de la curva 
r(t) = ti + 2] + (2/3)? К, 0 < т < 2, si la densidad еп ż es 
d=325++t. 


43. Alambre con densidad variable Determine el centro de masa, 
así como los momentos de inercia y radios de giro con respecto a 
los ejes coordenados, de un alambre delgado que se encuentra a lo 
largo de la curva 


г() © fi 4 


si la densidad en tes d = 1/(t + 1). 


44. Centro de masa de un arco Un delgado arco de metal se encuen- 
tra a lo largo del semicírculo y = 2 a? — х? en el plano ху. La 
densidad en el punto (х, y) del arco es (х, у) = 2а — y. Deter- 
mine el centro de masa. 
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45. Alambre con densidad constante Un alambre con densidad 
constante d = 1 se encuentra a lo largo de la curva r(f) = (е' cos 
Di + (e sen Nj + ek, 0 = t = In 2. Encuentre 2, l, y R.. 

46. Alambre helicoidal con densidad constante Encuentre la ma- 
sa y centro de masa de un alambre de densidad constante d que se 
encuentra a lo largo de la hélice r(t) = (2 sen ñi + (2 cos tj + 3, 
0=г= 2р. 

47. Inercia, radio de giro, centro de masa de una capa Determine 
L, К, y el centro de masa de una capa delgada de densidad 
d(x, y, z) = z de la porción superior de la esfera x? + y? + 22 = 25 
cortada por el plano 2-3. 

48. Momento de inercia de un cubo Determine, con respecto al 
eje z, el momento de inercia de la superficie del cubo cortado en 
el primer octante por los planos x= 1, у= 1 y z= 1 si la densidad es 


а = 1. 


Flujo а través de una curva plana o una superficie 
Utilice al teorema de Green para determinar la circulación en el senti- 
do contrario al de las manecillas del reloj y el flujo hacia afuera, de los 
campos y las curvas de los ejercicios 49 y 50. 
49. Cuadrado Е = (2xy + x)i + (xy = y)j 

С: El cuadrado acotado por x = 0,x = 1,y = 0,y = 1 
50. Triángulo Е = (y — 6х02)і + (x + y?) 


С: El triángulo formado por las rectas у = 0, у = хух = 1 


51. Integral de línea nula Muestre que 


соѕ y 
$ Inxsenydy = — dx = 0 


C 
para cualquier curva cerrada C a la que pueda aplicarse el teore- 
ma de Green. 


52. a. Flujo hacia afuera y área Muestre que el flujo hacia afuera 
del campo vectorial de posición F = xi + yj a través de cual- 
quier curva cerrada a la que pueda aplicarse el teorema de 
Green es el doble del área de la región encerrada por la curva. 


b. Sea п el vector unitario normal exterior de una curva cerrada 
a la que puede aplicarse el teorema de Green. Muestre que no 
es posible que F = xi + yj sea ortogonal a n en todo punto 
de C. 


En los ejercicios 53-56, determine el flujo hacia afuera de F a través 
de la frontera de D. 
53. Cubo Е = 2xyi + 2yzj + 2xzk 
D: El cubo cortado en el primer octante рог los planos х = 1, у = 1, 
z=1. 
54. Capa esférica Е = хіі + yzj + К 
р: Toda la superficie de la capa superior de la esfera sólida х2 + 
y? + 22 = 25 cortada por el plano 2-3 
55. Capa esférica Е = —2xi — 3yj + zk 
D: La región superior de la esfera sólida x? + y? +2? = 2 cor- 
tada por el paraboloide z = x? + y? 
56. Cono y cilindro Е = (6х + у)і — (х + z)j + 4yzk 


D: La región en el primer octante acotada por el cono z = 


2 x? + y? el cilindro x? + y? = 1, y los planos coordenados 
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Hemisferio, cilindro y plano Sea 5 la superficie acotada al la- 
do izquierdo por el hemisferio х2 +y? +z? = a°, у =0, a la mitad 
por el cilindro x? +22= а7, 0 < y < a, y del lado derecho por el 
plano у = a. Determine el flujo hacia afuera de F = уі + zj + xk a 
través de 5. 


Cilindro y planos Determine el flujo hacia afuera del campo 
Е =3x2%1 + yj – К a través de la superficie del sólido del primer 
octante acotado por el cilindro x? + 4y?= 16 y los planos y = 22, 
x=0yz=0. 


59. 


60. 


Lata cilíndrica Utilice el teorema de la divergencia para deter- 
minar el flujo hacia afuera de Е = худі + х2уј + yk a través de la 
superficie de la región encerrada por el cilindro x? + y? = 1 у los 
planos z= 1 y z=-1. 

Hemisferio Encuentre el flujo hacia arriba de Е = (3z + 1)К a 
través del hemisferio x? + y? + z? = а?, z > 0 (a) con el teore- 
ma de la divergencia y (b) al evaluar la integral del flujo de mane- 
ra directa. 


Capítulo 


Cálculo de áreas con el teorema de Green 


Utilice la fórmula del área del teorema de Green y la ecuación (13) de 
los ejercicios 16.4 para determinar el área de las regiones encerradas 
por las curvas de los ejercicios 1 a 4. 


1. 


2. 


La limaçon х= 2с057 – со52, у = 25епі – sen 27, 


0 == 2р 


> < 


Та deltoide 
0 == 2р 


х = 2cost + cos 21, у = 2 епі — sen 21, 


» Х 


Ejercicios adicionales y avanzados 


3. La curva en forma de ocho х = (1/2) sen 2t, y = sent, 0 = 


t < р (un lazo) 


> < 


-1 


4. La lágrima х = 2acost — asen2t, y = bsent,0 < t S 2р 


y 


A 


b 


> Х 


Teoría y aplicaciones 


5. a. Proporcione un ejemplo de un campo vectorial F(x, y, z) con 


valor 0 en un solo punto у tal que el rotacional de Е sea dis- 
tinto de cero en todas partes. Asegúrese de identificar el pun- 
to y calcular el rotacional. 


10. 


1. 


12. 


b. Proporcione un ejemplo de campo vectorial Е(х, у, 2) con va- 
lor 0 en exactamente una recta y tal que el rotacional de F sea 
distinto de cero en todas partes. Asegúrese de identificar la 
recta y calcular el rotacional. 


с. Proporcione un ejemplo de un campo vectorial Е(х, у, 2) con 
valor 0 en una superficie у tal que el rotacional de Е sea dis- 
tinto de cero en todas partes. Asegúrese de identificar la su- 
perficie y calcular el rotacional. 


. Encuentre todos los puntos (a, b, с) de la esfera х? + y +2=R? 


donde el campo vectorial Е = yz%i + xz?j + 2xyzk sea normal а la 
superficie y Е(а, b, c) 4 0. 


. Calcule la masa de una capa esférica de radio R tal que en cada 


punto (x, y, 2) de la superficie, la densidad de masa d(x, у, z) sea 
su distancia a algún punto fijo (a, b, c) de la superficie. 


. Determine la masa de un helicoide 


r(r, Ч) = (rcos U)i + (rsen U)j + Uk, 


0 <= у < 1,0 = и < 2р, si la función de densidad es (х, y, z) 
=22 х? + y?, Vea la figura del ejercicio de práctica 27. 


. Entre todas las regiones rectangulares 0 = х < a, 0 = y = b, de- 


termine aquella para la cual el flujo total hacia afuera de F = (х2 + 
4ху)і — буј a través de sus cuatro lados sea el menor. ¿Cuál es el 
flujo menor? 


Determine una ecuación para el plano que pasa por el origen tal 
que la circulación del campo de flujo F = zi + xj + yk alrededor 
de la circunferencia de intersección del plano con la esfera x? + y? 
+ 22 = 4 sea máxima. 

Un resorte se encuentra a lo largo de la сїгсипѓегепсіа x? + y? = 4 
desde (2, 0) a (0, 2) en el primer cuadrante. La densidad del resor- 
te ев Г (x, y) = xy 

a. Divida al resorte en un número finito de subarcos para mos- 


trar que el trabajo, realizado por la gravedad para mover el re- 
sorte hacia abajo hacia el eje x, está dado por 


Trabajo = lím 2 8 хуу Азу = few ds, 
c 


n—>00 k=] 


donde g es la constante gravitacional. 


b. Determine el trabajo total realizado, evaluando la integral de 
línea de la parte (a). 


c. Muestre que el trabajo total realizado es igual al trabajo re- 
querido para mover al centro de masa del resorte (x, y) 
directamente hacia abajo en el eje x. 


Una hoja delgada se encuentra a lo largo de la porción del plano 

х + у + т = 1 еп el primer octante. La densidad de la hoja es 

d(x, у, z) = ху. 

a. Divida la hoja en un número finito de partes para mostrar que 
el trabajo realizado por la gravedad para mover la hoja hacia 
abajo del plano xy está dado por 


Trabajo = lím > 8 Хуур, AS = КОЗ 
n—>0 $Z] 
5 


donde g es la constante gravitacional. 


b. Determine el trabajo total realizado al evaluar la integral de 
superficie en la parte (a). 


13. 


14. 


15. 


Capítulo 16 Ejercicios adicionales y avanzados 1227 


с. Muestre que el trabajo total realizado es igual al trabajo re- 
querido para mover el centro de masa de la hoja (x, y, 2) hacia 
abajo en el plano xy. 


Principio de Arquímedes Si un objeto como una pelota se 
coloca en un líquido, se puede sumergir hacia el fondo, flotar o 
sumergirse a cierta distancia y permanecer suspendido en el lí- 
quido. Suponga que un fluido tiene una densidad (de peso) 
constante w y que la superficie del fluido coincide con el plano 
z = 4. Una pelota esférica permanece suspendida en el fluido y 
ocupa la región х2 +y + (2-2)? < 1. 

a. Muestre que la integral de superficie que da la magnitud de la 

fuerza total sobre la pelota, debida a la presión del fluido, es 


k=1 


Fuerza = lím S w(4 — zk) AS; = Га = г) 5. 
$ 


b. Como la pelota по se mueve, está suspendida рог la fuerza de 
flotación del líquido. Muestre que la magnitud de la fuerza 
de flotación sobre la esfera es 


Fuerza de flotación = I w(z — 4)k-n ds, 
$ 


donde n es el vector unitario normal exterior en (x, y, 2). Esto 
ilustra el principio de Arquímedes: la magnitud de la fuerza de 
flotación en un sólido sumergido es igual al peso del fluido 
desplazado. 


с. Utilice el teorema de la divergencia para determinar la magni- 
tud de la fuerza de flotación de la parte (b). 


Fuerza del fluido en una superficie curva Un cono con la forma 
de la superficie z = 2 х? + y?,0 < z = 2 se llena con un lí- 
quido de densidad de peso constante w. Suponga que el plano xy 
es el “nivel de piso”, y muestre que la fuerza total sobre la por- 
ción del cono desde z = 1 a z = 2 debida а la presión del líquido 
está dada por la integral de superficie 


r= || на = х) 45. 
5 


Evalúe la integral. 


Ley de Faraday Si ЕС, х, у, z) y B (t, х, у, z) representan los 
campos eléctrico y magnético en el punto (х, у, z) al instante г, 
un principio básico de la teoría electromagnética dice que 
Vx E = —0B/ot. En esta expresión, У X E se calcula con t 
fijo, y 9B/01 se calcula con (х, у, z) fijo. Utilice el teorema de Sto- 
kes para deducir la ley de Faraday 


e A : 
ўва = 2 | в nds, 
5 


donde С representa un lazo de alambre por el que fluye corriente 
en el sentido contrario al de las manecillas del reloj con respecto 
al vector unitario normal a la superficie п, dando lugar al voltaje 


ИУ 
С 


alrededor de С. La integral de superficie del lado derecho de la 
ecuación es llamada el flujo magnético, y S es cualquier superfi- 
cie orientada con frontera C. 
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16. Sea 20. Sea S una superficie orientada parametrizada por к(и, Y). Defina 
GmM la notación dS = r, du X ry dy de modo que dS sea un vector 
кетер normal a la superficie. Además, la magnitud ds = |45 | es el 
Ir] elemento de área de la superficie (por la ecuación 5 de la sección 
el campo de fuerza gravitacional definido por r # 0. Utilice la ley 16.6). Deduzca la identidad 
de Gauss de la sección 16.8 para mostrar que no existe un campo 
vectorial continuamente diferenciable Н tal que F = V x Н. ds = (EG — Е?)!? du dy 


17. Si f(x, y, 2) y g(x, y, z) son funciones escalares continuamente di- 


dond 
ferenciables definidas sobre la superficie orientada 5 con curva ны 
frontera С, demuestre que E= |r, 12, F=r ry y G= Iry] 
ү (Vf X Ув)+па5 = ў Ўв dr. 21. Muestre que el volumen V de una región D en el espacio encerra- 
: С da рог la superficie orientada 5 con normal hacia afuera п satisfa- 
ce la identidad 
18. Suponga que УЕ = У ЕБуУХЕ = V х Е, sobre una re- 
gión D encerrada por la superficie orientada 5 con vector unitario 1 
normal hacia afuera п y que F; +n = F>-+n en S. Muestre que F} үз 1 ffe 45, 
= Е, en D. 
19. Muestre o refute que si У.Е = 0 y V X F = 0, entonces Е = 0. donde r es el vector posición del punto (x, y, z) en D. 
Capítulo Proyectos de aplicación tecnológica 


Módulo Mathematica /Maple 

Trabajo en campos de fuerza conservativos y no conservativos 

Explore la integración sobre campos vectoriales y experimente con funciones conservativas y no conservativas a lo largo de diferentes trayectorias 
en el campo. 


Módulo Mathematica /Maple 

¿Cómo puede visualizarse el teorema de Green? 

Explore la integración sobre campos vectoriales y utilice parametrizaciones para calcular integrales de línea. Se exploran ambas formas del teore- 
ma de Green. 


Módulo Mathematica /Maple 
Visualizar e interpretar el teorema de la divergencia 
Verifique el teorema de la divergencia, formulando y evaluando ciertas divergencias e integrales de superficie. 


APÉNDICES 


А.) Inducción matemática 


Es posible demostrar que muchas fórmulas, como 


n(n + 1) 
A 5525:55 чета 
2 > 
son válidas para todo entero positivo n; para ello aplicamos un axioma llamado principio de 
inducción matemática. Las demostraciones que se basan en este axioma se denominan 
demostraciones por inducción matemática, o simplemente, demostraciones por inducción. 
Los pasos para demostrar una fórmula por inducción son los siguientes: 


1. Verificar que la fórmula es válida para n= 1. 


2. Demostrar que si la fórmula es válida para cualquier entero positivo л = К, también lo 
es рага el siguiente entero, n=k+ 1. 


El axioma de inducción dice que una vez realizados estos pasos, la fórmula es válida para 
todos los enteros positivos n. De acuerdo con el paso 1, la fórmula se satisface para n= 1; 
de acuerdo con el paso 2, es válida para n= 2 у, por lo tanto —también según el paso 2—, 
se satisface para n = 3, para n = 4, y así sucesivamente. Si la primera ficha de dominó сае, у 
la ficha k-ésima ficha siempre cae sobre la (k + 1)-ésima, todas las fichas caen. 

Desde otro punto de vista, supongamos que tenemos una serie de afirmaciones $1, 
S2,..., Sp, ..., Una por cada entero positivo. Supongamos también que podemos demos- 
trar que asumir la validez de una de las afirmaciones implica que la siguiente afirmación 
en la secuencia también es verdadera. Supongamos, asimismo, que podemos demostrar 
que 5| es verdadera. Entonces es posible concluir que las afirmaciones son ciertas a partir 
de 5. 


EJEMPLO 1 Utilizar inducción matemática para demostrar que para cada entero positivo n, 


п(п + 1) 


эко > 2 


Solución Realizamos la demostración llevando a cabo los dos pasos que se enumeraron 
con anterioridad. 


1. La fórmula se satisface para n= 1, ya que 


1(1+1) 
хээ 


АР-1 


АР-2 
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2. Si la fórmula es válida рага n = k, ¿también lo es para n = k + 1? La respuesta es sí, 
como mostraremos a continuación. Si 


k(k + 1) 
14240 +k= ===, 
2 
entonces 
k(k + 1 2 

E арг Э : ) 1641) -5 LA 
_(к+1)(к+2) (+ 1 +1) + 1) 
2 2 


La última expresión de esta cadena de igualdades es la expresión n(n + 1)/2 para 
п = (К+ 1). 


El principio de inducción matemática nos garantiza que la fórmula original es válida 
para todos los enteros positivos п. ш 


Еп el ejemplo 4 de la sección 5.2 se dio otra demostración de la fórmula para la suma 
de los primeros n enteros. Sin embargo, la demostración por inducción matemática es más 
general. Se puede utilizar para hallar la suma de los cuadrados o los cubos de los primeros 
n enteros (ejercicios 9 y 10). He aquí otro ejemplo. 


EJEMPLO 2 Demostrar por inducción matemática que para todos los enteros positivos л, 


1,1 -z 1 
Тр тте ее 


Solución Realizamos la demostración mediante los dos pasos de la inducción matemática. 


1. La fórmula es válida para n= 1, porque 


1 _ 1 
2 1-2 
2. Si 
1 1 
aa E lge 
entonces 
1 1 1 ИЖ 1 Ёо 1-2 1 
эг 2 `+ ок окт 1 287 208 1 28.2 2811 
1 2 1 1 


2^+1 + ot e 2^+1` 


En consecuencia, la fórmula original es válida para n = (К + 1), siempre que se satisfaga 
para n =k. 

Una vez que se han verificado estos pasos, el principio de inducción matemática ga- 
rantiza que la fórmula es válida para todo entero positivo n. | 


Otros enteros iniciales 


En vez de iniciar en n= 1, algunos argumentos inductivos parten de otro entero. Los pasos 
a realizar para tales argumentos son los siguientes. 


A.1 Inducción matemática AP-3 
1. Verificar que la fórmula se satisface para п = п} (el primer entero apropiado). 
2. Demostrar que si la fórmula es válida para cualquier entero n = k = ny, también lo es 


para п = (К+ 1). 


Una vez realizados estos pasos, el principio de inducción matemática garantiza que la 
fórmula es válida para todo n = nı. 


EJEMPLO 3 Demostrar que n! 7 3” si п es suficientemente grande. 
Solución ¿Qué tan grande debe ser dicho valor? Experimentemos: 
n 1 2 3 4 5 6 T 
n! 1 2 б 24 120 720 5040 
3713 9 27 81 243 729 2187 


Parece que el valor suficientemente grande es n! > 3" рага n = 7. Para estar seguros, apli- 
quemos la inducción matemática. Consideramos п = 7 en el paso 1, y realizamos el paso 2. 
Supongamos que k! > 3“ para alguna k = 7. Entonces, 


(К + 1)! = (k + DD) > (k + D3 > 7-3 > 31, 


En consecuencia, parak=7, 


k! > 3% implica (К+ 1)! > 351, 
El principio de inducción matemática garantiza ahora que п! > 3" para toda n=7. п 
EJ ERCICIOS А.1 
1. Suponiendo que la desigualdad del triángulo|a + b| = |a| + |b| 5. Demuestre que 


es válida para dos números cualesquiera a y b, demuestre que 
[xy + Жж +: + xp] S || + || 95 Х| 


para cualesquiera n números. 


2. Demuestre que si г = 1, entonces 


para todo entero positivo л. 


6. Demuestre que n! > п? si n es suficientemente grande. 
1 у у74 Бу" көзу 7. Demuestre que 2” > n? si п es suficientemente grande. 
кшт 8. Demuestre que 2" = 1/8 para п = —3. 
para todo entero positivo n. 9. Suma de cuadrados Demuestre que la suma de los cuadrados 
3. Use y regla del producto, e (uy) = u Y ну ан. y el hecho de id 
que qe) = 1 para demostrar que лу = пх"! para todo n(n + 32 +1) 
entero positivo л. E: ти 
4. Suponga que una función f(x) бепе la propiedad de que f(x1x2) = 10. Suma de cubos Demuestre que la suma de los cubos de los pri- 
f(xı) + f(x) para cualesquiera dos números positivos хү у Хо. meros п enteros positivos es (n(n + 1)/2Y. 
Demuestreque 11. Reglas para sumas finitas Demuestre que las siguientes reglas 


Fx Xn) = f) + F) ++ f(x) 


para el producto de cualesquiera n números positivos Хү, Хо, ..., 


p 


para sumas finitas son válidas para todo entero positivo n. 


a. Y (az + Ы) = Уа + Уһ 
к= 1 k=1 k=1 
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b. 206-50-2а-25 d. X a= 


(si a, tiene el valor constante с) 


п п 12. Demuestre que |х”| = |x|” para todo entero positivo n y todo nú- 


с. сар = с Ӯ; ак (с es cualquier número) 


k=1 k=1 mero real x. 


А2 | Demostración de los teoremas de límites 


En este apéndice se demuestran el teorema 1, partes 2-5 y el teorema 4 de la sección 2.2. 


Si L, M, с y k son números reales y 


lím f(x) = L y 
хэс 


1. Regla de la suma: 
2. Regla de la resta: 
3. Regla del producto: 


4. Regla del múltiplo constante: 
5. Regla del cociente: 


6. Regla de la potencia: 


TEOREMA 1 Leyes de los límites 


lím g(x) = M, entonces 
к= 


lím Р(х) + g(x) a 


(А M 
1 ($6) — (0) =£ - M 
1 
( 


Шш 
иш (70: g(x)) = L-M 

lím 3163) = К. (kes cualquier número) 
*>C 


чү 2 


= =, ІМ +0. 
Ш а(х) Mm? 


Si r y s son enteros sin factores comunes у 
5 + 0, entonces 


lím (уб)? = L'/s 


siempre y cuando 1.77 sea un número real. (Si s 
es par, suponemos que L > 0). 


Demostramos la regla de la suma en la sección 2.3; en cuanto a la regla de la potencia, 
su demostración se da en textos más avanzados. Obtenemos la regla de la resta reempla- 
zando g(x) por —g(x) y М por —M en la regla de la suma. La regla del múltiplo constante es 
el caso particular g(x) = k de la regla del producto. Esto nos deja solamente las reglas del 


producto y el cociente. 


Demostración de la regla del producto de los límites Demostraremos que рага cual- 
quier є > 0 existe un d> 0 tal que para toda х en la intersección D de los dominios de f y g, 


0<|х-с|<а => | (х)а(х) — LM|< e. 


Supongamos entonces que e es un número positivo, y escribamos f(x) у 2 (х) como 


Fx) = L + (f(x) — L), 


g(x) = М + (а(х) – М). 


A.2 Demostración de los teoremas de límites АР-5 


Multiplicamos estas expresiones y restamos LM: 


f(x)" g(x) — LM = (L + (f(x) — 1))(М + (а(х) — M)) — LM 
= LM + Llg(x) — М) + М(}(х) — L) 
+ (f(x) — (в) — M) — LM 
= Lg(x) — M) + M(S(x) — L) + (f(x) — LNMg(x) — М). (1) 
Como f y g tienen límites L у М conforme х — с, existen números positivos d}, Ф, фу dą 
tales que para toda x en D 
0 < lx = e] 4, х) -= < 2 €/3 
0 < |х - с|< œ g(x) — M| < 2 e/3 


0 < lx — с < Ф Рх) — L| < є/(3(1 +|M]|)) 
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0 < х= с < 4 


80) = M| < є/(3(1 + |L])) 


Si consideramos dcomo el menor de los números О, а dą, las desigualdades del lado dere- 
cho de las implicaciones (2) serán válidas simultáneamente para 0 < |x — c| < а Por lo 
tanto, рага toda x en D, 0 D, 0 < |х — c| < dimplica 


Desigualdad del triángulo 
| f(x) а(х) — LM] aplicada a la ecuación (1) 


= |Lllg(x) = M| + |MIIf() = L| + |Р) = £llg60) = M| 


(14110180 = M] + (1 + |М) |) = L| + |f(x) = Lllg(x) = M] 


< = + - ИЕ = є. Valores a partir de (2) 
Esto concluye la demostración de la regla del producto de los límites. a 


Demostración de la regla del cociente de los límites Demostraremos que йт, 
(1/2(x)) = 1/M. Podemos concluir entonces que 


мна т EVO a) O a 


Zn 


de acuerdo con la regla del producto de los límites. 


Sea € > 0 dado. Para demostrar que lím,>.(1/g(x)) = 1/M, debemos comprobar que 
existe d> 0 tal que para toda x. 


1 1 
0-1х-с| «4 => bh se 
| | О) M 


Сошо|М| > 0, existe un número positivo d, tal que para toda х 


о<|х-с|<@& > ls) – м< 3. (3) 


Se puede demostrar que para cualesquier números A y B, 
[В| — |A| <|А 
esto se convierte еп 


А|— [В| = |А — Bly 
‚ а partir de lo cual | |A| — |B| | = |A — В|. Con A = g(x) y B = M, 


1120) = М < |g) — M], 
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que puede combinarse con la desigualdad de la derecha en la implicación (3) para obtener 


Ш 
Ile] = MI «5: 
-Hl < go- m < у 
2 2 
MI, зм 
z <|г0)|< —у— 
|М| < 2|в(х)| < 31М| 
1 2 3 
< < 
lœ M wl (4) 
Por lo tanto, 0 < |x — c| < d; implica que 
1 1 М-го) 1 1 
= 9 . М Х 
ж-ш = игу = пал O 
< : > a |M g). Desigualdad (4) (5) 
M| |м| 


Como (1/2)|М|?є > 0, existe un número d, > 0 tal que para toda х 
0<|х-с|<ф = |М-400|55МР. (6) 


Si consideramos que des el menor de los números d y Œ, las conclusiones en (5) y (6) son 
válidas para toda х tal que 0 < |x — c| < а Al combinar estas conclusiones se obtiene 


1 1 
0<)х-с|<а = 35-13 < є. 
| | ga) M 
Con esto concluye la demostración de la regla del cociente de los límites. п 


TEOREMA 4 El teorema del sandwich 

Suponga que g(x) = f(x) = h(x) para toda х en algún intervalo abierto 7 que con- 
tiene a c, excepto posiblemente en el propio x = c. Suponga además que 
тс g(x) = lím:>.h(x) = L. Entonces, йт, f(x) = L. 


Demostración para límites рог la derecha Supongamos que Ит, + g(x) = lím,>.+ 
h(x) = L. Entonces, para cualquier є > 0 existe un d> 0 tal que para toda х el intervalo 
с <x < с + destá en /, y la desigualdad implica 


L=e<g(x) <L+e y L=e<h(x)<L+ e. 

Estas desigualdades se combinan con la desigualdad g(x) = f(x) = h(x) para obtener 
1, — e< g(x) = fla) = h(x) <L + e, 
L=Ee<fFx)<L+ e, 

— є < fa) =L< є. 


Рог lo tanto, para toda х, la desigualdad с < x < с + dimplica que | f(x) — L| < є. н 


A.3 Límites que aparecen comúnmente АР-7 


Demostración para límites рог la izquierda Supongamos que іт, g(x) = lím,>.- 
h(x) = L. Entonces, para cualqueir є > 0 existe un @> 0 tal que para toda х el intervalo 
с — d< х < cestá en 1, y la desigualdad implica que 


L=e<eg(x)<L+e y L=e<hx)<L+ e. 


Concluimos, como antes, que para toda хус- d< х < c implica que|f(x) — L| < є ш 


Demostración para límites bilaterales Si іт... g(x) = lím,>.h(x) = L, entonces 
g(x) y h(x) tienden а L conforme х > с" y conforme х —> с; así, йт, f(x) = L y 


тс Р(х) = L. Por lo tanto, lím,—c f(x) existe, y es igual a L. п 
ЕЈ ERCICIOS A.2 
1. Suponga que las funciones f(x), Р(х) y h(x) tienen límites Г, 12 5. Límites de funciones racionales Use el teorema 1 y el resulta- 
y L}, respectivamente, conforme х —> с. Demuestre que su suma do del ejercicio 4 para demostrar que si f(x) y 2 (х) son funciones 
tiene límite / + 25 + 23. Use la inducción matemática (Apéndi- polinomiales y g(c) % 0, entonces 


ce 1) para generalizar este resultado a la suma de cualquier núme- 
ro finito de funciones. 


170) 0) 
2. Use inducción matemática y la regla del producto de los límites ím 800 = (г) 
ГЭМ А А хэс ч 
que se analizó en el teorema 1 para demostrar que si las funciones : В 
Fala), /20®),...,› fulx) tienen límites Га, Ѓо,..., En conforme х—> с, 6. Composición de funciones continuas La figura А.1 muestra 
entonces : МО? 
un diagrama en donde se demuestra que la composición de dos 
Ит fIGOf20) 0) = Li" Lo +": “Lo. funciones continuas también es continua. Reconstruya la demos- 
ЖЭ 


20103 tración a partir del diagrama. La afirmación a demostrar es la 81- 
3. Use el hecho de que lím,>.x = с y el resultado del ejercicio 2 Р 5 


Й : uiente: si fes continua en х = с y g es continua en f(c), entonces 
para demostrar que lím,>.x” = с" para cualquier entero n > 1. 8 / yg Fo, 


1 g + f es continua еп с. 
4. Límites de polinomios Use el hecho de que lím,->.(k) = k para 


cualquier número k junto con los resultados de los ejercicios 1 y 3 
para demostrar que lím, >. f(x) = f(c) para cualquier función 


Suponga que c es un punto interior del dominio de f, y que 
/ (с) es un punto interior del dominio de с. Esto hace que los lími- 
tes implicados sean límites bilaterales. (Los argumentos para los 


f(x) = anx” + аах" + + + ax + ар. casos de límites unilaterales son similares). 
gof 
f g 
бе бү е ы 5, 2 ил тезш € € 
4 8 —)— е . 
С 6 Қо ) al f(c) ) 


FIGURA A.1 Diagrama de una demostración de que la composición de dos funciones 
continuas es continua. 


АЗ Límites que aparecen comúnmente 


Este apéndice verifica los límites (4)-(6) del teorema 5 de la sección 11.1. 


Límite 4: Si |x| < 1, lím х" = 0 Necesitamos demostrar que para cada e > 0 existe un 
n= оо 


entero correspondiente N de modo que |х" | < є para toda л mayor que №. Сото є!"-» | 
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1/N 


y |x| < 1, existe un entero N para el que e'/* > |x|. En otras palabras, 


|х = (|Х| « €, (1) 
Éste es el entero que buscamos, ya que si |х| < 1, entonces 
|х”| «|х7| para todan > N. (2) 


Al combinar (1) y (2) se obtiene |x”| < є para toda n > М, con lo que concluye la demos- 
tración. п 


Entonces 


In a, = (1 + 3 =п inf + po. 


como podemos ver aplicando como sigue la regla de L“Hópital, en la cual derivamos res- 
pecto de n: 


In(1 + x/n 
lím "(1 +5)- Гаа 


n—> 00 пг-» 00 1/п 
1 ‚ х 
í 1-4 х/п п? kí ря 
Е Ера —1/п? Е Т + х/п Е 


Aplicamos el teorema 4 de la sección 11.1, con f(x) = е", para concluir que 


n 
( + 3 = an = е!" ех, и 
YA ч . e YA п 
Límite 6: Para cualquier número x, lím — = 0 Сото 
nh со n 
| ll 
п! п! пі” 


basta demostrar que |х|"/п! — 0. Podemos aplicar entonces el teorema del sandwich para 
sucesiones (teorema 2 de la sección 11.1) para concluir que x”/n! — 0. 

El primer paso para demostrar que |x|"/n! — 0 consiste en elegir un entero М > |х|, 
de modo que (|x|/M) < 1. Usando el límite 4 recién demostrado, tenemos que (|х| /М)" 
э 0. Luego restringimos nuestra atención a los valores de n mayores que М. Para estos va- 
lores de n, podemos escribir 


|х|" 
п! 1:2: :ММ + 1)(М + 2): -n 
(п — М) factores 


|х|" IxM” мм (2) 


мім" ММ" M! \М 
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оми (ү 
оп! M! \ХМ]` 


Ahora bien, observemos que la constante М M /М! no cambia al aumentar n. En consecuen- 
cia, el teorema del sandwich nos dice que|x|"/n! —> 0 pues (|х|/М)" — 0. и 
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Un desarrollo riguroso del cálculo se basa en las propiedades de los números reales. Mu- 
chos resultados de funciones, derivadas e integrales serían falsos si se les enunciara para 
funciones definidas sólo en los números racionales. En este apéndice examinamos de ma- 
nera breve algunos conceptos básicos de la teoría de los números reales que indican lo que 
debería aprenderse en un estudio teórico más profundo del cálculo. 

Tres tipos de propiedades hacen de los números reales lo que son. Son las propiedades 
algebraicas, de orden y de completez. Las propiedades algebraicas implican la suma y el 
producto, la resta y la división, y se aplican a números racionales, complejos y reales. 

La estructura de los números se construye en torno de un conjunto con operaciones de 
suma y multiplicación. Las operaciones de suma y multiplicación deben cumplir con las 
siguientes propiedades: 


А1 а+ (Ь-+ с) = (a + b) + c para toda a, b, с. 

A2 a+b=b+a para toda a, Р, с. 

АЗ Existe un número llamado “0”, tal que a + 0 = a para toda a. 

А4 Рага cada número a, existe una b tal que a+ b =0. 

M1 abc) = (ab)c para toda a, b, с. 

M2 ab= ba para toda a, b. 

M3 Existe un número llamado “1”, tal que a+ 1 = a para toda a. 

М4 Para cada a no nula existe una b tal que ар = 1. 

D a(b + с) = ab + bc para toda a, b, с. 

Al y МІ son leyes asociativas, А2 у M2 son leyes conmutativas, АЗ у M3 son leyes 
de neutros, y D es la ley distributiva. Los conjuntos que tienen estas propiedades algebrai- 
cas son ejemplos de campos y se estudian con profundidad en el área de la matemática 
teórica llamada álgebra abstracta. 

Las propiedades de orden nos permiten comparar el tamaño de cualesquiera dos nú- 
meros. Las propiedades de orden son 

O1 Para cualesquier a y b, a = b, o b <= а, o ambos. 

О2 Sia=byb<a, entonces a = р. 

ОЗ Siasbyb<c,entonces a < с. 

04 Siasbja+csb+c. 

O5 Siasby0<c, entonces ac = bc. 


ОЗ es la ley de transitividad, mientras que O4 y OS se relacionan con la suma y la multi- 
plicación. 
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FIGURA A.2 El valor máximo de 
у=х— х? en 10, 1] ocurre en el número 


irracional x = 2 1/3. 


Podemos ordenar los números reales, los enteros y los racionales, pero no los núme- 
ros complejos (vea el Apéndice A.5). No hay una manera razonable de decidir si un nú- 
mero сото і = 2 —1 es mayor o menor que cero. Un campo donde se puede comparar el 
tamaño de cualesquiera dos elementos, como se acaba de mencionar, se denomina campo 
ordenado. Tanto los números racionales como los números reales forman un campo orde- 
nado, y hay muchos otros. 

Podemos pensar en los números reales desde un punto de vista geométrico, alineándo- 
los como puntos en una recta. La propiedad de completez dice que los números reales 
corresponden a todos los puntos en la recta, sin “agujeros” ni “espacios” entre ellos. En con- 
traste, los racionales omiten puntos como 2 2 y p, y los enteros dejan fuera fracciones como 
1/2. Los reales, al tener la propiedad de completez, no omiten puntos. 

¿Qué queremos decir exactamente con esta idea de los “espacios”? Para responder es- 
to debemos dar una descripción más precisa de la completez. Un número M es una cota 
superior de un conjunto de números si todos los números en el conjunto son menores que 
o iguales a M. M es una mínima cota superior si es la cota superior más pequeña. Por 
ejemplo, М = 2 es una cota superior para los números negativos. También lo es М = 1, lo 
que demuestra que 2 no es una mínima cota superior. La mínima cota superior para el con- 
junto de números negativos es М = 0. Definimos un campo ordenado completo como aquel 
en donde todo conjunto no vacío, acotado por arriba, tiene una mínima cota superior. 

_ 51 trabajamos sólo con los números racionales, el conjunto de números menores que 
2 2 está acotado, pero no tiene una mínima cota superior racional, ya que cualquier cota 
superior racional M puede reemplazarse con un número racional ligeramente menor que 
siga siendo mayor que 2 2. Así, los racionales no son completos. En los números reales, 
un conjunto que está acotado por arriba siempre tiene una mínima cota superior. Los rea- 
les son un campo ordenado completo. 

La propiedad de completez es la base de muchos resultados obtenido en el cálculo. Un 
ejemplo se da al buscar un valor máximo de una función en un intervalo cerrado [a, b], 
como se hizo en la sección 4.1. La función х — x° tiene un valor máximo en 10, 1] en el 
punto х que satisface 1-31?=0,0x = 1 1/3. Si limitáramos nuestra atención a las fun- 
ciones definidas sólo en números racionales, tendríamos que concluir que la función no 
tiene máximo, pues 1 1/3 es irracional (figura A.2). El teorema del valor extremo (sec- 
ción 4.1), el cual implica que las funciones continuas en intervalos cerrados [a, b] tienen 
un valor máximo, no es válido para funciones definidas sólo en los racionales. 

El teorema del valor intermedio implica que una función continua fen un intervalo [a, b] 
соп f(a) < 0 y f(b) > 0 debe anularse en algún punto de [a, b]. Los valores de la función no 
pueden pasar de negativos a positivos sin que haya algún punto х en [a, b] donde f(x) = 0. El 
teorema del valor intermedio también se basa en la completez de los números reales, y es falso 
para funciones continuas definidas solamente en los racionales. La función f(x) = 31? — 1 
cumple f(0) = —1 y (1) = 2, pero si consideramos f sólo en los números racionales, su valor 
nunca se anula. El único valor de х para el que f(x) =0 es х = 2 1/3, un número irracional. 

Hemos enumerado las propiedades que se requieren de los números reales al decir 
que éstos constituyen un campo ordenado completo. Pero aún no hemos terminado. Los 
matemáticos griegos de la escuela de Pitágoras trataron de imponer otra propiedad a los nú- 
meros de la recta real: la condición de que todos los números fuesen cocientes de enteros. 
Estos estudiosos se percataron de que su esfuerzo estaba destinado al fracaso, cuando 
descubrieron números irracionales como 1 2. ¿Cómo saber que nuestros esfuerzos por 
especificar los números reales también serán infructuosos debido a alguna razón imprevista? 
Escher, el artista, dibujó ilusiones ópticas con escaleras elípticas que subían y subían hasta 
encontrarse consigo mismas en la parte inferior. Si un ingeniero tratara de construir tal es- 
calera, se daría cuenta de la imposibilidad de concretar en una estructura los planos basa- 
dos en tales ilusiones ópticas. ¿Podría ocurrir que nuestro diseño de los números reales 
tuviese una contradicción sutil que nos impidiera construir tal sistema numérico? 

Resolveremos este punto dando una descripción específica de los números reales, y 
verificando que las propiedades algebraicas, de orden y de completez se satisfacen en este 
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modelo. A esto se le llama construcción de los números reales; tal como las escaleras se 
construyen con madera, piedra o acero, existen muchas formas de construir los reales. Una 
de ellas considera los números reales como todos los decimales infinitos 


a.didad3da ... 


Desde este punto de vista, un número real es un entero a seguido por una sucesión de dígi- 
tos decimales dı, 42, d3,... , cada uno entre O y 9. Esta sucesión puede detenerse, repetirse 
de manera periódica, o continuar sin patrón alguno. De esta forma, 2.00, 0.3333333... y 
3.1415926535898. . . representan números reales conocidos. Explicar el verdadero signifi- 
cado de los puntos “. . .” después de estos dígitos requiere un desarrollo de la teoría de su- 
cesiones y series, como en el capítulo 11. Cada número real se construye como límite de 
una sucesión de números racionales dados por sus aproximaciones decimales finitas. Un 
decimal infinito es entonces lo mismo que una serie 


Esta construcción decimal de los números reales no es tan directa. Es bastante fácil 
comprobar que proporciona números que satisfacen las propiedades de completez y orden, 
pero la verificación de las propiedades algebraicas es más compleja. Incluso la suma o la 
multiplicación de dos números requiere una cantidad infinita de operaciones. Dar sentido 
a la división requiere un cuidadoso argumento que implica límites de aproximaciones ra- 
cionales a los decimales infinitos. 

El matemático alemán Richard Dedekind (1831-1916) adoptó un enfoque distinto, 
dando la primera construcción rigurosa de los números reales en 1872. Dado cualquier nú- 
mero real x, podemos separar los números racionales en dos conjuntos: los menores que o 
iguales a x, y los mayores que x. Ingeniosamente, Dedekind invirtió este razonamiento y 
definió un número real como una separación en dos conjuntos de este tipo. Esto parecería 
un enfoque extraño, pero tales métodos indirectos de construcción de nuevas estructuras a 
partir de otras anteriores son comunes en las matemáticas teóricas. 

Éste y otros enfoques (vea el Apéndice A.5) permiten construir un sistema de números 
con las propiedades algebraicas, de orden y de completez deseadas. Un último aspecto que 
vale la pena analizar es si todas estas construcciones dan el mismo resultado. ¿Es posible 
que las distintas construcciones produzcan diferentes sistemas numéricos que satisfagan 
todas las propiedades requeridas? Y, en caso de que la respuesta sea afirmativa, ¿cuál de 
estos sistemas es el de los números reales? Por fortuna, la respuesta es no. Los números 
reales constituyen el único sistema numérico que satisface las propiedades algebraicas, de 
orden y de completez. 

La confusión en torno de la naturaleza de los números reales y los límites causó una 
gran controversia durante las primeras etapas de desarrollo del cálculo. Al tratar de averi- 
guar qué ocurre con el cociente de diferencias 


Ay f(x + Ax) — f(x) 
Ax | Ax 


cuando tanto Ау como Ax tienden a cero, los pioneros del cálculo, como Newton, Leibniz 
y sus sucesores, hablaban de la derivada resultante como si fuera un cociente entre dos 
cantidades infinitamente pequeñas. Estos “infinitésimos”, que se escriben dx y dy, se con- 
sideraban como números de un nuevo tipo, menores que cualquier número fijo pero distin- 
tos de cero. De manera similar, se imaginaba que una integral definida era la suma de una 
cantidad infinita de infinitésimos 


f(x) dx 


conforme x varía en un intervalo cerrado. Aunque los cocientes de diferencias aproximan- 
tes Ay/Ax se entendían de manera similar a la actual, era el cociente de cantidades infini- 
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tesimales, y no un límite, en donde se creía que radicaba el significado de la derivada. 
Esta forma de pensar condujo a dificultades lógicas, cuando los intentos de definición y el 
manejo de los infinitésimos dieron lugar a contradicciones e inconsistencias. El cociente 
de diferencias, más concreto y manejable, no provocó tales problemas, pero sólo se le con- 
sideraba una herramienta útil para realizar los cálculos. Los cocientes de diferencias se 
utilizaron para encontrar el valor numérico de la derivada y para deducir fórmulas genera- 
les para los cálculos, pero no fueron considerados fundamentales para responder qué es 
realmente la derivada. Hoy en día nos damos cuenta de que los problemas lógicos asociados 
a los infinitésimos pueden evitarse definiendo la derivada como el límite de los cocientes 
de diferencias aproximantes. Las ambigiiedades del antiguo enfoque ya no existen, y en la 
teoría estándar del cálculo, los infinitésimos no se necesitan ni se usan. 


Números complejos 


Los números complejos son expresiones de la forma a + ib, donde a y b son números 
reales е і es un símbolo para 1 —1. Por desgracia, las palabras “real” e “imaginario” 
tienen connotaciones que suelen colocar a 1 —1 en una posición menos favorable en 
nuestras mentes que a 1 2. De hecho, se requirió de una gran imaginación (en el sentido 
de inventiva) para construir el sistema de números reales, que es la base del cálculo (vea el 
Apéndice A.4). En este apéndice revisaremos las diversas etapas de esta invención, para 
luego presentar el desarrollo posterior de un sistema de números complejos. 


El desarrollo de los números reales 


La primera etapa de desarrollo de los números fue el reconocimiento de los números pa- 
ra contar, 1,2,3,..., que ahora llamamos números naturales o enteros positivos. Es 
posible realizar algunas operaciones aritméticas sencillas con estos números sin salir del 
sistema; es decir, el sistema de enteros positivos es cerrado si se trata de las operaciones 
de suma y multiplicación. En otras palabras, 81 т y п son cualesquier enteros positivos, 
entonces 


m+n=p y тп =q (1) 


son también enteros positivos. Dados los dos enteros positivos del lado izquierdo de cual- 
quiera de las ecuaciones en (1), podemos hallar el entero positivo correspondiente del lado 
derecho. Además, a veces podemos especificar los enteros positivos m y p y encontrar un 
entero positivo n tal que m + п = р. Por ejemplo, 3 + n = 7 se puede resolver cuando los 
únicos números que conocemos son los enteros positivos. Pero la ecuación 7 + n = 3 по 
puede resolverse, a menos que se amplíe el sistema numérico. 

El cero y los números negativos se inventaron para resolver ecuaciones como 7 +n=3. 
En una civilización que reconoce todos los enteros 


2 =1, 0,1,2, Ai (2) 


las personas educadas siempre serán capaces de encontrar el entero faltante que resuelva la 
ecuación т + п = р cuando se les den los otros dos enteros de la ecuación. 

Suponga que estas personas también saben cómo multiplicar cualesquier dos enteros 
de la lista (2). Si en las ecuaciones (1) se les dan m y q, verán que a veces pueden encon- 
trar n. Usando la imaginación, podrían inspirarse para idear más números e introducir las 


FIGURA А.З Соп regla y compás, es 
posible construir un segmento de longitud 
irracional. 
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fracciones, que son justamente pares ordenados m/n de enteros m y n. El número cero tie- 
ne propiedades especiales que podrían molestarlas un poco, pero en última instancia des- 
cubrirán que es bueno tener todos los cocientes de enteros m/n, excluyendo aquellos con 
cero en el denominador. Este sistema, llamado conjunto de números racionales, será lo 
suficientemente rico como para realizar las operaciones racionales de la aritmética: 


1. (a) suma 2. (a) multiplicación 
(b) resta (b) división 


con cualesquiera dos números del sistema, excepto que no es posible dividir entre cero, 
pues esto carece de sentido. 

La geometría del cuadrado unitario (figura A.3) y el teorema de Pitágoras demostra- 
ron que es posible construir un segmento de recta que, en términos de alguna unidad de 
longitud básica, tiene longitud igual a 2 2. En consecuencia, las personas pudieron resol- 
ver la ecuación 


х=? 


mediante una construcción geométrica. Pero entonces descubrieron que el segmento de 
recta que representa a 2 2 es una cantidad inconmensurable. Esto significa que 2 2 no 
puede expresarse como la razón entre dos múltiplos enteros de cierta unidad de longitud. 
Es decir, la gente era incapaz de encontrar una solución numérica racional de la ecuación 
х^=2. 

No existe un número racional cuyo cuadrado sea 2. Para comprender por qué, supon- 
gamos que sí existe tal número, de manera que podríamos encontrar enteros p y q sin fac- 
tores comunes distintos de 1, tales que 


вэ 24°. (3) 


Сото p y q son enteros, р debe ser par, pues en caso contrario al multiplicarlo por sí mis- 
mo el producto sería impar. En símbolos, p = 2p,, donde p; es un entero. Esto nos lleva a 
2рү = Ф, lo que quiere decir que q debe ser par; digamos, q = 241, donde q; es un entero. 
Esto hace que 2 sea un factor de p y q, lo que contradice nuestra elección de p y q como 
enteros sin factores comunes distintos de 1. Por lo tanto, no hay un número racional cuyo 
cuadrado sea 2. 

Aunque las personas de que hemos estado hablando no podrían hallar una solución ra- 
cional para la ecuación х? = 2, sí serían capaces de obtener una sucesión de cocientes 


racionales 


1 7 41 239 (4) 
P P 29° 1697 7727 


cuyos cuadrados forman una sucesión 


1 49 1681 57,121 
1? 25° 841° 28,561? ``”? 


(5) 


que converge en 2. Esta vez la imaginación sugería la necesidad del concepto de límite de 
una sucesión de números racionales. Si aceptamos el hecho de que una sucesión creciente 
acotada por arriba siempre tiene un límite (teorema 6, sección 11.1), y observamos que la 
sucesión (4) tiene estas propiedades, quisiéramos que tuviera un límite L. Esto también 
nos indica, de acuerdo con (5), que 12--2 y, por lo tanto, que L no es uno de nuestros núme- 
ros racionales. Si agregamos a los números racionales los límites de todas las sucesiones de 
números racionales crecientes y acotadas por arriba, llegamos al sistema de todos los nú- 
meros “reales”. Escribimos la palabra real entre comillas porque ninguna característica de 
este sistema lo hace “más real” o “menos real” que a cualquier otro sistema matemático. 
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Los números complejos 


Durante el desarrollo del sistema de números reales se recurrió muchas veces a la imagi- 
nación. De hecho, fue necesario hacer alarde de inventiva por lo menos en tres momentos 
durante la construcción del sistema que hemos analizado hasta el momento: 


1. Enla invención del primer sistema: el conjunto de todos los enteros, construido a par- 
tir de los números para contar. 


2. En la invención del segundo sistema: el conjunto de los números racionales т/п, 
construido a partir de los enteros. 


3. En la invención del tercer sistema: el conjunto de todos los números reales x, cons- 
truido a partir de los números racionales. 


Estos sistemas, producto de la inventiva, forman una jerarquía en la que cada elemen- 
to contiene al anterior. Cada sistema es también más rico que su predecesor, en el sentido 
de que permite realizar operaciones adicionales sin necesidad de recurrir a otros: 


1. El sistema de todos los enteros nos permite resolver todas las ecuaciones de la forma 
x+a=0, (6) 


donde a puede ser cualquier entero. 


2. El sistema de todos los números racionales nos permite resolver todas las ecuaciones 
de la forma 


ax+b=0, (7) 


siempre y cuando a у b sean números racionales y а 40. 


3. El sistema de todos los números reales nos permite resolver todas las ecuaciones de 
los tipos (6) y (7), y además todas las ecuaciones cuadráticas 


ах? + Ьх+с= 0 con ax0 у b?-4ac=0. (8) 


Es probable que usted conozca la fórmula que da las soluciones а la ecuación (8), а 
saber, 


_ —b + 2 b — 4ac 
2a А 


Xx 


(9) 


y que también esté al tanto de que, cuando el discriminante b? — 4ac es negativo, las solu- 
ciones de la ecuación (9) no pertenecen a los sistemas que hemos analizado. De hecho, la 
sencilla ecuación cuadrática 


es imposible de resolver si los únicos sistemas numéricos que pueden utilizarse son los 
tres mencionados hasta ahora. 

En consecuencia, hemos llegado al cuarto sistema inventado, el conjunto de todos los 
números complejos a + ір. Podríamos omitir el símbolo і y usar la notación de pares orde- 
nados (a, b). Puesto que desde el punto de vista de las operaciones algebraicas los números 
a y b se tratan de manera ligeramente distinta, es esencial mantener el orden. Por lo tanto, 
decimos que el sistema de números complejos consta del conjunto de todos los pares 
ordenados de números reales (a, b), junto con las reglas que indican su igualdad, su suma, 
su multiplicación, etcétera, que se enumeran más adelante. Usaremos las notaciones (a, b) 
y a + ib en el análisis siguiente. Llamaremos a a la parte real, у b a la parte imaginaria 
del número complejo (a, b). 
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Tenemos las siguientes definiciones. 


Igualdad 

a+ ір =c + ій Dos números complejos (a, b) 

51 y sólo si y (с, d) son iguales 81 y sólo 

а= сур = а. sia=cyb=d. 

Suma 

(a + ib) + (с + id) La suma de los dos números 

= (a + c) + i(b + d) complejos (a, b) у (c, 4) es el 
número complejo (a + c, b + d). 

Multiplicación 

(a + ib)\(c + id) El producto de dos números 

= (ac — bd) + ilad + bc) complejos (a, b) y (c, d) es el 
número complejo (ac — bd, ad + bc). 

cla + ib) = ac + i(bc) El producto de un número real с 


por el número complejo (a, b) es 
el número complejo (ас, bc). 


El conjunto de todos los números complejos (a, b) donde el segundo número b es 
igual a cero, tiene todas las propiedades del conjunto de números reales a. Por ejemplo, la 
suma y la multiplicación de (a, 0) y (c, 0) da 


(a, 0) + (c,0) = (a + с, 0), 
(a, 0) - (с, 0) = (ac, 0), 


que son números del mismo tipo, con su parte imaginaria igual a cero. Además, 81 multi- 
plicamos un “número real” (a, 0) y el número complejo (с, d), obtenemos 


(a, 0): (с, d) = (ac, ad) = alc, д). 


En particular, el número complejo (0, 0) juega el papel del cero en el sistema de números 
complejos, y el número complejo (1, 0) el de la unidad o uno. 

El par de números (0, 1), con parte real igual a cero y parte imaginaria igual a uno, 
tiene la propiedad de que su cuadrado, 


(0, 1)(0, 1) = (=1,0), 


tiene parte real igual a menos uno y parte imaginaria igual a cero. Por lo tanto, en el siste- 
ma de números complejos (а, Р), existe un número х = (0, 1) cuyo cuadrado puede sumarse 
a la unidad (1, 0) para producir el cero (0, 0); es decir, 


(0, 1)? + (1, 0) = (0, 0). 
La ecuación 
*+1=0 


tiene, en consecuencia, una solución х = (0, 1) en el nuevo sistema numérico. 
Tal vez usted esté más familiarizado con la notación a + ib que con la notación (a, b). 
Y, como las leyes algebraicas para los pares ordenados nos permiten escribir 


(a,b) = (a, 0) + (0, Б) = a(1,0) + b(0, 1), 


mientras (1, 0) se comporte como la unidad y (0, 1) como una raíz cuadrada de menos uno, 
no debemos dudar en escribir a + ib en vez de (а, Б). Asociada a b, la i es como un ele- 
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mento que marca la parte imaginaria de a + ib. Podemos pasar del ámbito de los pares 
ordenados (a, b) al de las expresiones a + ib y viceversa. Pero, una vez que se han aprendido 
las leyes algebraicas para el sistema de números complejos como pares ordenados (a, b), 
el símbolo (0, 1) = і по es menos “real” que el símbolo (1, 0) = 1. 

Para reducir cualquier combinación racional de números complejos a un único núme- 
ro complejo, aplicamos las leyes del álgebra elemental, reemplazando i? por —1 siempre 
que aparezca. Por supuesto, no podemos dividir entre el número complejo (0, 0) =0 + 10. 
Pero si a + ib 5-0, podemos realizar una división como sigue: 


c+id [c+ idía = ib) (ac + bd) + ilad — bc) 
a+ і (a+ ibla-— ib) a? + b? 


El resultado es un número complejo х + iy con 


ac + bd ad — bc 


х= ®——©, = Я 
а? + b? 2 а? + b? 


уа +b? #0, pues a + ір = (а, Б) + (0, 0). 

ЕІ número a — ір que se utiliza como factor para eliminar і del denominador, es el 
conjugado complejo de a + ib. Se acostumbra usar Z para denotar el conjugado complejo 
de z; así, 


z = а + ib, z=a-— ib. 


Al multiplicar el numerador y denominador de la fracción (c + id)/(a + ib) por el conjuga- 
do complejo del denominador, éste se reemplaza siempre por un número real. 


EJEMPLO 1 Operaciones aritméticas con números complejos 
(а) (2 + 31) + (6 – 21) = (2 + 6) + (3 – 2) = 8 +1 
(b) (2 + 31) — (6 — 21) = (2 — 6) + (3 — (-2))i = -4 + 51 


(с) (2 + 3)(6 — 2i) = (2)(6) + (21-21) + (31)(6) + (3)(—2й) 
= 12 41 + 18i — 61? = 12 + 14i + 6 = 18 + 14i 


(y 2331, 24316421 
6-2! 6- 216+ 21 


_ 12 + 4i+ 181 + 62 
36 + 12i – 12i – 42 


6 + 221 3 11. 


<= æ 07207020! ” 
H 
5 bs у) Diagramas de Argand 
| El número complejo z = х + iy tiene dos representaciones geométricas: 
r | 
гу 1. como el punto Р(х, y) en el plano ху 
ө | 2. сото el vector ОР que va del origen a Р. 
1 » Х 
O 4 En cada representación, el eje х se llama eje real, у el eje y es el eje imaginario. Ambas 
representaciones son diagramas de Argand para х + іу (figura А.А). 
FIGURA A.4 Este diagrama de Argand En términos de las coordenadas polares de x y y, tenemos 


representa z = х + іу como un punto P(x, y) 


ЗЕЕ 


y сото un vector ОР. x = rcosu, y = rsenu, 
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т = х + iy = r(cos U + ¡sen Ч). (10) 
Definimos el valor absoluto de un número complejo х + iy como la longitud r de un vec- 
tor ОР, que va del origen a Р(х, y). Denotamos el valor absoluto mediante barras verticales; 
en consecuencia, 
lx + |= 2 х2 + y?. 
Si elegimos siempre las coordenadas polares r y U de modo que r sea no negativo, entonces 


r=|x + iyl. 


El ángulo polar U es el argumento de z y se escribe U= arg г. Por supuesto, se puede su- 
mar cualquier múltiplo entero de 2p a Upara producir otro ángulo adecuado. 

La siguiente ecuación presenta una útil fórmula que relaciona un número complejo z, 
su conjugado 2, y su valor absoluto |= ‚ a saber, 


25 = ||. 


Fórmula de Euler 
La identidad 


e™ = cos и + isen U, 


llamada fórmula de Euler, nos permite escribir la ecuación (10) como 
z = re", 


Esta fórmula, a su vez, nos lleva a las siguientes reglas para el cálculo de productos, co- 
cientes, potencias y raíces de números complejos, así como a diagramas de Argand para 
e, Como cos U+ i sen Ues lo que obtenemos de la ecuación (10) al considerar r = 1, 
podemos decir que e™ se representa mediante un vector unitario que forma un ángulo u 
con el semieje x positivo, como muestra la figura А.5. 


y 


y, : р : 
A е = coso + і ѕеп ө е? = cos Ө + і ѕепө 


(соѕ 0, ѕеп 0) 


>X 


(a) (b) 
FIGURA А.5 Diagramas de Argand para e" = cos U + isen u 


(a) como un vector y (b) como un punto. 


Productos 


Para multiplicar dos números complejos, multiplicamos sus valores absolutos y sumamos 
sus ángulos. Sean 


z = те“, z = те'%, (11) 
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>x< 


» Х 


O 


FIGURA A.6 АІ multiplicar г y z2, 
[ао = те у arg (az) = U + la. 


-1 2 = 3-1 


FIGURA А.7 Рага obtener el producto 
de dos números complejos, multiplicamos 
sus valores absolutos y sumamos sus 
argumentos. 


de modo que 


[а] = r, arg zı = ц; |22| = р, arg za = W. 
Entonces 
az = е?! pel = гүге Ч) 
y, en consecuencia, 
|z1z2| А [411-12 | 


(12) 


arg (2122) = U + № = arg zı + arg z2. 


Por lo tanto, el producto de dos números complejos se representa mediante un vector cuya 
longitud es el producto de las longitudes de los dos factores, y cuyo argumento es la suma 
de sus argumentos (figura A.6). En particular, a partir de la ecuación (12) vemos que un 
vector puede girar en sentido contrario al de las manecillas del reloj con un ángulo U, mul- 
tiplicándolo por е" La multiplicación por і provoca un giro de 90°, por —1 un giro de 
180°, por —i un giro de 270°, etcétera. 


EJEMPLO 2 Cálculo de un producto de números complejos 


Sean zı = 1 + 1,2 = 2 3 — i. Trazamos estos números complejos en un diagrama de 


Argand (figura A.7), de donde obtenemos las representaciones polares 
a=2 26 ip/4 г = 26-16, 


Entonces 


по = 22 2 xp - р) = 22 оо (8) 


+ ¡sen 


=22 2 (cos Б; 


pi, : 
12 ) = 2.73 + 0.731. 


12 


La notación ехр(А) representa e”. 


Cocientes 


Supongamos que г» = 0 en la ecuación (11). Entonces 


ret 
ih 


Z _ 


= П и-и). 
22 


Ү2 


тоё 


Рог 1о їашо, 


rı Lal 


21 = AU 
° || 


22 


у (3) = U — Ub = argz¡ — arg 22. 


Es decir, dividimos las longitudes y restamos los ángulos para obtener el cociente de nú- 
meros complejos. 


EJEMPLO 3 ЗЅеап д = 1 +іур = 2 3 — i, сото en el ejemplo 2. Entonces 
| 2eiP/4 ее 
lti = 2 - 22 2 рїї? 25 0.707 (cos 38 + isen $B.) 
23-1 2е%% 2 12 12 


= 0.183 + 0.683i. 
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Potencias 
Si п es un entero positivo, podemos aplicar las fórmulas del producto en la ecuación (12) 
para obtener 


E о NA n factores 


Con z = re obtenemos 


ш = r'e Utut +0 


z = (ле п sumandos 


= (13) 


La longitud r = |z| se eleva a la n-ésima potencia, y el ángulo U= arg z se multiplica por n. 
Si consideramos r= 1 en la ecuación (13), obtenemos el teorema de De Moivre. 


Teorema de De Moivre 


(cos И + і sen U)” = cos nu + ¡sen nu. (14) 


Si desarrollamos el lado izquierdo de la ecuación de De Moivre mediante el teorema 
del binomio y la reducimos a la forma a + ib, obtenemos fórmulas para cos пиу sen nUco- 
mo polinomios de grado п en cos Uy sen U. 


EJEMPLO 4 Sin=3 en la ecuación (14), tenemos 
(cos u + ¡sen и)? = cos ЗИ + isen 3u. 
El lado izquierdo de esta ecuación se desarrolla como 
cos? и + 3і соѕ2 Usen U — 3 cos Usen? U — і sen? u. 


La parte real de la expresión anterior debe ser igual a cos 3U, y la parte imaginaria debe ser 
igual a sen Зи Por lo tanto, 


cos ЗИ = cos? U — 3 cos Usen? Ц 


sen ЗИ = 3 cos? Usen U — sen’? и. ш 


Raíces 


Si z = re'" es un número complejo distinto de cero y n es un entero positivo, hay precisa- 
mente n números complejos distintos wo, W;,..., Wn—1, que son raíces n-ésimas de z. Para 
comprender por qué, sea w = Ге? una raíz de z = re'*, 


п — 
w =z 


pagina = re 
Entonces 
г= 2, 


es la n-ésima raíz real positiva de r. En cuanto al argumento, aunque по podemos decir que 
na y U deben ser iguales, si es posible afirmar que difieren en un múltiplo entero de 2р. 
Es decir, 


па = и+ 20р, Е= 0, +1, +2,.... 
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Por consiguiente, 


Por lo tanto, todas las n-ésimas raíces de z = re'" están dadas por 


n 


2 re = ТСЕ Э k = 0, +1, +2... (15) 


УУ, 


Parecería que hay una infinidad de respuestas distintas correspondientes a la infinidad 
de valores posibles de k, pero k = п + т da la misma respuesta que k = т en la ecuación 
(15). Así, sólo necesitamos considerar n valores consecutivos de k para obtener todas las 
n-ésimas raíces distintas de z. Por conveniencia, consideramos 


FIGURA A.8 Lastres raíces cúbicas de 


с = re", 


k=0,1,2,...,n-— 1. 


Todas las raíces n-ésimas de re™ están en una circunferencia con centro en el origen, 
con radio igual a la n-ésima raíz real positiva de r. Una de ellas tiene argumento a = U/n; 
las demás se distribuyen de manera uniforme en la circunferencia, cada una separada de 
sus vecinas рог un ángulo igual а 2р /n. La figura A.8 ilustra la distribución de las tres raí- 
ces cúbicas wọ, и’, и del número complejo z = re". 


EJEMPLO 5 Cálculo de raíces cuartas 
Calcular las cuatro raíces cuartas de —16. 


Solución Como primer paso ubicamos el número —16 en un diagrama de Argand (fi- 
gura A.9) y determinamos su representación polar ге!“ En este caso, z =—16, r= +16 y 
u= р. Una de las raíces cuartas de 16e'" es 26753, Obtenemos las demás mediante sumas 
sucesivas de 2р /4 = p/2 al argumento de esta primera raíz. Por lo tanto, 


Wo 
2220-0120 . 3p 5р 7 
A т 2 16 exp ip -2өхр (8.38, 39,29) 
| 
2 
Y 
ШЕ 


>< 


y las cuatro raíces son 


WN, i F 23 
ELL wo = 2|cos E + ¡sen | = 2 2(1 +1) 


FIGURA A.9 Las cuatro raíces cuartas de w=2 cos ЗР. + ¡sen Эр -2 2(-1 + 
—16. L 


w=2 соз ЭР- + isen ЭР | = 2 2(—1 = i) 


КЕ 4 
өз = дэв + заа B| = 220 = 0). и 


El teorema fundamental del álgebra 


Alguien podría decir que la invención de 2 —1 está muy bien, y que conduce a un sistema 
numérico más rico que el de los números reales, pero ¿en qué momento se detendrá este 


A.5 Números complejos АР-21 


proceso? ¿Tendremos que inventar más sistemas para obtener Y —1, Ё —1, y así sucesi- 
vamente? Resulta que esto no es necesario. Tales números pueden expresarse ya en términos 
del sistema de números complejos a + ib. De hecho, el teorema fundamental del álgebra 
dice que con la introducción de los números complejos se tienen los números suficientes 
para factorizar cualquier polinomio como un producto de factores lineales y, por lo tanto, 
los números suficientes para resolver cualquier ecuación polinomial posible. 


=1 
anz” + aiz” 289 


El teorema fundamental del álgebra 
Toda ecuación polinomial de la forma 


+ az + a = 0, 


donde los coeficientes ао, а],..., а, son cualesquier números complejos, cuyo 
grado n es mayor que o igual a uno, y cuyo coeficiente principal a,, no se anula, 
tiene exactamente n raíces en el sistema de números complejos, siempre y cuan- 
do cada raíz múltiple con multiplicidad т se cuente como т raíces. 


En casi todos los textos sobre la teoría de funciones de una variable compleja aparece una 
demostración de este teorema. 


EJ ERCICIOS A.5 


Operaciones con números complejos 


1. Cómo multiplican números complejos las computadoras 
Calcule (а, Б) · (c, d)= (ас — bd, ad + bc). 


а. (2,3)* (4, -2) b. (2, —1)- (2, 3) 
с. (—1, 2): (2, 1) 


(Ésta es la forma en que las computadoras multiplican números 
complejos). 


2. Resuelva las siguientes ecuaciones en términos de los números 
reales x y y. 


a (3 +41? — 2(x 


2 
1-1 А 1 E 
b. (E) КЕЧ: 1+1 


с. (3 — 20)(х + iy) = 2(x — 2iy) + 2i — 1 


Graficación y geometría 


3. ¿Cuántos de los siguientes números complejos pueden obtenerse 
geométricamente a partir de z = х + iy? Grafique. 


а. Z b. (-2) 
с. = а. 1/2 


4. Demuestre que la distancia entre los dos puntos z; у 22 en un dia- 
grama de Argand es |2] — 22]. 


En los ejercicios 5 a 10, grafique los puntos z = х + iy que satisfacen 
las condiciones dadas. 


5.а|:-2 51 («2 е. | 22 

6. |z- 1|=2 7.|Е+1|=1 

8. |z +1ļ=|z- 1| 9. jz + = |2 = 1 
10. |z + 1| = || 


En los ejercicios 11 a 14, exprese los números complejos en la forma 
re'", donde r=0 y —р = u= p. Trace un diagrama de Argand para ca- 
da cálculo. 


lg 
15-44 


п. (1 + 2-3)? 12. 


1 + 12 
1-123 


Д 1 


13. 14. (2 + 300 — 21) 


Potencias y raíces 


Use el teorema de De Moivre para expresar las funciones trigonomé- 


tricas en los ejercicios 15 y 16 en términos de cos Uy sen U. 
15. cos 4u 16. sen 4u 


17. Determine las tres raíces cúbicas de 1. 
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18. 
19. 
20. 
21. 
22. 
23. 
24. 


Determine las dos raíces cuadradas de i. 

Determine las tres raíces cúbicas de —87. 

Determine las seis raíces sextas de 64. 

Halle las cuatro soluciones de la ecuación г — 222 + 4 =0. 
Halle las seis soluciones de la ecuación zê + 2z? + 2 = 0. 
Halle todas las soluciones de la ecuación x* + 4x? + 16 = 0. 


Resuelva la ecuación х + 1 = 0. 


Teoría y ejemplos 


25. 


26. 


27. 


Números complejos y vectores en el plano Use un diagrama 
de Argand para demostrar que la ley para la suma de números 
complejos es la mismo que la ley del paralelogramo para la suma 
de vectores. 


Aritmética compleja con conjugados Demuestre que el conju- 
gado de la suma (producto o cociente) de dos números complejos 
т y z2 es igual a la suma (producto o cociente) de sus conjugados. 


Las raíces complejas de polinomios con coeficientes reales 
vienen en pares de números complejos conjugados 


28. 
29. 


30. 


a. Amplíe los resultados del ejercicio 26 para demostrar que 


fZ) = f(z) si 


f(z) = ayz” + ri яр e а а12 + ао 


es un polinomio con coeficientes reales ао,..., аһ. 


b. Sizes una raíz de la ecuación f(z) = 0, donde f(z) es un 
polinomio con coeficientes reales como en el inciso (a), 
demuestre que el conjugado z también es raíz de la ecuación. 
(Sugerencia: Sea f(z) = и + ¡y = 0; entonces и у у deben anu- 
larse. Use el hecho de que f(z) = f(z) = и — iy). 

Valor absoluto de un conjugado Demuestre que |Z| = |z]. 

Cuándo ocurre quez = < Siz y Z son iguales, ¿qué se puede 

decir acerca de la ubicación del punto z en el plano complejo? 

Partes real e imaginaria Sea Re(z) la parte real de z e Im(z) la 

parte imaginaria. Demuestre que se cumplen las siguientes rela- 

ciones para cualesquiera números complejos 2, 2 y 22. 


a. z + Z = 2Re(lz) b. z — Z = 2ilm(z) 
с. |Re(z)| = |z] 
d. |z + |? = |z|? + [52 + 2Re(zız2) 


е. la + z| = |z| +12] 


A6. La ley distributiva para el producto cruzado de vectores 


En este apéndice demostraremos la ley distributiva 


их (У+ у) = 0 Ху+о ху 


que es la propiedad 2 de Іа sección 12.4. 


Demostración Para deducir la ley distributiva, construimos u X у de una nueva manera. 
Trazamos u y v desde el punto común O y construimos un plano M perpendicular a u en O 
(figura A.10). Luego proyectamos у de manera ortogonal hacia M, obteniendo un vector у’ 
con longitud |v |sen и Giramos у’ 90° en sentido positivo respecto de u para obtener un 


М! 


FIGURA A.10 Сошо se explica en el texto, u Х у = |и)у”. 
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vector у”. Por último, multiplicamos у” por la longitud de u. El vector resultante |u |v” es 
igual au X у, pues у” tiene la misma dirección que и X v debido a su construcción (figu- 
ra A.10) y 


ау" | = [ау = [u]|v|senu = |u x у} 
Ahora bien, al aplicar a un triángulo cuyo plano по es paralelo a u, cada una de estas оре- 
raciones: 
1. la proyección sobre М 
2. la rotación de 90° respecto de u 
3. la multiplicación por el escalar | u | 


produce un nuevo triángulo. Si partimos del triángulo con lados v, w y v + w (figura A.11) 
y aplicamos estos tres pasos, obtendremos lo siguiente: 


1. Un triángulo cuyos lados son у’, w' y (у + w)', que satisfacen la ecuación vectorial 
у + у' = (у + ү)’ 

2. Un triángulo cuyos lados son v”, w” y (у + w)”, que satisfacen la ecuación vectorial 
у” + у” = (у + уу)” 


(las comillas dobles de cada vector tienen el mismo significado que en la figura 
A.10). 


(v+ w' 


FIGURA А.11 Los vectores v, w, v + w y sus proyecciones 
sobre un plano perpendicular a u. 


3. Оп triángulo cuyos lados son |u| v”, |u| w” y|u|(v + w)”, que satisfacen la ecuación 


vectorial 
ju| v” + иу" = |и|(у + w)”. 


Al sustituir en esta ecuación |u| v” = u X v,|u|w” = u X w, y |u| (v + м)” = 
u X (v + w) de acuerdo con nuestro análisis anterior, obtenemos 


uXxy+uXxXxw=uX(v+ w), 


que es la ley que queríamos establecer. ш 


А7 | El teorema de la derivada mixta у el teorema del incremento 


Este apéndice muestra una deducción del teorema de la derivada cruzada (teorema 2, sec- 
ción 14.3) y del teorema del incremento para funciones de dos variables (teorema 3 de la 
sección 14.3). Euler publicó por vez primera el teorema de la derivada mixta en 1734, en 
una serie de artículos que escribió sobre hidrodinámica. 
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>< 


k R 


(ab h 


> Х 


FIGURA А.12 Та clave para demostrar 
que f,y(a, b) = fyx(a, b) es que no im- 
porta cuán pequeños sean А”, foy Y fyx 
asumen los mismos valores en algún punto 
dentro de R”, aunque no necesariamente en 
el mismo punto. 


TEOREMA 2 Е teorema de la derivada mixta 
Si f(x, y) y sus derivadas parciales fx, fy, fxy y Уух están definidas en una región 
abierta que contiene un punto (a, b) y son todas continuas en (a, b), entonces 


fx(a, b) = уа, b). 


Demostración La igualdad de f,y(a, b) y fyx(a, b) se puede establecer mediante cuatro 
aplicaciones del teorema del valor medio (teorema 4 de la sección 4.2). Por hipótesis, el 
punto (а, b) está en el interior de un rectángulo R en el plano xy donde f, fx, fy, fxy Y fyx 
están definidas. Sean h у k números tales que el punto (a + h, b + k) también está en А, y 
consideremos la diferencia 


A = Fla + h) — Fla), (1) 
donde 
F(x) = f(x,b + k) — f(x, Б). (2) 


Aplicamos el teorema del valor medio a F, que es continua por ser diferenciable. Enton- 
ces, la ecuación (1) se convierte en 


A = ҺЕ'(сү), (3) 
donde сү está entre a y a + h. De acuerdo con la ecuación (2), 
F'(x) = f(x, b + k) = fx, b), 
de modo que la ecuación (3) se convierte en 
A = Нс, р + k) = fer, b)]. (4) 
Ahora aplicamos el teorema del valor medio a la función g (y) = (сі, y), y tenemos 
g(b + k) — g(b) = kg (1), 
о bien 
14с:) + k) = fci, b) = Ерс, di) 
para alguna d; entre b y b + К. Al sustituir esto en la ecuación (4), obtenemos 
A = hkfylci, dı) (5) 


para cierto punto (cy, d4) en el rectángulo R’, cuyos vértices son los cuatro puntos (a, b), 
(a+h, Б), (a+h, b+k) y (a, b+ К). (Vea la figura A.12). 
Al sustituir la ecuación (2) en la ecuación (1), también podemos escribir 


А = fla + h,b + k)— fla + h,b) — fla, b + k) + f(a, b) 
= [fla + h,b + к) — f(a,b + k)] — [f(a + h,b) — f(a, b)] 


= f (b + k) — f (b), (6) 
donde 


f (y) = fla + h, y) — f(a, y). (7) 
Aplicado a la ecuación (6), el teorema del valor medio nos da ahora 


A = kf '(@›) (8) 


С(ҳ + Ах yo + Ay) 


А(ху, Yo) 


B(X) + Ах yo) 


т 


FIGURA А.13 La región rectangular Т 
en la demostración del teorema del 
incremento. Trazamos la figura para Ах y 
Ay positivos, pero los incrementos pueden 
ser nulos o negativos. 
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para algún d, entre b y b + k. De acuerdo con la ecuación (7), 
(у) = fila + h, y) — Руа, y). (9) 
Al sustituir la ecuación (9) en la ecuación (8) se obtiene 
A = k[fyla + h, d2) — ра, 4›)]. 
Por último, aplicamos el teorema del valor medio a la expresión en corchetes para obtener 
A = khfyx(c2, 45) (10) 


para algún со entre a y a + h. 
Juntas, las ecuaciones (5) y (10) demuestran que 


falci, dı) = fyx(c2, 4»), (11) 


donde (сү, 41) у (Со, 45) están en el rectángulo R’ (figura A.12). La ecuación (11) no es pre- 
cisamente el resultado que buscamos, pues sólo nos dice que f,, tiene el mismo valor en 
(су, dı) que fyx en (со, 45). Sin embargo, los números л y k pueden hacerse tan pequeños 
como se quiera. La hipótesis de que fwy y f, son continuas en (a, b) significa que ў. (сі, 41) 
= f(a, b) + €1 у}, (с, d2) =f, (a, Б) + є, donde є], €, > 0 cuando h, k = 0. Por lo tanto, 
si h у k tienden a cero, tenemos que f,,(a, b) = №, „(а, Р). п 


La igualdad entre f,,(a, Р) y f (a, Б) puede demostrarse con hipótesis más débiles que 
las planteadas. Por ejemplo, basta que f, fx y fy existan en R y que fy sea continua en (a, b). 
Entonces f» existe en (a, Р) y es igual a f, en ese punto. 


TEOREMA 3 Е teorema del incremento para funciones de dos variables 
Suponga que las primeras derivadas parciales de f(x, y) están definidas en una re- 
gión abierta А que contiene al punto (хо, уо), y que fy y fy son continuas en (хо, 
yo). Entonces el cambio Az = f(xo + Ax, yo + Ay) — f(xo, yo) en el valor de f 
resultante de moverse de (Хо, yo) a otro punto (хо + Ах, yo + Ay) en R satisface 
una ecuación de la forma 


Az = (хо, уо) Ах + fy(xo, yo)Ay + €¡Ax + еДу, 


donde cada є], €, >0 cuando Ах, Ay > 0. 


Demostración Trabajamos dentro de un rectángulo Т con centro en А(хо, yo), que está 
dentro de R, y suponemos que Ах y Ay ya son lo bastante pequeños como para que el seg- 
mento de recta que une A con B(xy + Ах, уо) y el segmento de recta que une В con C(xp + 
Ах, yg + Ay) estén en el interior de Т (figura A.13). 


Podemos pensar que Az es la suma Az = Az, + Аг» de dos incrementos, donde 


Azı = fo + Ax, yo) — f(xo, yo) 
es el cambio en el valor de f de A a B, y 
Aza = f(xo + Ах, yo + Ду) — f(xo + Ах, уо) 


es el cambio en el valor de f de Ва C (figura A.14). 
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Yoo В 


y 


Yo + Ay 
(ҳ + Ах yo) С(ж + Ах Yo + Ay) 


FIGURA A.14 Parte de la superficie z = f(x, y) cerca de Ро(хо, yo, F(xo, уо)). 
Los puntos Po, Р” y Р” tienen la misma altura zo = (хо, yo) sobre el plano xy. El 
cambio en z es Az = P'S. El cambio 


Ад = f(xo + Ax, yo) = f(xo, уо), 


que aparece como Р”О = Р'О', es causado al variar х de xy a хо + Ах, mante- 
niendo e igual a yy. Luego, manteniendo x igual a xy + Ах, 


До = f(xo + Ax, yo + Ay) — }( + Ax, уо) 


es el cambio en z causado al variar y de yọ a yo + Ay, lo que se representa como 
Q'S. El cambio total en z es la suma de Az; у Ал». 


En el intervalo cerrado de valores de х que va de xy a хо + Ах, la función Fx) = /(х, 
уо) es una función diferenciable (y por lo tanto continua) de х, con derivada 


F'(x) = f(x, yo). 


Según el teorema del valor medio (teorema 4 de la sección 4.2), existe un valor c de x en- 


tre хоу Xy + Ах donde 
Е(хо Ax) — Е(хо) = Е'(с)Ах 
o 
f(x0 + Ax, yo) — f(xo, уо) = Р.(с, уо) Ax 
о 


Azı = f(c, уо)Ах. (12) 


De manera similar, G(y) = (хо + Ах, y) es una función diferenciable (y por lo tanto 
continua) de y en el intervalo cerrado en y que va de yọ a уо + Ау con derivada 


G'(y) = },(х + Ах, y). 
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En consecuencia, existe un valor d de y entre yọ y yo + Ay donde 


С(уо + Ay) — С(уо) = G'(d)Ay 


flxo + Ах, yo + Ay) — f(xo + Ax, у) = fy(x0 + Ax, d)Ay 


Aza = },(% + Ax, d)Ay. (13) 


Ahora bien, cuando Ах y Ay tienden a cero, sabemos que с —> ху y d — yo. Por lo tan- 
to, como f, y fy son continuas en (хо, yo), las cantidades 


єг f(c, yo) — fx(xo, уо), 


(14) 
єз = },(% + Ах, d) — fy(xo, yo) 
tienden a cero cuando Ах, Ay — 0. 
Por último, 
Az = Да + Ао 
De acuerdo con las 
= f(c, у) Ax + Po + Ax, d)Ay ecuaciones (12) y (13) 


= [f xo, yo) + €¡JAx + [f, (xo, yo) + Є2|Ху Según la ecuación (14) 
= filxo, уо) Ах + fy(xo, уо)Ду + €¡Ax + еду, 


donde єр y є > 0 cuando Ах y Ду — 0, que era lo que teníamos que demostrar. п 


Resultados análogos son válidos para funciones con cualquier número finito de varia- 
bles independientes. Suponga que las primeras derivadas parciales de w = f(x, y, z) se 
definen en toda una región abierta que contiene el punto (хо, Yo, 20), y que / fy y f; son 
continuas en (хо, Yo, Zo). Entonces, 


Aw = f(xo + Ax, yo + Ду, zo + Az) — f(xo, уо, 20) 
= Ах + fyAy + f¿Az + єүАх + єрАу + ezAz, (15) 


donde €, є, єз — 0 cuando Ах, Ay y Az > 0. 

Las derivadas parciales fy, fy, f; de la ecuación (15) deben evaluarse en el punto (хо, 
Уо» Zo). 

La ecuación (15) puede demostrarse considerando Aw como la suma de tres incre- 
mentos, 


Дуу = (хо + Ах, уо, zo) — Р(хо, yo, 20) (16) 
Aw: = flo + Ах, уо + Ду, zo) — (хо + Ах, yo, 20) (17) 
Диз = (хо + Ах, yo + Ду, zo + Az) — f(xo + Ах, yo + Ду, 20), (18) 


y aplicando el teorema del valor medio а cada uno рог separado. Dos coordenadas perma- 
necen constantes y sólo una varía en cada uno de estos incrementos parciales Луг, Ау», 
Луз. En la ecuación (17), por ejemplo, sólo varía y, pues х se mantiene constante igual a хо 
+ Ах, y z se mantiene igual а то, Como хо + Ах, y, 20) es una función continua de y con 
una derivada f,, se sujeta al teorema del valor medio, y tenemos 


Ди» = fy(xo + Ах, у, 20) Ay 


para cierta y, entre уо y уо + Ду. 
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АВ El área de la proyección de un paralelogramo en un plano 


же ! 
Оо ©' 


FIGURA A.15 El paralelogramo 
determinado por dos vectores u y v en el 
espacio, y la proyección ortogonal del 
paralelogramo sobre un plano. Las rectas 
de proyección, ortogonales al plano, son 
paralelas al vector normal unitario p. 


Q(2, -1, 2) 
! 
| k тэ 3,2) 
l = | 
1 52 чы | 
1 
1 
Р. 2,1) 
х 


FIGURA А.16 En el ejemplo 1 se calcula 
el área de la proyección ortogonal del para- 
lelogramo PORS sobre el plano xy. 


Este apéndice demuestra el resultado necesario en la sección 16.5, de que | (u X у) ·р|еѕ 
el área de la proyección del paralelogramo con lados determinados por u y v sobre cual- 
quier plano cuyo vector normal sea p. (Vea la figura A.15). 


TEOREMA 


El área de la proyección ortogonal del paralelogramo determinado por dos vecto- 
res u y v en el espacio sobre un plano con vector normal unitario p es 


Área = |(и x у) pl. 


Demostración En la notación de la figura A.15, la cual muestra un paralelogramo típico 
determinado por los vectores п y у y su proyección ortogonal sobre un plano con vector 
normal unitario p, 


u = РР + +00 


-а6РР -00) (00 = -00) 


=4w + sp. кеч NN 5 a 
De manera similar, ( 99 Jespaaeloap) 
у= у ар 


para algún escalar t. Рог lo tanto, 
u X v = (и + sp) х (у + tp) 
= (и ху) + s(p ху) + tu’ X p) + st(p х р). (1) 
0 


Tanto el vector р X v’ como el vector и’ X р son ortogonales а р. Por lo tanto, al consi- 
derar el producto punto de ambos lados de la ecuación (1) con p, el único término que no 
se anula del lado derecho es (u” X у’) р. Es decir, 


(u х у):р = (0 Xx v')-p. 
En particular, 
|(и ХУ) р| =|(u' x у?) «pl. (2) 
El valor absoluto de la derecha es el volumen de la caja determinada роги’, у’ y p. La altu- 
ra de esta caja particular es |p| = 1, de modo que el volumen de la caja es numéricamente 


igual al área de su base, el área del paralelogramo Р'О'К'5'. Al combinar esta observación 
con la ecuación (2) se obtiene 


Área P'O'R'S' = |(и' x v')-p| =|(u х у) ·р|, 


que dice que el área de la proyección ortogonal del paralelogramo determinado por u уу 
sobre un plano con vector normal unitario р es|(u х у) ·р|. Esto es lo que había que de- 
mostrar. ш 


EJ EMPLO 1 


Calcular el área de la proyección ortogonal sobre el plano xy del paralelogramo determina- 
do рог los puntos Р(0, 0, 3), О(2, —1, 2), RG, 2, 1) y 5(1, 3, 2) (figura A.16). 


Cálculo del área de una proyección 
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Solución Con 


и-РО-2-1-К, = Рб =i+3j=k у р=К, 
tenemos 
2 =1. =] 
2: =] 
(ux у):р = |1 3° == = =7, 
1 3 
0 0 1 
de modo que el área es |(и х у) ·р| = |7| = 7. a 


A9 Fórmulas básicas de álgebra, geometría y trigonometría 


Álgebra 
Operaciones aritméticas 
— aE а 
alb + с) = ab + ac, Dd” bd 
а рс а + be а/ аа 
b d bd > cjd ьс 
Leyes de los signos 
eN -а _ а а 
Бас Ь b =b 


Cero La división entre cero по está definida. 
Р 0 = Өз а 
51а + 0: 2 = 0, а = 1, 0-0 
Para cualquier número а: а ·0 = 0:а = 0 


Leyes de los exponentes 


aa” = grin (аЬ)" — а"Ь", (а")" = а"", а"!" = 2 а" = (2 a)" 
Sia + 0, 
m 
a x - 1 
== а" de ад = 1, а" = z 
а а 


El teorema del binomio Рага cualquier entero positivo л, 
п(п = 1 
( ) -2p 
1-2 


n(n = 1)(п = 2) 
1:2:3 


(а + Б)" = а" + па” 1-4 


ae + пар" + b". 
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Por ejemplo, 


(a+b?=a+2ab+b, (а – Б)? = а? – 2ab + Б? 


(а + by = а + 3a?b + Зар? + b’, (а — b} = а? – За + Зар? – b°. 
Factorización de la diferencia de potencias enteras semejantes, n> 1 
a” — b” = (а 2 5)(а"7! + а" ?b + ar 3p? ЕД ab”? + prat 


Por ejemplo, 
a? — Б? = (a — Ь)(а + b), 
а — b = (а — bla? + ab + Ь?), 


at — Б = (а — Ь)(а? + аЬ + ab? + b’). 
Completando el cuadrado 5їа50, 


m? + br te= afa? + bx) + 

b? эн 

da? 4а? 
2) + (iz) 
— ral -> | + 
4а? 1 4а? й 
2 2 
b de b 
4a? 4a 


b ) Llamamos С 


Esto es (+ * a esta parte 


a(x? + by + 
= 15 + 18 + 
15 + Ds + 


a 


= au? + С (и = х + (b/2a)) 


La fórmula cuadrática Si а = 0 y ax? + bx + с = 0, entonces 


—Ь + 2 b? – Дас 
ж. Я 
2а 


Geometría 


Fórmulas para el área, la circunferencia y el volumen: (А = área, В = área de la base, 
С = circunferencia, $ = área lateral, У = volumen) 


Triángulo Triángulos semejantes Teorema de Pitágoras 
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Paralelogramo Trapecio Círculo 
a 
A= arr?, 
b C=2rr 
b 
A= bh 1 
A= z(a + b)h 
Cualquier cilindro o prisma con bases paralelas Cilindro circular recto 
эртэ < 2 < 
| | | 
h 
Ш! | 
1 у= Вһ 7 | 
В 
М = тг?һ 


S= 2лг = Área lateral 


Cualquier cono o pirámide Cono circular recto Esfera 
q 41 
h 
| 177 
\ 1 
Ñ = у= 38h B V= тг У= 335 = 4пг? 


B S = лг = А геа lateral 


Fórmulas trigonométricas 


Definiciones e identidades fundamentales | 
бепо: sen и = 5 - Ян Т | P(x у) 
Coseno: cos U = z = = 7 О Ч, de 
Tangente: tan U = А = 1 Т 
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Identidades 

sen (~u) = —senu cos (Ч) = cos U 

sen? U + соз^и = 1, sectu= 1 + tan? ц csc? u = 1 + соё u 
sen 20 = 2 sen Ucos U соѕ 20 = cos? u — sen? u 


EE 1 + sozu ius l= cos 2и 
sen (А + В) = sen А соз В + cos A sen В 
sen (А — В) = sen A cos В — cos A sen В 
cos (А + В) = cos A cos В — sen A sen В 
cos (А — В) = cos A cos В + senA sen В 


tanA + tan В 
1 — tanA tan В’ 


(л - Р) = —cosA, cos(a — p) = sen А 


2 
(л + g) = cos А, cos ( + g) = — еп А 


tanA — tan B 
1 + tanA tan В 


tan (А + В) = tan (А — В) = 


ѕеп А ѕеп В = > сов (A — В) сов (A + В) 


cos A cos В = > сов (A — В) + 


1 
2 


cos (А + В) 


ѕеп А соѕ В = > sen (A — В) + > sen (A + B) 


senA + senB = 2sen 1 (A + В) cos y (А — В) 


sen А sen В = 2 cos + (A + B) sen (4 — B) 


cos А + cos В = 2cos 1 (А + В) cos (А = В) 


cosA — cos В = 2sen > (A + B) sen> (А — В) 
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Funciones trigonométricas 


Medida en radianes 


r 


Circunterend? 


ри. = 


=: 
1 и о Ч = 


180° = р radianes. 


Grados Radianes 
45 
№ | № 
45 90 
1 1 
30 
v3 2/ |v3 
90 
1 1 


Dominio: (- со, о) 
Вапдо: [-1,1] 


Dominio: Todos los números reales, 
excepto los múltiplos enteros 
impares de 7/2 


Rango: (- >, о) 
у 
л y = CSC х 
Ш 
| | | 
-т.т0| т 3m 2 
2 2 


Dominio: х + 0, +т, 52т,... 
Rango: (ә, -1] 01, ) 


Dominio: (- о, о) 
Rango: [-1, 1] 


Dominio: х= +17, + 37 


201202 
(-0, -11U [1, ә) 


Rango: 


> < 


N| 
T 
206) 


Dominio: х + 0, +7, +27, ... 
Rango: 


(-ә, ®) 
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Los ángulos de dos triángulos comunes, en grados 
y radianes. 


RESPUESTAS 


: 13. 
CAPITULO 10 
Sección 10.1, páginas 693-697 
1. y? = 8х, F(2,0), directriz: х = —2 
3. х? = —6y, Е(0, —3/2), directriz: y = 3/2 
з. E- 1 F(+2 13,0), У(42,0 = 
54 9 ý (+ id P (+ > ), directriz y = те 
asíntotas: y = х 
ХЭ, Ч 
7. ону =l, FLO), V(+2 2,0) 
15, 
9. т 
х= 13 
хэ-3 
>x 
1 
12 
3 
17. , 
п. : A 
A 2 ‚ә 
4 25 16. 
2 у=? 
>x 
-5 5 
л 
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19. 
>x 
21, y 
A 
Үз 
= » х 
2 
23. y 
A 
6 
>x 
3 
2 2 
х Уг 
25. EN F = 1 


27. Asíntotas: y = +x 


29. Asíntotas: y = +x 
31. Asíntotas: y = +2x 
Р Х 
33. Asíntotas: у = +5 y 
Ё, 2 А 
VIO FF, 
| 27 
> >x 
VIO F F> 
2 2 
х y 
35. y *=1 37, i-=i=1 
и 9 16 


39. (а) Vértice: (1, —2); foco: (3, —2); directriz: x = —1 


(b) 


(у +2)? = 8(х- 1) 


41. (a) Focos: (4 
(b) y 


A 


(0, 3) 


(х-4)2 (у-3)? 
PEE лу. 


+ 2 7, 3) ; vértices: (8, 3) y (0, 3); centro: (4, 3) 


1 
16 9 


(8, 3) 


0 


43. (a) Centro: (2, 0); focos: (7, 0) y(—3, 0); vértices: (6, 0) y (2, 
0); asíntotas: y = 1 (х = 2) 


(b) 


45. (y + 3) = 4(x + 2), 


directriz: x = 


47. (х— 1) = 8(у +7), 


V(=2, -3), F(=1,-3), 


=3 


V(1, 7), Е(1,—5), 


directriz: у = —9 
(+2? (y+ 1)? = 
49, --с z LA) 
N=, +3 = 1), С(—2,—1) 
= 0) 2 252 2 
51. & - KaD 5 1 FG,3)y F(,3), 
V(+2 3 + 2,3), C2, 3) 
=) 2 2:2 2 
s3, СО со, җзузууң(—1,2), 
V(4, 2) y У(0,2); asíntotas: (y — 2) = + 29 (x — 2) 
55. (y +1} - (1+1P=1, C(-1,-1), F(-1,22-1)y 
F(-1,-2 2-1), У(-1,0)уУ(-1,-2), 
asíntotas (y + 1) = +(x + 1) 
57. C(-2,0), a=4 59. V(-1,1), F(=1,0) 
2 («+2 , 
61. Elipse: 5 Fy?=1, С(—2,0), F(0,0)y 
F(-4,0), V(25-2,0)yV(-2 5- 2,0) 
c— 1 2 
63. Elipse: Ө 3 ) к (у= 12 = 1, C(1,1), F(2,1)y 
F(0,1), У(22-1,1)уу(-22-11) 
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65. Hipérbola: (х — 1)? — (у = 2? = 1, C(1,2), 
F(1 + 22,2) y F(1-— 22,2), V(2,2) y 
Ү(0, 2); asíntotas: (y — 2) = (x — 1) 
(у= 32 x 
67. Hipérbola: —— – 5 = 1, C(0,3), F(0,6) y 
F(0,0), V(0, 2 6 + 3)уу(0,-26 + 3); 
asíntotas: y = 2 2x 4 30y= -2 2х +3 
69. y 71. У 
^ х2 +422 4 Тулд +9y2=< 36 
АГ 912 + 16у? = 144 | El | 
>x L >y 
aL 
73. 


77. 


79 
81 


85. 


3x? + 


3у)2-7х-7у-45-0 

. (x +2) + (y — 1) = 13. El punto está dentro del círculo. 
. (b) 1:1 83. Longitud = 22 2, апсһо = 2 2, área = 4 
24p 87. (0, 16/(3р)) 


Ѕесабп 10.2, páginas 701-702 


п. 


15. 


о о 


е 3/5, ASES, 0), x= +25/3 
1/22, F(0, +1), у= +2 
1/23, F(0,+1) у= +3 


2 3/3, F(+2 Ч 0), x= 32 4 9. > 


е = 


е = 


= 
ын y 1 Bes 25 x? L2 
4851 д: дэн 


+ 4900 — 3 

2 х? у? 

e= 1/2 t48 

=P. (А 
4 | 9 


= 1 


1, F(1,4+ 25), e= 2 5/3, 


а 
Ш 
© ь 
y 
т 


Ёс! 
AS 
H 
N 
м 
© 
Е 
ы 
| 
| 
ке, 
Т, 
N 
N 


y 
AA A 
© 
Ї 
A 
222 


» tal tal кә! кә! 
Бэ y 
AS 
eS H 
H № 
MS | | 
2 
m 
о| о 
а 
= 
| 
H 
N 
М 
№ 
= 
© 
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(2-62 MIR 
шан 45! 
Sección 10.3, páginas 707-709 
1. Hipérbola 3. Elipse 5. Parábola 7. Parábola 


. Hipérbola 
‚ х'®— у? = 4, hipérbola 


. у? = 1, rectas paralelas 


11. Hipérbola 13. Elipse 15. Elipse 
19. 4х? + 16у' = 0, parábola 


23. 22 2х? + 82 2y' = 0, 


2 


рагабо1а 


‚ 4х? + 2y? = 19, elipse 
. sena = 1/2 5, cosa = 2/2 5 
. А' = 0.88, В’ = 0.00, С’ = 3.10, р’ = 0.74, Е = —1.20, 


Е' = —3,0.88х'° + 3.10y? + 0.74x' — 1.20y' — 3 = 0, 
elipse 


31. А’ = 0.00, B’ = 0.00, С’ = 5.00, D' = 0, Е = 0, 
Е' = -5,5.00y? — 5 = Оо y' = +1.00, rectas paralelas 
33. А’ = 5.05, В' = 0.00, С’ = —0.05, D' = —5.07, Е = —6.18, 
Е' = -1,5.05x? — 0.05у? — 5.07x' — 6.18у — 1 = 0, 
hipérbola 
2 12 2 э 
х’ y y 2 
35. (@) у=! (087257 1873 
(с) х? Y у? Эн а2 (а) y -Ly 
y ИЙГ Ё 
(e) у == tm 
37. (а) x? — y? =2  (b)x?-y?=2a 483. (a) Parábola 
45. (a) Hipérbola 
(b) 
© у= t3 
©$есаоп 10.4, páginas 712-713 
1. 3. 
$ 
A х2 у? 
5 167257 
ї= п 1=0 m 
\ 0 ye 
\ 1 
\ / 
х , 
Эс 2” 


у= Ух 


l >x 


1 >x 


у=\4-х“ |2 6-0 


+ >x 


15. х = asen? 1tant, y = asen? t 


‚ (a) (3, 0) 


13. x= (a — Б) соѕи + Е — tu), 


y = (а = b)senu — psen(£2u) 


17. (1,1) 


Secdión 10.5, páginas 718-719 
1. a, e; b, g; c, h; d, f 


(a) (28 + эр) у (-® + (2n + Ор). n un entero 


(b) (2, 2np) y (22, (2n + 1)p), nun entero 


(c) (228 + р) у (-›.2Р + (2n + гр) 
п un entero 


(d) (2, (2n + 1)p) y (-2, 2пр), nun entero 


(b) (3,0) (о (-1,23) @ (1,2 3) 


(е) (3,0) @(,23) (в) (3,0) h (-1,2 3) 


11. 


19. 


23. 
25. 
27. 
29. 
31. 
33. 
35. 
37. 
39. 


41. 
43. 
45. 


47. 
53. 
57. 


61. 
63. 


х = 2, recta vertical que pasa por (2, 0) 

y = 0, el eje x 

y = 4, recta horizontal que pasa por (0, 4) 

x + у = 1,гесїа,т = —1,b = 1 

х? + у? = 1, circunferencia, С(0, 0), radio 1 

y — 2х = 5,rectam=2,b=5 

у? = х, parábola, vértice (0, 0), abre hacia la derecha 
y = e*, gráfica de la función logaritmo natural 


x + y = +1, dos rectas de pendiente —1, intercepciones con el 
ејеур = +1 
(х + 2) + y? = 4, circunferencia, С(-2, 0), radio 2 
x? + (y — 4) = 16, circunferencia, С(0, 4), radio 4 
(х= 1)? + (y = 1)? = 2, circunferencia, С(1, 1), radio 2 2 


23y+x=4 49. rcosu=7 51. u= p/4 
r=20r=-2 55. 42 соѕ2 и + 9r? sen? u = 36 
гѕеп2 О = 4cosu 59, r= 4senu 

r? = 6rcos и — 2rsen U — 6 


(0, Ч), donde Ues cualquier ángulo 


Gepítulo 10: Respuestas 


Sección 10.6, páginas 725-726 
1. Ejex 3. Eje y 
y A 
А А 
г= 1+со$@ r=1-seng 
1 ON оо 
21 -2 
5. Eje y 7. Eje x 


9. Eje x, eje y, origen 


11. Eje y, eje x, origen 


13. Eje x, eje y, origen 


R5 


r2=-senb 


15 


. Origen 


>x 


>x 
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17. La pendiente (—1, р/2) es —1, en (—1, —p/2) es 1. 


>x 


19. La pendiente (1, p/4) es —1,en (—1, —p/4) es 1, en 
(-1,3р/4) es І, en (1, —3p/4) es —1. 


21. (a) › (5) у 


23. (а) y (b) 


NIW 
» 


>x 


NI= 
NID 


25. y 27. 


>x 


31. (0,0), (1, p/2), (1, 3p/2) 

33. (0, 0), (2 3, p/3), (-2 3,-р/3) 

35. (2 2, +p/6), (2 2, +5p/6) 

37. (1, p/12), (1, 5p/12), (1, 13p/12), (1, 17p/12) 


43. (a) 51. 2y = 22.5 

Ѕесабп 10.7, páginas 730-731 

1. 18р 3. р/8 5.2 memi 9. 5p – 8 
11. 323- p з. Р + 2,5 15. 12р — 92 3 


17. (а) 3- р 


19. 19/3 21. 8 
23. 3(22-1(1-22)) 25. 8-4 27. 2р 


+ 
з1.2р(2-22) 37. (34 o) 


29. p2 2 
Secdón 10.8, páginas 737-739 
1. rcos(u— р/6) = 5,y = – 2 3x + 10 


3. гсоѕ (и – 4р/3) = 3, у = (2 з/3)х -223 


у= (2 3/3)x +22 3 


7 
9. rcos (4-5) =3 П. rcos (4-5) - 5 


13. r=8cosu 15. г = 22 2senu 


19. С(1, р), radio = 1 21. (х 


23. x? + (у — 5)? = 25, ғ = l0senu 
25. (х + 1) + y? = 1,r = —2сови 


27. x? + (у + 1/2? = 1/4, г = —зепи 29. г = 2/(1 + cosu) 


31. r = 30/(1 — 5 sen u) 
35. r = 10/(5 — sen u) 
37. : 39. : 


A 


33. r = 1/(2 + cos u) 


= 


17. C(2, 0), radio = 2 
6? 4 у? = 36, г = 12cosu 


10-5 cos ө 


41. ; 43. j 


A 
шог гж - 8 
50 т 400 12-2910 


E ттт 


0O=r=2c0s0 


57. (b) 2 | 
Planeta Perihelio Afelio 
Mercurio 0.3075 UA 0.4667 UA 
Venus 0.7184 UA 0.7282 UA 
Tierra 0.9833 UA 1.0167 UA 
Marte 1.3817 UA 1.6663 UA 
Júpiter 4.9512 UA 5.4548 UA 
Saturno 9.0210 UA 10.0570 UA 
Urano 18.2977 UA 20.0623 UA 
Neptuno 29.8135 UA 30.3065 UA 
Plutón 29.6549 UA 49.2251 UA 

59. (а) х2 + (у – 22 = 4,х= 2 3 

(b) y 


r=4sen0 


(243, 7/3) 
(43, 3) 


2, 7/6) 
(УЗ, 1) 


>x 
r =V3 s0 


61. r= 4/(1 + cos u) 
63. (b) Los clavos deben estar separados 2 pulgadas 
65. r = 2a sen U (una circunferencia) 


67. rcos (ч — а) = p (una recta) 


Беаасѕ prácticos, páginas 740-743 


5. 


11. 


13. 


15. 


17. 


19. 


21. 


23. 
29. 


33. 


37. 


45. 


51. Las gráficas coinciden. 


Capítulo 11: Respuestas R-7 


e = 3/4 7. е= 2 


. (1-2)? = –12(у – 3), И(2, 3), (2,0); directriz: y = 6 


EE. 0+5? 


=1, C(-3,-5), V(-3,0) y 


9 25 
ү(-3, —10), F(=3, —1) y F(=3, -9) 

-222 (1-27 - н 
b 8 е a -1, C(2,22 2), У(2,42 2) y 


V(2,0), F(2,2 10 + 22 2) y F(2,-2 10 + 22 2); 
asíntotas: y = 2x — 4 + 22 2уу- —2х+4+222 


=y 
4 
VQ + 2,0), С(2,0); asíntotas: y = +5 (х — 2) 


Hipérbola: 


y?=1, F(2+ 25,0), 


Parábola: (y — 1)? = —16(х + 3), У(-3,1), 
F(—7, 1), directriz: x = 1 
Era”. (у-28- 


Elipse: + — 1, F(+2 7-3,2), 
Ү(+4 — 3,2), С(—3,2) 
Circunferencia: (х 1? + (у= 1? = 2, C(l, 1), radio = 


22 
Elipse 25. Hipérbola 27. Recta 
Elipse, 5х2 + 3y? = 30 31. Hipérbola, y? — х? = 2 


41. (1) 43. k) 


O=r=6c0s0 


@ 47. (0,0) 49. (0,0), (1, +p/2) 


53. (2 2,p/4) 


R-8 Capítulo 11: Respuestas 


55. y=(23/3x-4 57. х=2 59% y=-3/2 


19. х = (a + b)cosu— pcos(£ - tu), 


61. х2 + (у + 2) = 4 63. (x- 2 2) + у2= 2 


_ a+b 
65. r= —5senU 67. г = 3cosu y = (a + b)senu— bsen( b u) 
69. 21. (a) r= e20 (b) E ete — 1) 23. Зэр -ар22 
Ч вон 25. в. раа. 29. (ау 120° 
чихэн : 1 + 2cos u : 2 + senu : 


>x 


31. 1 Х 107 miles 33. e= 2 2/3 35. Sí, una parábola 


i 37. (a) r= 2a (у r= =” 
1-4 cos(u = р) 
73. "== 75. == 77. 9p/2 И 
79. 2+р/4 81.8 83 р-з 85(2-22)р © =T Zenu 
мл. 43. p/2 47. (2 4818 51. p/2 53. р/4 


Bjercidos adicionales y avanzados, páginas 743-745 
1. 3. 3x? + 3y? — 8y +4=0 CAPITULO 11 


elar Secdón 11.1, páginas 757-761 
І. a, = 0, a = —1/4, az = —2/9, а = —3/16 
3. = l,a = 1/3, аз = 1/5, as = 1/7 
F(4, 0) 5. ар = 1/2, a = 1/2, аз = 1/2, a4 = 1/2 
3 7 15 31 63 127 255 511 1023 
52247 87167327 647 128° 256” 512 
1 11 1 1 1 1 1 
9. 2,1, 2 48165 32° 6F 128 256 
2 11. 1, 1,2,3, 5, 8, 13, 21, 34, 55 13. а, = (—1)"*1, п > | 
) 2x? 


AAA Бш тал ру 
0 


7. 1 


15. а, = (—1)"“!(л),п>=1_ 17. а„=п?—-1,п>1 


7. (а) ———-=1 o =1 LELI 
(97-16 0) 25 75 19. a, =4n-3n=1 21. а= 


п. 13. 23. Сопуегре, 2 25. Converge, —1 27. Converge, —5 
3 y 29. Diverge 31. Diverge 33. Converge, 1/2 


са y) 4 35. Сопуегве, О 37. Converge, 2 2 39. Converge, 1 


‚п > | 


916 41. Converge,0O 43. Converge,0 45. Converge, 0 


7 


47. Converge,1 49. Converge, е 51. Converge, 1 


I Lx 53. Converge,1 55. Diverge 57. Converge, 4 


59. Converge,0 61. Diverge 63. Converge, e`! 
65. Converge, е?З 67]. Converge, х (х > 0) 
69. Сопуегее, О 71. Converge, 1 73. Converge, 1/2 
75. Converge, р/2 77. Converge,0 79. Converge, 0 
. Converge, 1/2 83. Converge,0 85. х, = 2"72 
15. 17. 87. (а) f(x) = x? — 2, 1.414213562 ~ 2 2 

(b) f(x) = tan (х) — 1, 0.7853981635 = p/4 

(с) f(x) = е", diverge 
89. (b) 1 97. No decreciente, acotada 
99. No es no decreciente, acotada 


lo 
+ 
ә 
1 
N 
О 
! 
© 
[ej] 
= 


А 
9x2 +4у2—-36=0 


101. Converge, teorema de la sucesión no decreciente 


103. Converge, teorema de la sucesión no decreciente 
105. Diverge; definición de divergencia 109. Converge 
111. Converge 121. № = 692, а, = 2 0.5, L = 1 
123. № = 65, а, = (0.9)", 1 = 0 125. (b) 2 3 


Secdón 11.2, páginas 769-771 
2(1 — (1/3)" 1-1(-1/2у 
tee Ap ыг 
1 = (1/3) 1 = (1/2) 
1101 1,1 1-4 
S s= p2 “90-27 16 738 
Е СЕС 
"4016 6° 73 
S 1 a lr ү. 03 
O ер 
11 О ЕСА Р г. 
ызы G 1) (1 5) | G 15) 6 
15.1 17.5 19 1 21 -5 23. Converge, 2 + 2 2 
2 
25. Converge,1 27. Diverge 29. Converge, 3 —- 
е2 — 
31. Converge, 2/9 33. Converge, 3/2 35. Diverge 
37. Diverge 39. Converge, p 
41. а-1,г = —x; converge al 1/(1 + х) para|x| < 1 
43. a = 3,r = (x — 1)/2; converge al 6/(3 — x) para x en (—1, 3) 
1 1 1 
45. ll <= 47. 2<х< 0,5 
49. х = (2k + 105 p , k un entero; == 
1 = senx 
51. шил. 53. r 55. 1/15 57. Биг ын 


(а) 3, E ш +5) O > (п + JG +3) 
(©) > (re T 22) 


п=5 


69. (а) r=3/5 (Б) г = -3/10 
т. | | «1, 32500328 75.8п? 
=? 
4 п—1 
77. (а) (4) 
‚1, 1[4\,, 21(4ү 
(b) A, = A 4 зА | (л | | 19) А, 
тог” 
А = 1 › Иш A, = 22 3/5 
Secdón 11.3, páginas 775-777 
1. Converge; serie geométrica, г = 10 < 1 
3. Diverge; lím = 150 5. Diverge; serie p, р < 1 
n>0o0n + 1 
7. Сопуегре; serie geométrica, r = i <1 
9. Diverge; prueba de la integral 
11. Converge; serie geométrica, r = 2/3 < 1 
n 
13. Diverge; prueba de la integral 15. Diverge; ш n aI +0 
17. Diverge; Ит„— ( 2 п/а п) + 0 


Gapítulo 11: Respuestas R-9 


19. Diverge; serie geométrica, r = 5 > 1 
21. Converge; prueba de la integral 23. Diverge; prueba del 
n-ésimo término 
25. Converge; prueba de la integral 27. Converge; prueba de la 
integral 
29. Converge; prueba de la integral 31. а = 1 
33. (b) Alrededor de 41.55 
35. Cierto 
Sección 11.4, página 781 
1. Diverge; comparación del límite con Х| 1/2 п) 
3. Converge; compare con > ( 1/ 2) 
5. Diverge; prueba del n-ésimo término 
n 3 п Y 1Y 
7. Converge; (5 + 3 « (4) = (3) 
9. Diverge; comparación directa con У(1/п) 
11. Converge; comparación del límite con У (1/ n?) 
13. Diverge; comparación del límite con È (1/п) 
15. Diverge; comparación del límite соп > (1/n) 
17. Diverge; prueba de la integral 
19. Converge; compare con У.(1/л?/?) 
21. Converge; 2 х эп 23. Converge; з < = 
25. Diverge; comparación del límite con У(1/п) 
27. Converge; н соп > (1/п?) 
29. Converge; tani т" Бан 
n` n 
31. Converge; compare con Х(1/п2) 
33. Diverge; comparación del límite con 2(1/п) 
35. Converge; comparación del límite con >(1/n?) 
Sección 11.5, página 786 
1. Converge; prueba de la razón 3. Diverge; prueba de la razón 
5. Converge; prueba de la razón 


7. Converge; compare con >(3/(1.25)") 


. Diverge; compare con >(1/n) 


» Converge; prueba de la razón 


. Diverge; prueba de la raíz 
» Converge; prueba de la razón 


n 
Diverge; lím ( = 3) =e 
n—00 


. Converge; compare con N(1/n?) 
. Diverge; compare con > (1/(2n)) 


17. Converge; prueba de la 
razón 


Converge; prueba de la razón 21. Converge; prueba de la razón 


» Converge; prueba de la raíz 
» Converge; compare con У(1/п2) 
. Converge; prueba de la razón 29. Diverge; prueba de la razón 


33. Converge; prueba de la razón 


1/n! 
. Diverge; a, = (3) -» 1 37. Converge; prueba de la razón 


41. Converge; prueba de la raíz 
47. Sí 
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Зесада 11.6, páginas 792-794 
1. Converge, de acuerdo con el teorema 16 3. Diverge; а, + 0 
5. Converge, de acuerdo con el teorema 16 7. Diverge; а, —> 1/2 
9. Converge, de acuerdo con el teorema 16 
11. Converge absolutamente. La serie de valores absolutos es una 
serie geométrica convergente 


13. Converge condicionalmente. 1/2 п—0 pero Хус 2 diverge. 
n 


15. Converge absolutamente. Compare соп 3,-1(1/n?). 


17. Converge condicionalmente. 1/(n + 3) > 0 pero Хус 


| 25 п+ 3 
diverge (compare соп Ў, -1(1/л)). 
р 3410 
19. Diverge; AT 1 
21. Converge condicionalmente: (2 + z) 0 pero 
(1 + п)/п2 > 1/n в 
23. Converge absolutamente; prueba de la razón 
25. Converge absolutamente por la prueba de la integral 
27. Diverge; а, + 0 
29. Converge absolutamente por la prueba de la razón 
31. Converge absolutamente; —, | = E 
п + 2п + 1 п 
251 п+1 
33. Converge absolutamente ya que COMP | = | 7 - ! 7 
п2 п pas п? 


(serie р convergente) 
35. Converge absolutamente por el criterio de la raíz 
37. Diverge; а, > ОО 
39. Converge condicionalmente; 2 п + 1 = 2 n=. 
1/( 2n+2n+ 1) —> 0, pero la serie de valores absolutos 
diverge (compare соп Y ( 1/2 п)) 
41. Diverge, а, >1/2 + 0 
2 2e" 


43. Converge absolutamente; sech п = r4 eo” а ү 1 
Je” 


2n 

e 
45. |Error| < 0.2 47. |Error| < 2 х 10! 49. 0.54030 
51. (a) аһ = An+1 (b) -1/2 


= —, un término de una serie geométrica convergente. 
e 


Sección 11.7, páginas 804-805 
1. (a) 1,-1<x<1  (b)-1<x<1 (с) ninguno 
3. (а) 1/4,-1/2<x<0 0)-12«х«0 (с) ninguno 
5. (а) 10,—8 <x < 12  (b) -8<x<12 (c) ninguno 
7. (a) 1-1<x<1  (b)-1<x<1 (0 ninguno 
9. (а) 3,-3=x=3 (b-3=x=3 (c) ninguno 


11. (a) оо, para todax (Б) paratodax (с) ninguno 
13. (а) 00,paratodax (Б) paratodax (с) ninguno 
15. (а) 1,-1 =х<1  (b)-1<x<1 (c)x=-—1 
17. (а) 5,-8<x<2 (Ы) -8 <х<2 (с) ninguno 
19. (а) 3,-3<x<3 (b)-3<x<3 (с) ninguno 
21. (a) 1, -1<x<1  (b)-1<x<1 (с) ninguno 
23. (а) 0,x=0 (0) х=0 (с) ninguno 
25. (а) 2,-4<x=0  (b) -4<x<0 (0 х= 0 
27. (a) 1l-1=x=1 (b-1=x=1 (c) ninguno 
29. (а) 1/4,1 = х= 32 (bl=x=<3/2 (с) ninguno 
31. (а) 1, (-1 = р) =х< (1-р) 

(Ы) -1-р)«х« (1-р) (х= -1-р 


33. —1 < x < 3, 4/(3 + 2х — x°) 
35. 0 < x < 16, 2/(4- 2 х) 
37. -22<х< 2 2, 3/(2 – x?) 
39. 1<х< 5, 2/(х— 1), 1 <х < 5, -2/(x — 1)? 
2 „4 6 
41. (а) соѕх = 1 51 | т а | 
х5 x! А 
8110! + +++; converge para toda х 
(b) y 
233 2567 21x1 2959 2\11! 
(© 2х— сус + су 7! 7-0) meo. 
х2 „к. Же SA р р 
43. a) 508 ту +25 “2520 1408 272 
Е ЗЭХ. . ж „р 
(b) 1+х T 3 T 45 "315 Т 2 2-3 
Sección 11.8, páginas 810-811 
1, Рф) = 0, Рх) -х-1,Р9) = (к 1) }(х— 1), 
a 1 2,1 3 
Рух) = (х—1)—5(х—1)#+х(х—1) 
1 11 
3. Рох) = Р(х) = 7 д(х— 2), 
o1 1 1 3 
Р(х) = > 400-2) + р(х 2), 
224 1 1 2-1. 4 
Psx) =53 4-2) + р(х 2) – те(х 2) 
х..23 222-9257. p 
5. Рох) = 5, Р(х) = 5 + <> (+ p), 
232 эд p\ 22 р\ 
Рх) == 2 ( 3 4 (+ 3 ? 
л BEA р\ 22/ př 
Р(х) == 2 (+ 3 4 (+ 3 
231. pï 
12 4 
7, Р(х) = 2,Р(х) = 2 + la 4) 
: Ї 1 2 
Р(ху)= 2+ у(х—4) — GU 4), 
Рух) = 2 + L(x- 4) -L(x 49+ Дү 4) 
3 4 64 512 
шор i сан А Хо 
9. 2, п! 1 XT 21 31 T 4! 
11. > ( П)" =1-x+12-x+ 0. 
n=0 
оо (= 1)"32"+ 152"! оо (= 1)^х2" оо х2" 
2 ar "24 "Aa 
19. х – 2x? — 5х + 4 
21. 8 + 10(х — 2) + 6(x — 2)? + (x — 2)? 
23. 21 — 36(x + 2) + 25(х + 2} — 8(х + 2)? + (х + 2) 
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ha 21 121 
25. 20" +D(-1) 27. Sge - 2)" AAA E 
33. L(x) = 0, Q(x) = -x/2 35. L(x) = 1, Q(x) = 1 + х2/2 11. (1+ х) = 1 + 4x + 6x? + 4° +x’ 
37. L(x) = x, Q(x) = x 13. (1-21 = 1 — бх + 12x? — 8x? 
ак > Сар My N E 1-5 > n == Xx 
а 383 15. у= У пх е 17. у= Y (x"/n!) = e* — 1 
Ѕесабп 11.9, páginas 819-822 п=0 M 21 
(= шин 2..2 3, 3 оо оо 2п : 
1. > 5х + Ё i pates 19. y= X (x"/n) = е -x-1 21. у= Y 223 = *® 
` ` n=2 n=0 : 
оо п 2п+1 оо n+1,2n+1 
3. У жй (3) Н — 5( -1) Ч х di Е оо n 2 _ оо хэлэ Е 
E  (О2п +1)! E (20-01) 23. у = У; 2х Е 25. у = >, a ГИЙН senh x 
5 3 5x5 5x7 n=0 х п=0 (2п “р 1)! 
de a | 5! | 71 | +++ (- DL 2n 
| | | 27. у=2+х Э» 
: оо (-1/(х + 1) дар (21)! 
: п=0 (2n)! оо х2" оо хэлж! 
a 29. y=x-2 
7 San РЭ? БЭ, | y 1” y & Ол)! 32 бу 2n + 1)! 
An 2! 3! 4! 
1 ах* bx х! 
оо (-|үцү2л 4 6 8 10 = а 4 | 5: | 
y AO. са? хүж” O gaa уса + Буке Л ис: 
5 (2n)! 41 6 8! 10! Да bx? 
pa? р? рё? оо (—1)"р?лу?п+! 3-4:7-8 4-5-8-9 
11. х шин хаг = 
2! 4! 6! mo (л)! 33. 0.00267 35.01 37. 0.0999444611 39. 0.100001 
Е (—1)"(2х)?” 3 7 11 
13. 14 - : 3 х Жз эӊ. Ж 
2, 2: (2n)! 41. 1/(13-6)) = 0.00011 43. 7-3 + түге 
ay (2х) ay, ar de ozi 
24-21 244 2628 06 Аа 
! ! ! ! : 5 DP 
15. ХЭ» (25-25 H 2x3 + 4х + (Ы) х2 ха хб х Боож CD" x32 
E 2 3-4 5-6 7-8. | 31-32 
17. Ya! = 1 + 2х + 3х2 + 4х9 + 47. 1/2 49. -1/24 51. 1/3 53.—1 55.2 


18 59. 500 términos 61. 4 términos 
19. |x| < (0.06)'% < 0.56968 


3 5 7 
21. |Епог| « (1073)2/6 < 1.67 х 10, -10° <x<0 63. (а) х 4 | р | нэ radio de convergencia = 1 
23. |Елтог| < (301)(0.1)/6 < 1.87 х 1074 25. 0.000293653 
(b) p E _ 3х5 5x1 

27. |x| < 0.02 31. senx, x = 0.1; sen (0.1) 9 7-6 40 112 
33. tan x= p/3 65. 1—2х+3х2— 4х9 + TL (с) 3р/4 

3 5 6 
35. e senx=x + х2 4 E a ol 

i р, Ѕесабп 11.11, páginas 838-839 
43. (a) О(х) =1 + kx 4 5 2 (b) рага0 = х < 10077 1. f(x) = 
49. ()-1 œ (1/22)(1+0 (e) —i y 

2113 l 5 2 

53. х+ х + 35 730275 será convergente para toda х Я 


Ѕесібп 11.10, páginas 831-833 


2 3 1 1 1 1 >x 
‚^_^ у Х pl 3215 з, 0 т т Эт 2 
1. 14 2 8 Т 16 3. 14 23 87 Т 167 Т 7 2 
2 3 3 6 9 
5. 1—х- 3х х 7.1 х 3х 5х 


4 2 2 8 16 


В-12 сзрїмо11: Respuestas 


2 2(—1)"*! sen (nx) 


3. f(x) = >, A 
: 
| 
1 1 1 >x 
0 т т 3т т 
2 2 
-ZF 
Р РУ — 1 G | У соѕ (пх) 5 n sen (nx) 
p 2 n=1 п? +1 n=1 n? +1 


0 т т Зп 2 
2 2 
1 1 al + (1) 
7. f(x) = =соѕх 4 sen nx 
2 рз p 
9 
А 
1 
1 1 1 >x 
0 т т 3т 27 
2 2 
=] - 


Беаасѕ prácticos, páginas 840-842 
1. Convergeal 3. Converge a —1 
7. Convergea0 9. Converge a 1 
13. Convergea3 15. Converge a In 2 
19. 1/6 21. 3/2 23. e/(e — 1) 
27. Converge condicionalmente 
31. Converge absolutamente 
35. Converge absolutamente 
39. Converge absolutamente 


41. (а) 3-7 =х<-1 (b)-7<x< -1 


) 


11. Converge a e > 


5. Diverge 


5 


17. Diverge 
25. Diverge 

29. Converge condicionalmente 
33. Converge absolutamente 


37. Converge absolutamente 


(с) x= -7 


43. 
45. 
47. 


(а) 1/30=x=2/3 (0) 0 =х= 2/3 (с) ninguno 
(а) 00, para toda х 


(а) 23,-23-х-23 


(b) para toda x 
b) -23<x<23 


(с) ninguno 


(c) ninguno 


49. (a) e, -e<x<e (b)-e<x<e (е) conjunto vacío 
51 р у 53 O 55. e*,In2,2 57 Уо" 
“14245 . Sen х, р, Г ЕШШ, 27-54 
оо = 1)" 21-41, 21-41 оо = 1)" „5п 
59, Ср 61. > (DES 
n=0 (2n T 1)! n=0 (2n)! 
Z ((рх)/2)" 
бэ 
п=0 п. 
484 (x+ 1) | З(х + 1) | 9(х + 1) Эр 
2-1! 2.21 2.31 
1 1 21 2 1 3 
67. 4 pe 3) + 25 (х — 3) ис 3) 
оо Ena 2 Е 
69. у 2, z! 
оо —1)"2" 
71. таа "= Зе > 
n=0 п. 
73. у= —1 — x +2) (x"/n!) = 2e* — 3x – 3 
n=2 
75. y =1+x+ 2D (x"/n!) = 2e* – 1 – х 
п=0 
77. 0.4849171431 79. ғ 0.4872223583 81. 7/2 
83. 1/12 85. -2 87. r= —3,s = 9/2 
89. (b) |еггог| < [sen (1/42)| < 0.02381; una subdeterminación, 
уа que el residuo es positivo 
n+ 11 : 1 
91. 2/3 93. m( 277 ):ь serie converge a (1). 
95. (а) о (Ы) а-1, b=0 
97. Сопуегре 


105. 


1 2 2sen ((2п — 1)x) 
n=1 (2п нэ р 


2 


2 4cos ((2n — 1)x) 2 2 ѕеп ((2n — 1)x) 
107. Y юэ E2 1 

п= р(2л 1) п=1 п 

A 

ын 

0 E 

2 

Sr 


Bjercidos adicionales y avanzados, páginas 843-847 


1. Converge; prueba de comparación 3. Diverge; prueba del 
n-ésimo término 
5. Converge; prueba de comparación 7. Diverge; prueba del 
n-ésimo término _ 
23 1 2 
9. Cona = р/3, cosx 7 (х= p/3) qe p/3) 
сда з 4 
Ei = 0/3)? 3 
2. Е 
11. Con a = 0, = 1+ х 4 Ji Ї | | 
13. Соп а = 22р, соѕх = 1 TE 22р)? + + (х — 22р)* 
1 
-g7 22р)ё + 
15. Converge, límite =b 17. p/2 23. b= +i 
25. а= 2, L = —7/6 29. (b) Sí 
со 
35. (a) >л"! (6 (©) 1/4 
п=1 
37. (a) В, = Сое *“(1 — е"*®)/(1 — e), 
К = Cole *°)/(1 — et) = Су (ек — 1) 
(b) К, = 1/e = 0.368, 
Rio = R(1 — е 1%) ~ К(0.9999546) ~ 0.58195; 
К = 0.58198;0 < (R — Rjo)/R < 0.0001 
(с) 7 
CAPÍTULO 12 
Sección 12.1, páginas 852-853 
1. La recta que pasa por el punto (2, 3, 0) paralela al eje z 
3. Elejex 5. La circunferencia x? + y? = 4 en el plano xy 
7. La circunferencia х? + z? = 4 en el plano xz 
9. La circunferencia y? + z? = 1 en el plano yz 
11. La circunferencia x? + y? = 16 en el plano xy 
13. (a) El primer cuadrante del plano xy 
(b) El cuarto cuadrante del plano xy 
15. (a) La bola de radio 1 con centro en el origen 
(b) Todos los puntos a más de una unidad del origen 
17. (a) El hemisferio superior de radio 1 con centro en el origen 


(b) El hemisferio superior sólido de radio 1 con centro en el origen 


Gepítulo 12: Respuestas 


R-13 


19. (а) х-3 (by=-1 (0:--2 
21. (а) 2-1 ()х-3 (ce) y=-1 
23. (а) 12+(y-2?=42=0 

(b) (у= 22 + 22 = 4,х= 0 (е) х2 + 2 = 4,у= 2 


25. (а) у = 3,z = –1 


(0) х= 1,5 = -1 
27. x? + y? + 02 = 25,:= 3 29. 


33. (а) (х—1)#+ РЕ 


(b) œ- Тр 1}? + (z 
35. 3 37.7 39.223 
43. С(2 2, 2 2, -2 2),a = 2 2 
45. (х— 1} + (у = 2? + (z 


41. С(-2,0, 2), а = 22 


() х= 1,у = 3 
0=:=1 31:50 
1? < 1 
1? > 1 


NI 


47. (x +2} +y? +z = 3 


”" o(-, 1 На 223 


pP pP 4 4 


3) = 14 
49. С(—2, 0,2), а = 2 8 


53. (а) 2 у2 +z? b) 2х2 +:2 (е) 2 х2 + y? 

55, 21742 3346 

Sección 12.2, páginas 860-862 

1. (а) (9,6) (5) 32 13 3. (а) (1,3) œ) 2.10 
5. (a) (12,19) (b) 2 505 7. (а) (52) (b) 217 
9. (1,—4) 11.(—2,—3) 13. (42) 


21. (3,5, —8) 


23. El vector v es horizontal y tiene 1 pulgada de largo. Los vectores u 


w tienen п 
У 16 


pulgadas de largo. w es vertical у и forma un ángulo 


de 45° con la horizontal. Todos los vectores deben trazarse a escala. 


(b) 


(a) y 


(c) 


o Ф 
25. (363) 28) 27. 5(К) 


1/1 1 1 
29. ( і j к) 
А2123 23 23 


31. (а) 2i (b) -2 3k © лр} + žk 


33. 5 (12i — 5k) 
55 {аузу A ы 
522 522 22 


U+vV+w 


-v (4) 
1 


2 (d) 8-2) + 3k 


(b) (1/2, 3, 5/2) 


R-14 оро 12: Respuestas 


1 1 1 579 
37. (a) і Г k b) G 5 2) 
23 23 -23 222 
39. A(4,-3,5) 4. а= 3, b= 1 43. 52 31, 5 
45. =(—338.095, 725.046) 
47. (а) (5 соѕ 60°, 5 ѕеп 60°) = G 523) 


(b) (5 cos 60° + 10cos 315°, 5 sen 60° + 10 sen 315°) = 
5 + 102 2 523 – 102 2 
2 : 2 


49. (а) Zi+Íj-3k (b)i+j-2k (с) (2,2,1) 


Sección 12.3, páginas 870-873 
1, (а) —25,5,5 (0-1 (0-5 (d) -21+4-=25k 
3. (a) 25,15,5 (b) > (с) 3 (4) 5 (101 + 11) — 2k) 
5. ()2,2342з у= = (о —— 
23234 23 
Lo. 
(4) 37 (5j — 3k) 
7. @ 10 + 217,226,221 q L 
2 546 
10 + 2 17 E 
(с) 23 (4) — бї +j) 


9. 0.75 radianes 11. 1.77 radianes 


13. Ángulo en А = соз! (=) = 63.435 grados, ángulo en 
5 


В = cos! (3) = 53.130 grados, ángulo en 


С = cos! Сә = 63.435 grados. 
S] 


РЕИС ТЕ 
17. (21+ 21) + Si+ 35 +) 


14, , 28, 14 (10, 416, 22 
w. (14428) к) + ($i 33 21) 


21. La suma de dos vectores con la misma longitud siempre es or- 
togonal a su diferencia, como podemos ver en la ecuación 
(vi + va) o (vi — v2) = Vivi + Var Vi — VitVva— var у = 
Ivi? = [vf = 


27. Componente horizontal: ~ 1188 pies/seg, componente vertical: 


= 167 pies/seg 
29. (a) Сото |соѕ u| = 1, tenemos que | + v| = Ju||v||cos ц 5 
|ч||у|(1) 418 У 


(b) Tenemos la igualdad precisamente cuando |cos Ц = 1 o 


cuando uno o ambos vectores u y v se anulan. En el caso de 


vectores no nulos, tenemos la igualdad cuando U=0 0 p, 
cuando los vectores son paralelos. 


31. a 
35. x+2y=4 


37. —2x + y = -3 


43. 5J 45. 3464J 


A 
а 
їе: 
A 
№ 
ao 


51. 0.14 


53; Ey 2р en cada punto 55. En (0, 0): Р еп (1, 1): Ey 3p. 


3 4 
Sección 12.4, páginas 878-879 
1. |u X v| = 3, la dirección es Si F ij + Sky xu|=3, 
оар 2. 1, 2 
la dirección es 31-33 3K 
3. |u X v| = 0, sin dirección; |у X u| = 0, sin dirección 


u X y| = 6, la dirección es —k; |v X u| = 6, la dirección es К 


7. |u x v| = 62 5, la dirección es 1—1 = -2:Ы1 xu|= 
25 25 
62 lisina +4 + 2 k 


25 25 


13. 


15; 


17. 


19. 
27. 


29. 


31. 
33. 


35. 
43. 


(а) 226 (у +——(4+]}+К) 
Z 26 
22 1 
(a) b) ==) 
2 22 Р 
8 21.7 23. (a) Ninguno (Б) пуж 25. 102 3 pies-libra 


(a) Verdadero 
(d) Verdadero 
(g) Verdadero 


(c) Verdadero 
(Е) Verdadero 


(b) No siempre veradero 
(e) No siempre veradero 
(h) Verdadero 


(a) ргоууц = hy Y (б) +uxv (0) +(u ху) Ху 
(4) |u x v)-w] 
(a) Sí (b)No (е) 51.44) Хо 
No, v no tiene que ser igual a w. Por ejemplo, i + j + —i + j, 
peroi X (1-1 -1Х1-1Х)-04К-Ку 
1Х(-1-1 5-1Х1-4-1Х)-04К-К. 
2 37.13 39. 11/2 41. 25/2 
Si A = aji + ојуВ = bii + bj, entonces 
i j k 
а а? 
AXB=la a 0|= b b k 
bi bh 0 цах 
y el área del triángulo es 
1 114 Ф 
А x B| = += А 
J | 212 b 


El signo aplicable es (+) si el ángulo agudo de A a B va en sen- 
tido contrario al de las manecillas del reloj еп el plano xy, y (—) 
si va en el sentido de las manecillas. 


Secdón 12.5, páginas 887-889 

1 x=3+ty=-4+t2=-1+t 

3 х--2-5,у-5,2-3-5 5. х= 0, у= 21,2 = 1 
7. х= 1,у= = 1+1 9. х= у= -7 +21: = 21 
П. х= у= 0,:= 0 

13. х=һу=һг=зуь0 =т= 1 


>x 


17. 


19. 


21. 
25. 
29. 


37. 


47. 


55. 
59. 
61. 
63. 


65. 


69. 


71. 


Gapítulo 12: Respuestas Ё-15 


x=0y=1 2,:-10-:51:1 
(0,-1,1) (0, 1,1) 
| | 
| | 
| | 
1 L5 
хэ-2-2,у-2,:-2-2,05:1:1 
Y 
^ 
A 
"A 
0,0, 2) • 
1 y 
| (0, 2, 0) 
| 
| 
3x — 2y -z= -3 23. 7х – 5у – 4: = 6 


х + 3y + 4: = 34 27. (1, 2,3), -20x + 12у +: = 7 


y+2=3 31. х-у+с= 0 33. 22 30 35. 0 

2 42 — 
242 зә, з 41. 19/5 43, 5/3 45. 9/2 41 

. : 3 31 

p/4 49. 1.76 radianes 51. 0.82 radianes 53. 2727 
(1,1,0) 57. х= 1- у= 1+: 5-1 
х= 4,у = 3 + 6,2: = 1 + 31 
L1 corta a L2; 12 es paralela а 13; L1 у 13 son oblicuas. 
x=2+2,y=-4-1t2=7+3x=-2-t, 


y = —2 + (1/2), 2 = 1 – (3/2): 


1 
(2 


Muchas respuestas posibles. Una posibilidad: х + y = 3 y 
2y+2=7 


3 
2) 1,0,-3),(1,-1,0) 


(х/а) + (y/b) + (z/c) = 1 describe a todos los planos, excepto 
a aquellos que pasan por el origen o son paralelos a un eje 
coordenado. 


В-16 оро 12: Respuestas 


Ѕесібп 12.6, páginas 897-899 


1. (d), elipsoide 3. (a), cilindro 5. (l), paraboloide hiperbólico 


7. (b), cilindro 9. (k), paraboloide hiperbólico 


13. 15. 


17. 


21. 


25. 


11. (h), cono 


45. 


49. 


53. 


57. 


61. 


92 + 4у2 +? =36 


63. 


x? +у?- 16:2 = 16 


Gepítulo 13: Respuestas 


65. : 67. : 


69. z 71. z 
1 x+y z 
4y? +z -44 
AS 
Ў 
73. : TS 2 572225 
л 9x7 + 16y” = 4:7 
A 
2р(9 — с?) 4pab 
77. (0) ә 0)8р o 


R-17 


81. Vértice (0, yı, cy 12/b?), foco (0, yı, c(y1/b?) — а2/(4с)) 


Бегаао» de práctica, páginas 900-902 
1. (a) (-17,32) Ф) 2 1313 3. (a) (6,-8) 


5, (- 23 = 1) [suponiendo el sentido contrario 
al de las manecillas del reloj] 


2 8 _ 2) 
217 217 


9. Longitud = 2, la dirección es ыг + 254 
2 22 

11. v(p/2) = 2-1) 

13. Longitud = 7, la dirección es 2, = + Sk. 
7 7 T 

is 25358 


(b) 10 


В-18 оро 12: Respuestas 


17. 


19. 


21. 


23. 
31. 2 
35. 


39. 


43. 
45. 
47. 


53: 


57. 
59, 
61. 
63. 


65. 


|у| = 2 2 |0 3, уи = 0 у = 3, у Хо = -2i+ 2) – К, 


ахуе Aj кухе зи cos” ( L) 2р, 
22 


223 Жез 
| | со8 u = 5 иннә 20 + j) 


- s e 
z (21 rJ k) 3 Gi тл 11К) 
uxv=k z 

ix(i+j)=k 
227 25. (а) 214 (b)1 29. 2 78/3 
х=1-3,у= 2,2=3+ 7 33. 22 


2x+y+2=5 


1 
К 


х=—5+5,у=3 
(b) х= —12,у = 19/12 + 154,2 = 1/6 + 6t 
Sí, ves paralelo al plano. 49.3 51. —3j + 3k 


2 л 11 267 
(si j ж) ss. (1.207) 


37. Xx + у + 7: = 4 


2) 1,0, —3),(1,—1,0) 41. p/3 


t,z = —3[ 


(1, —2, —1);x = 1 — 5t, y = —2 + 3t,z = —1 + 4t 
2x + 7у + 22 + 10 = 0 

(a) по (0) по (с) по (4) по (е) sí 
11/2 107 


67. 


2 2 
х2+у2+2=4 


=2 


71. 


73. 


Негачс5 adicionales y avanzados, páginas 902-904 
1. (26, 23, —1/3) 3. |Е| = 201b 


7. (а) BD = AD – АВ () АЁ = АЁ + „Ар 
32. 23, 13 
13. тів аі — k 


15. (a) 0,0 (b) —10i 


25. (a) |F| = 


CAPÍTULO 13 
Ѕесібп 13.1, páginas 916-920 
1. у= х? 


2х,у = 1+ 2ј,а = 2j 


3. у= yv = 31 + 4ј,а = 3i + 8j 


г = (1 - sen г)і + (1 - соѕ г)ј 
1 
0| т 2т 


9. у= і + 21) + 2k; a = 2j; rapidez: 3; dirección: ži + 2) + 
2 1,,2,,2 
z E: v0) Е 20) 
11. v = (—2sen pi + (3cos 1)j + 4k; _ 
а = (—2cos t)i — (3 sen 1)j; rapidez: 22 5; 
dirección: (-1/2 5) F (2/2 5)k; 
v(p/2) = 22 5|(—1/2 5)i + (2/2 5)k] 
2 =2 
13. v= i + 2tj + tk; а 5 ji + 2j + Е; 
ES >) : z y) i 
: тл e Da 2-: 1 
rapidez: 2 6; dirección: 14 j+ k; 
6 26 26 
20 A рага x) 
26 26 26 
15. р/2 17. р/2 19. +=0,p,2p Е 
21. (174) + 7) + (3/2)к 23. | P +22 2) + 2k 
25. (14) + (In4)j + (In 2)k 
-£ : -12 : =P? 
27. r(t) Є ЗЕ ШЕ Эр 
29. r(t) = ((1+ 19 — Di+ (е7 + 1)j + (In(t + 1) + 1)k 
31. r(t) = 8ti + 8tj + (—16t? + 100)k 
33. x=ty=-1,2=1+t 35. x= at, y = a,z = 2pb + bt 
37. (а) (1): Tiene una rapidez constante 1 (11): Sí 
Gii): En sentido contrario al de las manecillas del reloj 
(iv): Sí 
(Б) (i): Tiene una rapidez constante 2 (й): Sí 
Gii): En sentido contrario al de las manecillas del reloj 
(iv): Sí 
(с) (1): Tiene una rapidez constante 1 (11): Sí 
(11): En sentido contrario al de las manecillas del reloj 
(iv): Comienza en (0, —1) en lugar de (1, 0) 
(d) (1): Tiene una rapidez constante (ii): Sí 
Gii): En el sentido de las manecillas del reloj (iv): Sí 
(e) (1): Tiene una rapidez variable (11): Хо 
Gii): En sentido contrario al de las manecillas del reloj 
(iv): Sí 
39. r(t) = Ge | 6, | ) (z? ат 2) 
211 211 
(1 Е ЗИРЕ к = (16 | “ч 1-0) 
211 211 
(i + 2) + 3k) 
41. у= 22 51+ 2 5j 
43. máx|v| = 3, mín|v| = 2, máx |a| = 3, ті |а| = 2 
Secdón 13.2, páginas 927-930 
1. 50 segundos 


3. (a) 72.2 segundos; 25,510 metros 


7. (a) Yo = 9.9 m/seg 


(b) 4020 metros 
(с) 6378 metros 

= 2.135 seg, x = 66.43 pies 
(b) a = 18.4° o 71.6° 


190 mi/h 11. La pelota de golf pasará por las hojas de la parte 


superior. 


23. 
27. 


. (а) 149 pies/segundo 
. 46.6 pies/ segundo 


Gpítulo 13: Repuests В-19 


(b) 2.25 segundos 15. 39.3° o 50.7° 


21. 1.92 segundos, 73.7 pies (aproximada- 
mente). 


4.00 pies, 7.80 pies/segundo 25. (b) vo biseca al ángulo LAOR 


(a) (Suponiendo que x se anula en el punto de impacto). 

r(t) = (х(ї))ї + (y(t))j, donde x(t) = (35 cos 27°)t y 

y(t) = 4 + (35 sen 27°)t — 1612. 

(b) En t~ 0.497 segundos, alcanza su máxima altura, de aproxi- 
madamente 7.945 pies. 

(c) Rango = 37.45 pies; tiempo de vuelo = 1.201 segundos 

(d) En t~ 0.254 y t ~ 0.740 segundos, cuando es aproximada- 
mente 29.532 y a 14.376 pies de donde aterrizará. 

(e) Sí. Cambian las cosas porque la bola no pasará la red. 


1 


‚ (a) r(t) = (x(t))i + (y(t))j, donde x(t) = (с) — 7008). 


0.08 


о — зд [152 —0.08/ 
(152 соз 20 17.6) y y(t) = 3 4 CIN e ). 


о 32 -0.08r 
sen 20°) 4 5 JU — 0.08 — e 
| (58) 


(b) En t~ 1.527 segundos, alcanza su máxima altura de aproxi- 
madamente 41.893 pies. 

(c) Rango = 351.734 pies, tiempo de vuelo = 3.181 segundos 

(d) En t~ 0.877 y t~ 2.190 segundos, cuando es aproximada- 
mente 106.028 y a 251.530 pies del home plate. 

(e) No. La ráfaga de viento debería ser mayor que 12.846 pies/ 
seg en la dirección del golpe para que la bola pase por 
encima de la barda para tener un home run. 


Sección 13.3, páginas 935-936 


— 


ы 


13. 


17. 


== 2 1-4 
“Т ( seno )i+ 


2 ‚‚25 
(1со) +5 k, зр 


tec La AE 
21++t 21+: 3 
. T = —cos tj + sen tk, 3 


T= cost — tsent (4 sent + fcosfY. | 
1+1 | 1+1 J7 

2 22N, p? 

— koy tP 


(0,5,24p) 11. s(t) = 5f, L = = 


= 323 
231= 24 


(a) El cilindro es x? + у? = 1, el plano es x+2=1. 
(b) y (c) z 
A 


s(t) = 2 3e* 15. 2 2 + In(1 + 2 2) 


2 


В-20 оро 13: Respuestas 


2р 1-4 
wz- | 2 1 + sen?tdt (е) Г = 7.64 
0 


Secdión 13.4, páginas 942-943 
1. Т = (cos 1)i — (sen 1)j, М = (sen t)i — (cos £)j, К = cos t 
с 00 ОН A A 
21+? 21-12 21-17 21-01 
E A 
22 1 +£) 
5. (b) cosx 
aat 
7. (b) N= — i] l 


3 
21-46" 21+ 4е* 
© №=-2(24- Pi + 1) 


3cost. 3sent., 4 


9. Т = 5 Í 5 ј і 5А = ( sen Г)і — (cos 1)j, 
к= 
25 
- (== хал) | (вм =) 
11. T T == J» 
22 
ME — sen Ч) А (= + cos Ч) 
22 | 
E 
. ti 
13. Т = 1+ рм = і 28 
2t? +1 2+1 241 уа 


(2 + 19 
г 1 \. 
15. Т = (ква) | 2 г), 
N = ( tanh :) | (ква), 


_ 1 21 
k = ¿sech” т 


2 
19. 1/05) 21. \ -8) + у? =1 


23. k(x) = 2/(1 + 4x2 25. k(x) = |sen х|/(1 + cos 2 суу? 


Ѕесабп 13.5, páginas 949-950 
4 : 4 3 4 
1 В = ( 23 Ё sent )j zkt 25 
34 B=kt=0 5B=-kt=0 7. В= кі = 0 
9. а= |ајҹ 1. а) = 4т+ 2254 13. а(0) = 2N 


15. 


17. 


21. 


29. 


31. 


р\_ 22. 22. р\__22. 22. 
(®) 5 1+5] КТД 5 1+5], 


р\ 22._22. Р: |... А 
n(2) 21 2 j, B 4 k; plano osculador: 


z=-—1; plano normal: —х + y = 0; plano rectificador: 


х+у=22 


Sí. Si el auto se mueve sobre una trayectoria curva (К # 0), en- 
tonces ay = kv? 4 Oya = 0. 


2 
IF| = 109 ) 23. k=Lr=s 


Componentes de v: —1.8701, 0.7089, 1.0000 

Componentes de a: —1.6960, —2.0307, 0 

Rapidez: 2.2361; Componentes de Т: —0.8364, 0.3170, 0.4472 
Componentes de №: —0.4143, —0.8998, —0.1369 

Componentes de В: 0.3590, —0.2998, 0.8839; Curvatura: 0.5060 
Torsión: 0.2813; Componente tangencial de la aceleración: 
0.7746 

Componente normal de la aceleración: 2.5298 

Componentes de у: 2.0000, 0, 0.1629 

Componentes de a: 0, —1.0000, 0.0086; Rapidez: 2.0066 
Componentes de Т: 0.9967, 0, 0.0812 

Componentes de N: —0.0007, —1.0000, 0.0086 

Componentes de В: 0.0812, —0.0086, —0.9967; 

Curvatura: 0.2484 

Torsión: 0.0411; Componente tangencial de la 

aceleración: 0.0007 


Componente normal de la aceleración: 1.0000 


Sección 13.6, páginas 958-959 


1. 
7. 


11. 


T=93.2 minutos 3.a=6764km  5.D=6501 km 

(а) 42,168 ктп (Б) 35,789 km 

(c) Syncom 3, GOES 4 e Intelsat 5 

a= 383 200 km desde el centro de la Tierra, o cerca de 376 821 
km desde la superficie 

2.97 х 107” seg?/m?, 9.902 х 107 seg?/m* 

8.045 х 107? seg?/m* 


Бегаао» de práctica, páginas 960-962 


х2 y 


1. 


En t = 0: ат = 0,ах=4,К=2; 


Ent = E ap = 393 = 


21. 


23. 


25. 


27. 


29. 


31. 
35. 


. (a) 59.19 pies/seg 


уһ = 1 5. К= 1/5 
las manecillas del reloj. 


7. dy/dt = —x; en el sentido de 


. La bala cae en el piso aproximadamente a 66 pies, 3 pulgadas de 


la zona de lanzamiento. 


(b) 74.58 pies/seg 19. К = ps 


ийг: A AN 
Longitud 4B ! ШЕТ. ms | g! | 3 
2-2,.2,1,. == 8 
T(0) = 31 33 + = К №0) =i +=]; 
B(0) Ep E ja ota 
322 321 322 3 6 
Tún2) = i + ji Nún2) = 144 
2 17 2 17 2 17 2 17 
B(In2) = Е; К = $ —,t = 
172 17 


a(0) = 10T + 6N 


Т = (5 1, — (sen t)j + (cos e 
22 22 


i =k; k 
22 22 
p/3 3.x=1+ty= 


tz = -t 


5971 km, 1.639 X 107 km?, 3.21% visible 


Негачс5 adicionales y avanzados, páginas 962-964 


1. 


3. 


11. 


(а) г) = ( Ё га a)i + (—20t + 100)j; Ф) 100 
du шэн 
ш dt | u=2p A a? + b? 
2 2,2 
8 gbt 
(b) 5.12 a 
2(a* + b*) 2(a? + b?) 
bt 2 b 
© уй = q E E T 
2 а + b“ dt 2 a? + b? 
bgt ! 
SIN 
“(5 +b? 


No hay componente en la dirección de B. 

(а) E = Рсови— rů e EE 
— = fcos U — гИѕеп Ц —— = + sen cos 
4 Т r ц 4 ГА r 
dr. 7 а А А 

(9) кА = xcosu+ ўѕеп ц 27 = —ksenU + y cos и 


(a) a(1) = —9u, — бщ, v(1) = —u, + 3и, 
(b) 6.5 pulgadas. 


ru, Ї 


(с) v = ѓи, + rUuy + К,а = (7 
(rú+ 2rüū)uu + žk 


Capítulo 14: Respuestas  R-21 


CAPÍTULO 14 
Sección 14.1, páginas 973-975 
1. (a) Todos los puntos en el plano xy (Б) Todos los reales 
(с) Las rectas y-x=c (d) Sin puntos frontera 
(e) Abierto y cerrado (Ф) No acotado 
3. (a) Todos los puntos en el plano xy (Б) = 2 0 
(с) Рага f(x, у) = 0, el origen; para f(x, y) # 0, elipses con el 
centro en (0, 0); y los ejes mayor y menor a lo largo de los 
ejes x y y, respectivamente 
(d) Sin puntos frontera (e) Abierto y cerrado 
(£) No acotado 
5. (a) Todos los puntos en el plano ху (0) Todos los reales 
(с) Para f(x, y) = 0, los ejes ху y; para f(x, y) # 0, hipérbolas 
con los ejes x y y como asíntotas 
(4) En puntos frontera (е) Abierto y cerrado 
(£) No acotado 
7. (a) Todos los puntos (x, y) que satisfacen x? + y? < 16 
(b) z = 1/4 
(c) Circunferencias con centro en el origen y radios r < 4 
(4) La frontera es la circunferencia x? + у? = 16 
(e) Abierto (f) No acotado 
9. (а) (х,у) # (0,0) (b) Todos los reales 
(с) Las circunferencias con centro (0, 0) y radios r > 0 
(d) La frontera es el punto (0, 0) 
(e) Abierto (f) No acotado 
11. (a) Todos los puntos (х, у) que satisfacen —1 Sy=x=l 
(b) —p/2 = z = р/2 
(с) Las rectas de la forma у— х = с, donde —1 = с = 1 
(d) La frontera está formada por las dos rectas у= 1 + х 
yy=-1+x 
(e) Cerrado (f) No acotado 
13. (f) 15. (a) 17. (d) 
19. (a) z (b) y 
A 2 А 
1-у э 
\ 05 
A. z=1 
у 
21. (а) л нэ (b) y 
A z=x +y" 
55, 
Y 


В-22  Œpítulo 14: Respuestas 


ЖШ. 2483 (b) › 


(b) y 


27. (a) 


(b) y 


29. x? + y? = 10 31. апу — tan! x = 20ап! 2 2 


33. : 35. z 


Jæ yz) =x +y += 


Рх, у.х) =х+2=1 


37. 


41. 
47. 


39. 


, N 222 
Рх, у, х) их +у = 1 


+ y 
z 


= х 
2x-=y-=Inz=2 43. =1n2 45. Sí, 2000 


63 km 


Ѕесібп 14.2, páginas 982-984 


1. 
15. 
27. 
29. 


31. 


33. 


35. 


37. 
39. 
41. 
43. 
49. 
53. 
59. 
65. 


52 3.226 5.1 7. 1/2 9.1 1.0 13.0 
-1 17.2 19.1/4 21. 19/12 23.2 25.3 

(a) Todos los (х, у) (Б) Todos los (х, y) excepto (0, 0) 

(a) Todos los (х, y) excepto cuando х =00y=0 

(b) Todos los (x, y) 

(a) Todos los (х, y, 2) (Б) Todos los (х, y, z) excepto el inte- 
rior del cilindro x? + y? = 1 

(a) Todos los (x, у, с) сопс + 0 (Б) Todos los (х, y, z) con 
х2 +22 1 

Considere las trayectorias а lo largo de у = х, х > 0 у a lo largo 
dey=x,x<0 

Considere las trayectorias y = kx?, k constante 

Considere las trayectorias у = mx, т constante, т + —1 
Considere las trayectorias y = kx?, k constante, К + 0 

No 45. El límitees1 47. El límite es 0 

(а) f(x, у) |= = sen2Udonde tanu = т 51.0 

No existe 55. р/2 57. (0,0) = 3 - 

а= 01 61. а= 0.005 63. а= 2 0.015 

а = 0.005 


Ѕесабп 14.3, páginas 994-996 


1. 


13. 


17. 


дў 2 9] Е дў Е дў ? 
э; = 4% 7 3 3. == XO + 2) 


д] 
эх 20У-1)5, = 20У-1) 


д] 2 Х of С y 

дх 2?+у? Y 22 + у2 

97 -1 of -1 

дх (x+y) Y (х+ у)? 

аў. -y°? -1 Р. -x-1 

Әх (у-1/79у (ху – 1)? 

д} _ дон 07 „зум of 1 of 1 


дх ° ду Dea ner y е 


= = 2sen (x — Зу) cos (x — Зу), 


= —6 sen (x — Зу) cos (x — Зу) 


19. 


23. 
25. 


27. 


29. 


31. 
33. 


35. 


37. 


39. 


41. 


43. 


45. 


47. 


49. 


51. 


53. 
59. 


61. 
77. 


д} ши) д} д} 
оо ух? зу = Јах 21. Жо 2800), 95 = g(y) 
fx = y’, fy = 2x, fe = -4д 
f= 1, fy = y0? + @2у 17, у, = =z? + z 
yz XZ ху 
AO a ca э)-0522 
2 1-=xyz 21 = хуг: 21 = х?у?: 
_ 1 _ 2 _ 3 
Б х + 2у 3 30} х + 2у + 3р х + 2у + 32 
fe = —2де A ү, = ye HARO ү. Эг —2ze Уу +) 
fx = sechY(x + 2y + 32), fy = 2sech(x + 2y + 32), 


f: = З ѕесћ2(х + 2y + 3z) 


9] Е дў Ш 

са —2p sen (2p1 — а), da = Sen (2рт— a) 

e fo oh gost cos шэнжэ sen U 
or МЕЗ 4 ди 


(Р, V, d, у, 8) = V, Wy(P, у.дул)- Р, 


МАР, V, d, y, в) = Үү „WP, v, ау. в) = YY, 

F 2 
wap, V, a, y, g) = Y 

28 
д д Ер д? 
f 14-52 їй зей на 
дх ду dx? dy? 
Pf Pf 
дудх  ðxðy 
02 sd де 229 
Эх ху + усовх, ду х sen y + sen х, 
2 2 2 соѕ y 
— = y sen х, шан У, 
э > ay? 
926 926 
ду Әх = Әх ау = 2х + cosx 
or 1 дк_ 1 %_ -1 > 0-1 
dx х+уду XEY I (a+ y ду2 (х+ у) 
r ər _ -l 
дудх дхду (x+y? 
дур _ 2 дуу _ 3 3w - aw _ -6 
dx 2х + Зу ду 2х+3Зу'дудх дхду (2х + Зу)? 


ши y? | 2ху? | Зх?у*, д = 2xy + Зх?2у? + dx? у?, 
дх ду 
др _ aw ‚ 2 1 49,23 
СҮГЭМ ҮС 2y + бху? + 12x y 
(a) xprimero (Б) yprimero (с) x primero 


(d) xprimero (е) yprimero (£) y primero 


141,2) = –13, }(1,2) =-2 55. 12 57. -2 
дА _ а ðA _ ссоѕА — b 
ða bc sen A’ ðb bc sen A 
1 
y= ny 


(In u)(n y) — 1 
Sí 


Саріќио 14: Respuestas 


Secdión 14.4, е 1003-1005 
dw 


1. (а) 220. gy q (p) =0 
dw 
з. @ #б=1, (Ы (зу=1 
5. (а) ae = 4ttan! t + 1, фу Y О) = -р-1 
7. (а) х = 4cos y In (u sen y) + 4cos y, 
дт _ 4u cos? y 
y —4u sen y In (u sen y) + “seny 
02 = 777 = 
(b) == 2 2(ш2 + 2), % Зу = -22 2 (In2 — 2) 
ду ðw 
9. (а) >, = 2и + 4uy, зул 2у + 2и? 
aw, дю 3 
та эу = 72 
ди ди М ди =y 
П. (9) 95 = = _ удс (ур 
ди ди ди 
Оу 2 
13 dz 0zdx | 030 
“ар дха дуй 
15, 9% _ дудх | ду ду диде 
“ди дхди дуди дс ди 
ду _ ди дх |) ди 9У ди д5 
ду дхду дуду дг ду 
17, 9 — дух ү ду ду ду дудх | ðw ду 
“ди дхди ` ду ди ду дх ду ду ду 


R-23 


R-24 — Gpítulo 14: Respuestas 


19, 22. дсдх | д:9У д: д0х ‚ 020 
* at дхдг' дудг ðs 0хд8 дуду 
21 ðw _ dwdu ðw _ dw ди 
508 du ds” ðt du 0t 
du du 
ди ди 
+ | 
5 Ё 
23 ðw ди ах ди ЧУ ди ах чё: dy =0 
* ar әх ағ дут Әх dr а >” 
ду? ди ах | ди Чу дм у ах _ 
pues 0 
д5 дх ds ду ds дуа 48 


Ё 22018223 
28-4/3 27245 028 ад 
Esas 33.12 35.-7 
дх ду 
зт. E=2%=1 39, -0.00005 / 
тат . 0. amperes/seg 


45. (cos 1, sen 1, 1) y (cos(—2), sen(—2), —2) 
2222 22 22 РЕ 
2972 |I| 5779 |: mínimo 


25-29 22 22 
нэ a 


(b) Máx = 6, mín = 2 


47. (a) Máximo en | 


49. 2x2 х + 104 / XP. 
о 2214+x 


Ѕесабп 14.5, páginas 1013-1014 


(1, 0) 1 


26. | E 23 


27!" 54} 54 


5. Vf=3i+2j-4k 7. Vf= 


9. —4 11. 31/13 13.3 15.2 


17. u = -i + 5 (0. = 2 2;-и = 14 


22 22 22 


(р_„Р)р, = -2 2 


A j= Es 
32 3 323 323 
ПРОС ЕРУ 

п = -1 = T 
323 323 


19. о = 


21. а= ——( + j + k), (Daf)p, = 22 3; 
3 


u= - (i + j + k), (р.р) = -22 3 
3 


23. y 25. y 


>x 


x +y =4 у=-х+2\2 

7.аъ=——1-——}),-и=——'—1+—°—] 
2:53 2 53 2 53 2 53 

29. No, la razón máxima de cambio es 2 185 < 14. 
аа 

2 5 
Sección 14.6, páginas 1024-1027 
1. (а) x+y+2=3 

(Б) х= 1+ 25у = 1+ 21: = 1 + 21 

3. (а) 2x-2-2=0 (0) х= 2 - 45у = 0,2: = 2 4 


5. (а) 2х + 25у +2 - 4 = 0 
(Б) х= 2,у = 1+ 2,:2= 2 +1 
7. (а) x+y+2z2-1=0 (b х= у= 1+5=1 
9. 2x-=2-2=0 M.x-y+2-1=0 
13. x=1l,y=1+2,z2=1- 21 


к, (Р) = =32 3 


2t 


15. 


17. 


19. 


23. 


25. 
27. 


29. 


31. 
35. 
37. 


39. 


41. 


43. 
45. 
47. 
49. 
51. 


53. 
57. 


61. 


х= 1 2у= ,:=5 +2 

х= 1+ 90; у = 1 901, = = 3 
A y 2 

df = 11,830 ^ 0.0008 21. 44=0 


1 
2 
(b) 2 356023-со8235 1.87°C/seg 

(а) L(x,y)=1 (b) L(x, y) = 2х + 2y — 1 

(а) (х,у) = Зх — 4y +5 (b) L(x, y) = 3x — 4y + 5 


(a) 23 sen 23-2>c0823=*= 0.935°С/ріе 


b) Lts, y) = =y + È 


33. L(x, y) =x + y + 1; 0.08 


(a) (хуу) =1 +x 


L(x, y) = 7 + х — 6y; 0.06 
L(x, y) = 1 + x; 0.0222 
(a) L(x, y,z) = 2x + 2y + 2z- 3 
(с) Lx, y,z)=0 


(9) L(x y, 2) = y +2 


tds еу 
22 23 


N EE 
(с) L(x, y,z) = ^+ 3y + 3© 
(a) L(x, y,z)=2 +x 


(b) L(x, У, 2) = х y 2 


NO N© 


(с) Lx, у, ) “х-у-2 1 


L(x, у, 2) = 2х — 6y — 2z + 6, 0.0024 
L(x, у, х) = x + y = z — 1, 0.00135 


Error máximo (estimado) =0.31 en magnitud 


Error porcentual máximo = +4.83% 


Prestar más atención a la menor de las dimensiones. Generará la 
mayor derivada parcial. 


(a) 0.30% 


Q es más sensible a cambios en Л. 


55. fes más sensible a un cambio en d. 


Sección 14.7, páginas 1034-1038 


1. 


7. 


11. 
15. 


17. 
19. 
21. 


f(=3,3) = —5, mínimo local 


(2 1) = 0, máximo local 5. f(—2, 1), punto de silla 


7 8 2) punto de silla 9. f(2, 1), punto de silla 
10,-1) = —6, mínimo local 
ТО, 0), punto de silla 


13. f(1, 2), punto de silla 


2.2 170) х. 
- máximo local 


ТО, 0), punto de silla; 18 23 =p 
f(0, 0) = 0, mínimo local; f(1, —1), punto de silla 


ТО, 0), punto de silla; f Б 4) =- s máximo local 


23 


25. 


27. 
29. 
31. 
33. 
35. 


37. 


39. 


41. 


43. 


49. 


53. 


55. 


57. 


59. 


61. 


Capítulo 14: Respuestas В-25 


ТО, 0), punto de silla; £(0, 2) = —12, mínimo local; 
F(2, 0) = —4, máximos locales; f(—2, 2), punto de silla 


ТО, 0), punto de silla; f(1, 1) = 2, F( 71, —1) = 2, máximos 
locales 


ТОО, 0) = —1, máximo local 

f(np, 0), punto de silla; f(np, 0) = 0 para toda n 

Máximo absoluto: 1 en (0, 0); mínimo absoluto: —5 en (1, 2) 
Máximo absoluto: 4 en (0, 2); mínimo absoluto: О en (0, 0) 
Máximo absoluto: 11 en (0, —3); mínimo absoluto: —10 еп 


(4, 2) 


2 
en 


Máximo absoluto: 4 en (2, 0); mínimo absoluto: 32 


(202-205) / 


a= -3,b=2 
123 1_23 ; más frío: 
2 вэт P 


Más caliente: 2 1 еп | 


1° 1 
y en (2 o) 
(a) f(0, 0), punto de silla (b) /(, 2), mínimo local 
(с) /(1, —2), mínimo local; f(—1, —2), punto de silla 


1 1 355 
63” 36 
(а) En la semicircunferencia, máx f = 22 2ent= р/4, 


mín = —2 en t = р. Еп la cuarta parte de la circunferen- 
cia, máx f = 22 2en t = р/4, mín f = 2en t = 0, р/2. 


(b) En la semicircunferencia, máx g = 2 en t = p/4, 
mín g = —2en t = 3p/4. En la cuarta parte de la circunfe- 
rencia, máx g = 2en t = p/4, mín = Оепт= 0, p/2. 
(с) En la semicircunferencia, máx h = 8 en t = 0, p; mín h = 4 
en т = p/2. En la cuarta parte de la circunferencia, 
máx h=8 en =0, mín h=4en t = p/2. 


i) mín f = —1/2 ent = —1/2; sin máximo ii) máx f = Оеп 
t= —1,0; mín f = —1/2епт= —1/2 iii) máx f = 4en 
t = l1;mínf =0enr=0 
E E м шый 

ЦЭ аг сс 

22:21:22 

Цан сон. 

у = 0.122х + 3.59 


10 20 30 40 


В-26 Gpítulo 14: Respuestas 
63. (a) 
1795 
1790 
1785 
e 1780 
< 1775 
1770 
1765 
17609 
йй дф 11111111 Лү э... 
88388338 
Números de K öchel 
(b) y = 0.0427K + 17648 (с) 1780 
Sección 14.8, páginas 1047-1049 
1-1 1 1 z 
1. , ; А 3. 39 5. (3, +32 2 
| 233) 22 | | | 
7. (а) 8 (b) 64 
9. к= 2ст, л = 4ст 11. Largo = 42 2, апсһо = 322 
13. (0, 0) = Оез mínimo, /(2, 4) = 20 es máximo. 
15. Mínimo = 0°, máximo = 125° 
3-9 
из) 39:1 а (0,@2)(0у0,=2) 
23. f(1, -2,5) = 30 es máximo, /(-1,2,-5) = —30 es mínimo. 
2 2 : 
25. 3,3,3 27. —— рог —— рог ——unidades 
23 23 23 
29. (+4/3, –4/3, 4/3) 31. U(8, 14) = $128 
33. f(2/3, 4/3, -4/3) = 4 35. (2, 4,4) 


37. 


39. 


El máximo es 1 + 62 Зеп (+2 6, 2 3, 1), el mínimo es 
1-62 3en (+2 6,-2 3,1). 


El máximo es 4 en (0, 0, +2), el mínimo es 2 en ( 


Sección 14.9, páginas 1053-1054 


1 


(л 


o 


. (а) 0 (b1+2 (0142 


Ju дО[ У ðU [nR oU 
608) ааг) b) a (58) тар 


. (а) 5 (b)5 


дх = Ч 
Or 7 СО$ 


0-55 
дх/у ә + у? 


Secdión 14.10, páginas 1058-1059 


1 
3 


5 


хүй БТ 1 
. Cuadrática: х + xy; cúbica: х + xy + ху? 


» Cuadrática: xy; cúbica: xy 


. Cuadrática: y + 5 xy =y); 


2y°) 


cúbica: y + 3 (ху y?) 4 L (312 3xy? 4 


11. 


2 (21 H 2y?) = x? + y?; cúbica: x? + y? 
Cuadrática: 1 + (х + y) + (х + у); 


(х + у) + (х + у)* + (х Ey 


Cuadrática: 


cúbica: 1 4 


Cuadrática: 1 — qe - Sy Е(х, у) = 0.00134 


Бегаао»= de prádica, páginas 1060-1063 


1. 


Dominio: Todos los puntos del plano xy; rango: z = 0. Las cur- 
vas de nivel son elipses con eje mayor a lo largo del eje y y eje 
menor a lo largo del eje x. 


3. Dominio: Todos los puntos (х, y) tales que x # Оуу # 0; 


rango: z + 0. Las curvas de nivel son hipérbolas con los ejes х 
y y como asíntotas. 


5. Dominio: Todos los puntos del espacio xyz; rango: todos los nú- 


meros reales. Las superficies de nivel son paraboloides de revo- 
lución con el eje z como eje. 


! 


fixy, z) =х?+у*-@=-1 


0 
¿=x? + y? +1 


Dominio: Todos los puntos (х, y, z) tales que (х, у, 2) 2 (0, 0, 0); 
rango: números reales positivos. Las superficies de nivel son es- 
feras con centro en (0, 0, 0) y radio r > 0. 


1 
= =1 
х. y +2 


z hxyz 


0 
dy? =1 


17. 


21. 


23. 


25. 


27. 


29. 


31. 


33. 


35. 


37. 


39. 


41. 
43. 


45. 


47. 


49. 


-2 1.1/2 13.1 


No; Шцьу)-э(0,0) f(x, y) no existe. 


15. Sea y =kx2,k% 1 


де 08 
. gr = 050 + senu = —r sen U + rcos U 
of 10 ıı 97-11 
ðR; R? Де R,” OR; R3? 
ОР _ RT ðP _nT ðP _nRƏP __ nRT 
ðn 1287 V’ ƏT (28:12 ү? 
в _ 88 _2х Ye go | 
9х2 "ay? y% дудх дхду y? 
Pf 2-2? Pf Pf of 
зо AFi ду? 'дудх дхду : 
aw) 
dt t=0 
— = 2, — -2- р 
"16,5)-(р, 0) S | Cr, з) =(р, 0) 
df 
= —(sen1 + cos 2)(sen 1) + (cos 1 + cos 2)(cos 1) 
t=1 
= 2(sen1 + cos 1)(sen 2) 
d 
dy 203 
dX | с,у-(0.) _ _ 
Жы ыйсыз ша 22, 22, 
Crece más rápidamente en la dirección u = -3z еу Й 
2 0. A 00. 
decrece más rápidamente en la dirección —и = z Í | z J: 
22 22 7 y 
Daf = 2 “ТУ 5 ; Du, f = — ту donde ш = iv 
di а. зу Өз „Ө 
Crece más rápidamente en la dirección и = 1! + 73 “р 7E 
Jaani т р Za Le 3 6 
decrece más rápidamente en la dirección —u 71713477 К, 
Daf = T; Daf = —7; Ри} = 7 donde u; = 7 


р/2 2 


(а) (1,2) = 501,2) =2 (b) 14/5 


УХ о 1.1) =j +2k 


УЛ|о,о,о =3 


УЛ|о,-л л) =) 2 


Tangente: 4х — y — 5z = 4; recta normal: 
х=2 +4,у = -1-6:= 1 - 5 


2)-1-2-0 


51. 


53. 
55. 


57: 
59. 
61. 


63. 
65. 
67. 


69. 


71. 


73. 


75. 
77. 
79. 


81. 


83. 


85. 


87. 


89. 


91. 


97. 


Gapítulo 14: Верривйас:.. Ё-27 


Tangente: х + y = p + 1; recta normal: у= х - р + 1 


у=-х+т+1 


2 у=х-т+1 


y=1+senx 


0| 1 2 7 


x=1-2,y=1,2= 1/2 + 21 

Las respuestas dependen de la cota superior utilizada para 
І, 1751 у]. Con М = 2 2/2, |Е| = 0.0142. Con 

М = 1, |£| = 0.02. 

Цх, у, х) = у – 32, Цх, у, 2) =x+y-=z-=1 

Tener más cuidado con el diámetro. 

dI = 0.038, cambio porcentual en /= 15.83%, más sensible al 
cambio en el voltaje 

(a) 5% 

Mínimo local de —8 en (—2, —2) 

Punto de silla en (0, 0), /(0, 0) = 0; máximo local de 1/4 en 
(-1/2,-1/2) 

Punto de silla en (0, 0), /(0, 0) = 0; mínimo local de —4 en 
(0, 2); máximo local de 4 en (2, 0); punto de silla en (—2, 2), 
f(2,2)=0 


Máximo absoluto: 28 en (0, 4); mínimo absoluto: —9/4 en 
(3/2, 0) 

Máximo absoluto: 18 en (2, —2); mínimo absoluto: —17/4 en 
(-2, 1/2) 

Máximo absoluto: 8 en (—2, 0); mínimo absoluto: —1 en (1, 0) 


Máximo absoluto: 4 en (1, 0); mínimo absoluto: —4 en (0, —1) 


Máximo absoluto: 1 en (0, +1) y (1, 0); mínimo absoluto: —1 
en (—1, 0) 

Máximo: 5 en (0, 1); mínimo: —1/3 en (0, —1/3) 

PRE Бэ 1 1 1 ята = 
Máximo: 2 3 en | =, = =, —— |; mínimo: — 2 3 en 
23 23.23 


„2y \ 1⁄3 2\13 
Ancho = сү) , profundidad = (22) К 


(а) (2y + х2)е Ф) өч | 
(с) (1 + x3y)e” 


дуг ðw sen Uðw ðw ðw cos U ðw 
= cos Ч 


дх dr г ди dy dr г ди 


(t, —1 + 4, t), tun número real 


В-28  Gpítulo 14: Respuestas 


Негчас5 adicionales y avanzados, páginas 1063-1066 
1. fẹ(0,0) = —1, #00, 0) = 1 


г? ЮМ 1 2 2 2 2 2 3abc y 
7. © 7<=36 + у? +27) 13.У- 2 
4 
22 2319 час 
17. f(x, y) = 2 + 4, g(x, y) = 2 + 2 №, 
19. y = 2 |ѕепх| + 122 
01 di 
21. (a) —— (2i +75) (0) ——— (98i — 127) + 58k) 
2 53 2 29,097 
23. w = е7 P" sen px 
CAPÍTULO 15 
Secdón 15.1, páginas 1079-1081 
1. 16 3. 1 
al 6,2) 


>x 


0| 3 ш (1-1) Ет 0-1) 


7. 8118-1642 


>x 
е—2 
33. 5 
y 
1 (1,1) 
x=y 
37. 1/(80 
11. 32 13. 1/6 15. —1/10 [апр 
y 
17. 8 19. 2p 
А тоо 0.0625 (0.5, 0.0625) 
(73,2) „|\ (8,2) 


(-2,-2) -2 (2,-2) 


(1,1) 


>x 


9 p(2 9-y)2 
27. | | 16х dx dy 
o Jo 


y 


(т, т) 


39. —2/3 


41. 4/3 43. 625/12 45. 16 47. 20 49.2(1+12) 
Я 2. 202 3 
51. 1 53.р 55. 32 57. 9 
1. f2=x 4 
59. (х2 + y?) dy dx = = 
0 Јх 3 
Бо 


61. R es el conjunto de puntos (х, у) tales que x? + 2y? < 4 
63. No, por el teorema de Fubini, los dos órdenes de integración de- 
ben dar el mismo resultado. 


67. 0.603 69. 0.233 
Ѕесабп 15.2, páginas 1089-1091 


2. |2-х 2 famy 
1. Fl dy dx = 2 28) dx dy = 2 
0 JO 0 JO 


Gepítulo 15: Respuestas 


(1,1) 
(12, 6) 


є1,2) | 


>х 


1 
2 
(2-1) 


‚ (x,y) = Q/p, 0) 
‚ (а) (7/5, 31/10) 


х 
уз- 


3 2 


. (а) 0 (b)4/p? 17. 8/3 19. х= 5/14,y = 38/35 
х = 64/35,у = 5/7 23. х = 0,у = 4/(3р) 
х= у = 4а/(3р) 27. 1, = I, = 4р, lọ = 8р 
х= —1,у = 1/44 31. 1,= 64/105, R, = 22 2/7 
х = 3/8,у = 17/16 
х = 11/3,y = 14/27, 1, = 432, R, = 4 
х = 0,7 = 13/31, 1, = 7/5, R, = 2 21/31 
х = 0,7 = 7/10; 1, = 9/10, 1, = 3/10, lọ = 6/5; 


К, = 32 6/10, К, = 32 2/10, Ro = 32 2/5 


. 40,000(1 — е2) (7/2) = 43,329 


‚ 510 < a = 5/2, entonces el aparato tendrá que inclinarse más 


de 45° para caer. 

47. (a) 3/2 (Ы) Son iguales. 
(b) (19/7, 18/7) (с) (9/2, 19/8) 
(d) (11/4, 43/16) 


. Para que el centro de masa esté en la frontera común, 


h = a2 2. Рага que el centro de masa esté dentro de 
T,h> a2 2. 


Ѕесібп 15.3, páginas 1097-1098 


1. 
11. 
17. 


25. 


33. 


5. pa? 7.36 9.(1-1ш2)р 
13. (p/2)+ 1 15. р(ш4-1) 
21. (3р/8) +1 23. 4 
2а 2а 


29. 3 31. 3 


p/2 3. p/8 
(2162 — 1)(р/2) 
2(p = 1) 19. 12р 


623-2р 27.x=5/65y=0 


2р(2-24) 35. 1+P 3.2 m1 


3 8 


39. р114, по 41. 3 ад + 2h?) 
Sección 15.4, páginas 1106-1109 
1. 1/6 


В-29 


В-30  Gspítulo 15: Respuestas 


1 p2-2x г3—3х—3у/2 2 г1—у/2 ү3-3х-3у/2 
3. Fl / dz dy dx, Fl / dz dx dy, 
0 


3-3х ү2-2х-2:/3 3 fl=2/3 ү2-2х-2:/3 
Fl / dy dz dx, ү! f dy dx dz, 
0 
3—3y/2 г1—у/2—{4/3 
1] | ах dz dy, 
0 JO 0 
3 2-23 f1-=y/2-z/3 
ингэ 
0 JO 0 


El valor de las seis integrales es 1. 


2 (24-06 —х?—у? 249 гв—2—у? 
5. | / YM 1 dz dx dy, Ї / L. 1 dz dx dy, 
-2-2 4—2 —2./—2 4-y 2 


8—у 8-2-3 22 
ГА / f 2 dx аг dy + ГА 1 үл 1 ах dz dy, 
28-2-у y 2:-у 
8 282 f2 8-z-y 2: Y 
IJ 20 2” | 1 dx dy ас, 
4 28-:/-28-:-/ 2 y 
2 8-3) 282 22 
/ 1 / 1 dy dz dx + ГА T / 1 4у асах, 
-2,/4 28-2-х х? 2:-3 
8 /28-:028-2- 4 ү1:2:-3 
И! iaaa | f / _—_l dy dx dz. 
4 2 8—:/—2 8-z-x 0:/-1:4-2:-х 


El valor de las seis integrales ез 16р. 


3 
1 9.1 1L E (1 —cos1) 13. 18 15. 7/6 


7. 
1_р 
17.0 19. 278 
1 г1—х? pia 1 21-2 
21. (а) ГИ! Je dy dz dx wf f jdid 
—1,/0 Ч 2 142 
(c) | [ E ах ау (d) | (a (3 dx dz dy 
1—у 
(е) ЇГ | dz dx dy 
0 
х 
23. 2/3 25. 20/3 27.1 29. 16/3 31. 8р – = 
33. 2 35. 4р 37. 31/3 39.1 41.2sen4 43. 4 
45. а = Зоа = 13/3 
47. El dominio es el conjunto de todos los puntos (х, у, 2) tales que 
4х2 + 4y? +z? = 4. 
Ѕесабп 15.5, páginas 1112-1114 
2 2 2 2 2 2 
1. R= Ь ке ыг а PE эн а + Б 
в 12 ” B 12 “^^ В 12 
з. „= у @? + с), = “у (+ с), = 0а? + ЬЗ) 


23. 


27. 


‚ (а) 4/3 


. (а) 5/2 (b) х=у==8/15 


у = 0,2 = 12/5, 1, = 7904/105 = 75.28, 
1, = 4832/63 = 76.70, 1, = 256/45 = 5.69 


ы i 
s 


(а) х=у= 0,7= 8/3 (b)c=222 


I = 1386, RL = nl 11. I mE RL = 


77 40 5 
А 2 3" АЗ 


Фф) х = 4/5, y = 


(с) L, = 1, =L= 11/6 


(d) АК, = К = К, = си 1.3 19. (а) $g o) $g 


(b) L = 


(а) ї-а23 (bh=a22 


Sección 15.6, páginas 1124-1128 


4p(22 -1 _ 
1. p( ) 3, 17р 3р 


11. 


13. 


15. 


17. 


19. 


25. 


31. 


з Лаа 1 Ta 


р/3 


2р f1 ү24-2 
(а) | | | r dz dr du 
o Jo Jo 
2р (23 ү1 2p (2 ү/24-2 
» | | | rarazau+ f dell r dr dz du 
o Jo 0 o J23J0 
1 24-02 рор 
(c) | | 1 r du dz dr 
o Jo 0 
р/2 fcosu f3r? 
/ f f(r, u, z) dz r dr du 
—p/2 J0 0 
p f2senu f4-rsenu 
| | | f(r, ц z) dz r dr du 
o Jo 0 
р/2 1+соѕ и 
/ / | f(r, ц z) dz r dr du 
p/2 


p/4 fsecu f2-rsenu 
1 | | Ў, ц z)dzrdrdu 21. p? 23. p/3 
0 0 0 
5р 27. 2р 29. =>) 


2p fp/6 f2 
(a) | 1 ! г25еп# dr df du + 
o Jo Jo 
2р fp/2 fescf 
/ ИА / r?senf dr df du 
0 


33. 


35. 


37. 


39. 


41. 


43. 


53. 


61. 


67. 


71. 


75. 


79. 


83. 


85. 


2р f2 (зеп (1/r) 
(b) ! If r°senf df dr du + 
0 1 Jp/6 
2p ү2 үр/6 
| | | r?senf df dr du 
o Jo Jo 
2p рр/2 f2 
| Í f r°senf dr df du = LP. 
0 0 cos f 6 
2р fp f1-cosf 8 
| 1 | r?senf dr df du = 
o Jo Jo 
2p fp/2 f2cosf 
f ! r?senf dr df аи = Р. 
o Jp/4 Jo 3 
р/2 үр/2 f2 
(а) Л | таг аг df du 
0 0 0 
р/2 f2 p24r 
(b) | | | r dz dr du 
0 o Jo 
2 24-42 24-4-у 
(с) | | 1 dz dy dx 
o Jo 0 
2р рр/3 y2 
(a) / | | r?senf dr df du 
0 0 sec f 


2р (23 p24-P 
(b) / f 1 r dz dr du 
o Jo 1 
23 23% 2.4 2-y iz dy 3 
(©) 232324 (4) 5p/3 


б 


= 3 
8р/3 45. 9/4 47. 2р = 4 49. 2ра 51. 5p/3 
4(222-1)р 
р/2 55 57. 16р 59. 5p/2 
4р(8-32 3 
| : 63. 2/3 65. 3/4 
х=у= 0,2 = 3/8 69. (x,y,z) = (0,0,3/8) 
х= у= 0,5 = 5/6 73. I; = 30р, К. = 5 
i > 2 ? 2 А2 
Е a* hp 
= р/а т. “70 Ё 
тэр 4ү, рь I 
(а) (x, У, 2) (o, 0, 2) 1, 12° К, А 3 
нэ 5 р 25: 
(b) (х, У, 2) == (o, 0, ЭГ = 14? К, лж А 14 


24 (h? + 2h 
(5. y, 7) = (o, 0, 2h Эр _ pa - ) в, _ 


ЗМ 
pr? 


Capítulo 15: Respuestas 


R-31 


89. La ecuación r = f(z) de la superficie nos dice que el punto 
(т, u z) = (f(z), U z) estará en la superficie para todo ц En 
particular, (f(z), ч + р, z) está en la superficie siempre que 
(f(z), ц z) esté en la superficie, de modo que la superficie es 


simétrica con respecto al eje z. 


(Л), Ө, 2) 


Ѕесібп 15.7, páginas 1135-1137 
+ - 2и 1 
1. аты 


п. 


15. 


19. 


(b) Región triangular con fronteras и = 0, у = 0, уи + y = 3 


1 1 1 
(а) х= 5 (2и — y), y = 10 (Зу — и); 10 


(Б) Región triangular con fronteras Зу = и, Y = 2и, y 
3u+y=10 


2 f3 
64/5 o f fa | у) f dudy = 84 8219 
Л 3 
pab(a? + b?) 1 ‚Өзү .. 
1 13. 3 14 22 = 0.4687 
(а) ка = исоѕ2у + usen? y = и 
ѕеп у u cos y 
(b) sen y na = —usen? y — исоѕ2 y = —u 
cos y -изепу 
2,2,2 
18: EE 


6 


Бегаао»= de práctica, páginas 1138-1140 


1. 


9е – 9 


3. 9/2 


NO ESTÁ A ESCALA 


В-32  Gpítulo 1: Respuestas 


3 41/2732 9-4 9 
"blo. dy de 5 ® |] y dy dx => 
2x+4 3J0 


13. 4/3 15. 4/3 


17. 1/4 


21. р = 104 23. 1,=2dR,= 


25. М = 4,M, = 0,М = 0 27. р 29. х= 2235-0 


15р +32 _ 


31. (a) x = өр 3 4877 y=0 


(b) у 


г= 1 + с05 0 


2(31 — 322 
2 35.0 37. 8/35 39. р/2 41. 01-20 


р - 
33. 1 


22 f22-y y 2 4—-у' iy 
43. w f J 21 3 dz dx dy 
2 2,/—2 2-9, J2 Ху 
2р үр/4 f2 Эн 
ы f | зем ага du (© 2p(8 — 42 2) 
o Jo 0 
2р (р/4 fsecf 
as. | | | r2senf dr df du = È 
0 3 
23-02 24-4-у y 
47. 112: “| 22 ху dz dy dx 
2 
23 23-х 2 4-2-2 =y? 
-f | | z? xy dz dy dx 


8p(42 2—5) 8p(42 2 – 5) 
49. (a) 3 (b) 5 
b5 Ls 029, 
51. L= ив ги 


БЂегаасѕ аёаопаіеѕ y avanzados, páginas 1140-1142 


2 6-х2 2 |6-х2 px? 
1. (а) |] х?ауах (b) ГИ! | dz dy dx 


(с) 125/4 


3. 2р 5. 3р/2 


esfera = 2 


(b) 42 3p 9. р/4 11. (2) 15. 1/23 


7. (a) Radio del agujero = 1, radio de la 


17. Masa = a?cos ! (+) -b2a?-p?, 


—(e -1) 2. 6) 1 (90 


CAPÍTULO 16 
Зесада 16.1, páginas 1147-1149 


1. Gráfica(c) 3. Gráfica(g) 5. Gráfica(d) 7. Gráfica (f) 


5 13 - L E 
9.22 1.5 13.3214 15061528 9] 
17. 23 (+) 19. 1925-2 21.8 23. 222-1 


25. (а) 422-2 (0) 22+ (1+2 2) 

27. 1. = 2p, В. = а 

29. (а) 1. = 2р2 20 К. =1 (b) 1. = 4р2 2d К, = 
31. L = 2р – 2, Е, = 1 


Ѕесабп 16.2, páginas 1158-1160 
1. Vf = —(xi + yj + zk)(x? + y? +4 2 


2% 2y ) А 
3. V і j + ek 
5 (5 >.) (5 + у? Ј 


Кх 


5. e узул! 2 туул, cualquier k > 0 
7. (a) 9/2 (р) 13/3 (е) 9/2 

9. (a) 1/3 (0) -1/5 (00 

11. (а) 2 (b)3/2 (с) 1/2 


13. 1/2 15.-p 17. 69/4 19. -39/2 21. 25/6 
23. (a) Сис = 0, circa = 2р, flujo; = 2p, flujo, = 0 

(b) Сис, = 0, circ) = 8р, flujo, = 8р, flujo, = 0 
25. Сіс = 0, flujo = ар 27. Circ = а?р, flujo = 0 
29. (а) -6 (00 (01 


y 
A 


33. (а) G=-yi+xj (0)С-2х +y F 
хі + у) 1 
35. К= 37. 48 39. р 41.0 43. 7 
2х2 + у? 2 
Ѕесабп 16.3, páginas 1168-1169 
1. Conservativo 3. No conservativo 5. No conservativo 
3 2 
7. fyz) =x? 5 2? +С 
9. flx, у) = xet + С 
11. f(x,y,z) = хх x + tan (х + y) 4 Zn (y? tz) +C 
13. 49 15. —16 17.1 19.9In2 21.0 23. -3 
2 _ 

27. Е = “8 a 3 29. (a) 1 1 (01 

31. (а) 2 (0) 2 33. (a)c=b=?2a (bc=b=2 

35. No importa la trayectoria utilizada. El trabajo será el mismo para 
cualquier trayectoria pues el campo es conservativo. 

37. La fuerza F es conservativa pues todas las derivadas parciales de 
М, Му P se anulan. f(x, y, z) = ax + by + cz + СА = 
(xa, ya, za) y B = (xb, yb, zb) . Por tanto, ЇЕ «dr = 
Ў(В) - f(A) = alxb — xa) + b(yb — уа) + clzb — za) = 
F-AB. 

Ѕесабп 16.4, páginas 1179-1181 

1. Flujo = 0, circulación = 2pa? 
3. Flujo = —pa?, circulación = 0 
5. Flujo = 2, circulación = 0 7. Flujo = —9, circulación = 9 
9. Flujo = 1/2, circulación = 1/2 

11. Flujo = 1/5, circulación = —1/12 

13. 0 15. 2/33 17.0 19.-16р 21. pa? 23. =p 

25. (a) 4p si C se recorre en sentido contrario al de las manecillas 
del reloj 
(b) (Л— k)(área de la región) 35. (a) 0 

Sección 16.5, páginas 1190-1192 

1. Эр 5,4 5.626-222 7.р2с?+1 
9. Ё(17217-525) 113422 13. 9а? 
abc pa? 

15. “ү (аЬ ас bc) 17.2 19. 18 21. 6 

2 3 

з„ Pe > ж-ы 4 03238 

ааа 

33. (= 2 2) 

_ 14 15p2 2 2 10 

35. (x, y, 2) (o, 0, 9 ) 1, 2 d, R; 7 

8р 4 20р 4 р 13 — 

37. (а) ad (Б) 5-а 39. Є(13213—1) 

41. 5p22 43.2 (525-1) 


Gpítulo 1: Respuestas В-ЗЗ 
Sección 16.6, páginas 1199-1201 
1. r(r, u) = (rcos U)i + (rsen U)j + 7?7k,0=<r<2, 
0=u=< 2р 
3. r(r, Ч) = (rcos U)i + (rsen U)j + (r/2)k, 0 < r < 6, 
0=u=< p/2 
5. r(r,u) = (reos UJi + (rsenU)j + 2 9 — r?°k, 


11. 


13. 


15. 


17. 


19. 


23. 


25. 


27. 


29. 


31. 


33. 


35. 
45. 


0 =r = 32 2/2,0 = и = 2р; También: r(f , u) = 


(3 senf cos Ий + (3senf sen U)j + 
(3cosf)k,0=<f = р/4,0 = и= 2р 


г(Ё, u) = (2 3 sen f cos uji + (2 3 senf sen u)j + 
(2 3cosf )k, p/3 51 = 2p/3,0 = u= 2р 
r(x, у) = xi + yj + (4 — у?)К,0<х=2,-2<=у=<2 


r(u, У) = ui + (3 cos y)j + (3 sen y)k, 0 < u < 3, 
О=у= 2р 


(а) r(r, и) = (rcos U)i + (rsen U)j + 
(1 — rcosu— rsen ЦК, 0 = r = 3,0 = и= 2р 


(b) r(u, У) = (1 — ucos y — usen y)i + (ucos y)j + 
(usen y)k,0 = и = 3,0 = у= 2р 


(4 cos? y)i + иј + (4cos y sen y)k, 0 = u = 3, 
(2 + 2cos y)i 


r(u, y) = 
—(р/2) = y = (p/2) ; otra forma: r(u, y) = 
+ uj + (25епу)к, 0 = u = 3,0 = у= 2p 


2р fl> z < 
| 25 анаи = Р25 
2р 2р 
| r2 Sdrdu=8p2 5 21. / f 1 du dy = 6p 


2p (525—1) 
ШЕ: 442 + 1dudy = ——¿—P 
2р үр = 
f ахат аг аш (4 +22 2)р 
0 р/4 
3 f2 17 — 
ПЕС - || и2 м 1 du dy = 72171 
o Jo 
$ 
2р гр 
Jes -f | sen*f cos? Udf du = 2Р. 
o Јо 3 
$ 
гр _ - 
Je = [au y2 заа 323 
o Jo 
5 


(para x = u, y = y) 


== 1 f2p __ 
ПЕ -f u? cos? у. 2 4u? + 1: 
o Jo 
5 


гэ 1 рор 
u2 402 + 1 dy du = |] иЗ(4и? + 1) cos? y dy du = LP 
o Jo 


-32 37. ра?/6 39. 13a*/6 


(4/2, а/2, а/2) 47. 8dpa*/3 


41. 2p/3 43. —73р/6 


В-34  Gspítulo 1: Respuestas 


49. 2 
51. z 


х2 + (у-3)2=9 


Ї V3x+y=9 
27 
A 
| AL $ 


2р гр 
55. (b) А = | [a?b? sen? Ё cos?f + Ь2с2 со8“Т cos? u + 
o Jo 
a?c?cos*f sentu? df du 


57. хох + ууу = 25 


бесабп 16.7, páginas 1209-1211 

1. 4р 3.-5/6 5.0 7.-6р 9. 2ра2 13. 12р 
15. -р/4 17. —15p 25. 161, + 161, 

Secdón 16.8, páginas 1220-1222 

1.0 3.0 5.-16 7.-8р 9. зр 11. -40/3 


13. 12р 15. 12p(42 2— 1) 


21. El valor de la integral nunca excede el área de la superficie de 5. 


Бегаао»= de prádica, páginas 1223-1226 


1. Trayectoria 1:22 3; trayectoria 2: 1 + 32 2 3.44 5.0 


7. 8psen(1) 90 11.р23 13. эр(1 a +) 
2 
abc 1 1 1 


15. | | 17. 50 
2 Ag pe 


19. r(f,u) = (6senf cos U)i + (6senf sen U)j + (6cosf )k, 


Lat <P osu=2 


21. r(r, u) = (rcos U)i + (rsen U)j + (1 + r)k,0=<r< 2, 
0=<u=2p 

23. r(u, y) = (ucos y)i + 24% + (useny)k,0<u=< 1, 
0O=sy=p 

25. 26 27. p[22+I(1+22)] 


29. Conservativo 


31. No conservativo 33. f(x,y,z) = y? + yz + 2х + 
35. Trayectoria 1: 2; trayectoria 2: 8/3 37. (а) 1 — e? 
(b) 1 — e? 


39.0 41. (а) 422-2  (b)22+In(1+22) 


И 162\ 232 64 56. 
43. (х, у, Z) (a, НЭТ 45551517 9 
R 2229. 2422 2221 
32 5 2 15 3 
__з. 7234 L T 
AA ана 


47. (5,7, 5) = (0, 0, 49/12), І, = 640p, R, = 22 2 
49. Flujo: 3/2; circulación: 1/2 53. 3 55. 2 (7 - 82 2) 


57.0 59. р 


Ejercicios adicionales y avanzados, páginas 1226-1228 
1. 6р 3. 2/3 
5. (а) F(x, у, х) = zi + xj + yk 
(с) F(x, у, 2) = zi 


16рА? 
3 


(b) F(x, у, z) = zi + yk 


7: 


9. a=2,b= 1.El flujo mínimo es —4. 


16 
11. (b) 38 


(c) Trabajo = gxy ds |y = g | xy? ds = Цор 
с € 3 


13. (с) р» 19. Falso si F = yi + xj 


РА 


АРЕМО CES 
Apéndice А.5 
1. (a) (14,8) (b) (1,8) (© (0, –5) 
3. (a) Reflejando z con respecto del eje real 
(b) Reflejando z con respecto del eje imaginario 


(c) Reflejando z en el eje real y luego multiplicando la longitud 
del vector por 1/ Edi 
5. (a) Puntos sobre la circunferencia x? + y? = 
(b) Puntos dentro de la circunferencia x? + y? = 
(с) Puntos fuera de la circunferencia x? + y? =4 


7. Puntos sobre el círculo de radio 1 con centro en (—1, 0) 


9. Puntos sobre la recta y = ~x 11. 462979 13. 1e?Pi/B 
4 2 2 4 1 23. 
15. cos*u— 6 cos“ Usen“ и + senfu 17. —у+ 5i 
А ИГ 26 22. 26 22. 
19. 21,-23-123-1 21. z 5725 2 5-2 


23. 1-23,-1-23 
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contrario, 1172, 1172, 1179e 
de un campo bidimensional, 1201, 7201 
de un campo vectorial, 1171, 1171 
de flujo, 1170, 1170-1171, 1171 
Derivación 
logarítmica, 483-484, 485e, 500e, 547e 
término a término, 799-800, 839e 
Derivada(s) direccional(es), 1005-1014, 
1008, 1010 
Derivada(s) parcial(es), 965-1066, 1000-1001, 
1001 
cálculo de, 987-989, 1060e 
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como funciones, 984-986, 987-988, 
1063-1064e 
con variables restringidas, 1049-1054, 
1053-1054e, 1062-1063e, 1064e 
de cuarto orden, 992 
de orden superior, 992 
de primer orden, 994e 
de segundo orden, 991-992, 1060e, 
994-995е 
y continuidad, 990, 990 
Derivada(s), aplicaciones de las, 244-324 
a partir de valores numéricos, 164-165 
cálculo de, 169e 
a partir de la definición, 148, 148-150 
cero, funciones con, 258 
como razón de cambio, 171-183 
de coseno hiperbólico inverso, 540-541 
de funciones exponenciales, 489-491, 
495-497 
de funciones hiperbólicas, 537-538, 5371, 
543е 
de funciones hiperbólicas inversas, 540-542, 
5401 
de funciones inversas, 474e, 524, 524, 525, 
526, 526, 527-530 
de inversas de funciones diferenciables, 
470-472 
de la función coseno, 184-185, 185 
de la función seno, 183-184 
de logaritmos naturales, 478-479, 487e 
de orden superior, 209 
de una función constante, 159, 159 
de una función vectorial y movimiento, 
909, 909-911 
de una polinomial, 162-163 
derecha, 152 
direccional. Vea Derivada(s) direccional(es) 
en economía, 177, 177-178 
en un punto, 139, 153-154 
inversa, valor de, 472, 472 
izquierda, 152 
notación de Newton con puntos para, 
947 
orden superior, 168 
propiedad del valor intermedio, 155, 155 
segunda, 168 
y Órdenes superiores, 168 
símbolos para, 168 
tangentes y, 134-139 
tercera, 168 
unilateral, /52, 152-153, 153, 157e 
y funciones, 147-155, 155-156e, 235-236e, 
261e, 273-274 
Descartes, folium de, 206, 208, 208, 212e 
Desigualdad de Cauchy-Schwarz, 872e 
Desigualdad(es), valores absolutos y, 6-7 
Cauchy-Schwarz, 872e 
interpretación geométrica de, 849, 851, 
852e 
reglas para, 2 
resolución de, 3-5, 4 
triángulo, 6 
Deslizador 
distancia recorrida por, 931-932, 932 
vuelo de, 915-916 
vuelo de un, 911, 9/7 
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Desplazamiento, 172, 172 
de gráficas, 41-42, 46-47e 
y distancia recorrida, 330 
Determinación de raíces, 131, 732, 305e, 
306e 
Determinante(s), producto(s) cruz y, 875-876 
jacobiano, 1129, 1133, 1136-1137e 
de transformación, 1133-1134, 1134 
Diagrama 
de árbol, regla de la cadena y, 997-998, 
1000, 1002 
de dispersión, 63 
Diagrama(s) 
de flechas, 20, 20, 1052-1053 
de Argand, AP16-AP17 
Diferenciabilidad, 993-994 
implica continuidad, 994 
y continuidad, 154-155, 157-158e 
Diferenciable, 148, 152, 152-153, 153 
Diferenciación, 147-243, 547e, 578 
elección de orden, 992 
implícita, 205, 205-211, 206, 207, 206, 
211е, 236е, 995е, 1001-1002, 1004e, 
1060e 
logarítmica, 483-484, 485е, 500е, 547e 
parcial, cálculo con software matemático, 
987 
implícita, 988 
reglas, 159-168 
término a término, 799-800, 839e 
Diferencial del área de una superficie, 1186 
Diferencial(es), 222, 225-227, 226, 1021-1024 
planos tangentes y, 1015-1027 
total, 1021, 1023 
Diferencias, 39, 45e, 159-163 
Difusión social, 580e, 672e 
Diocles, cisoide de, 212e 
Dirección, vectores y, 857-859, 858 
Discontinuidad(es), en dy/dx, 421, 421 
eliminable, 126, 134e 
infinidad, 126, 126 
oscilante, 126, 126 
punto de, 125 
salto de, 125, 125, 126, 126 
único punto de, 979-980 
Discriminante de f, 1030 
Distancia, cálculo de la, 13 
de un punto a un plano, 886, 886-887 
de un punto a una recta, 883, 888е 
entre dos puntos, 850, 850, 852e 
extremos de una elipse, 1046, 1046-1047 
recorrida y desplazamiento, 330 
y círculos en el plano, 13 
y esferas en el espacio, 850-851 
Divergencia, 1211, 1219, 1220 
de un campo vectorial, 1170, 1170-1171, 
1171 
en tres dimensiones, 1211 
pruebas de, 627-629 
Doble ángulo, fórmulas del, 54, 57е 
Dominio natural, 20 


E 
Economía, derivadas en, 177, 177-178 
Ecuación 


de continuidad en hidrodinámica, 1217, 
1217-1218 
de Stokes para un hemisferio, 1203-1204 
estándar, 13-14, 650-651 
general lineal, 12 
pendiente-intersección, 12 
presión-profundidad, 456 
Ecuación(es) 
cartesianas y ecuaciones polares, 7/6, 
716-717, 718-719е 
con coordenadas constantes, 1115, 7715 
cuadrática(s), gráficas de, 705 
y rotaciones, 702-707 
de Laplace, 995-996е, 1005e 
teorema de Green у, 1181е 
de razones relacionadas, 214-217 
diferenciales lineales de primer orden, 
650-657 
inversas, 487, 498 
interpretación geométrica de, 849, 851, 
852e 
graficación de, 850, 850 
lineal(es), 12 
resolución de, 651-652 
paramétricas, 195-197, 196, 230e 
ecuaciones cartesianas a partir de, 
202-203е 
en el plano, 741е 
para secciones cónicas, 712-713e 
y cicloides, 743е 
polar(es), 715-716, 718e 
para circunferencias, 732-734, 732, 733, 
737€ 
para cónicas, 734, 734, 736 
para elipses, parábolas e hipérbolas, 
734-736, 736, 737-738е 
para rectas, 732, 732, 737е 
para rectas en ecuaciones cartesianas, 
733, 733, 741-742е 
en forma cartesiana, 732, 732, 741е 
y ecuaciones cartesianas, 7/6, 716-717, 
718-7198 
separables, 645-647, 648-649e 
Ecuación(es) diferencial(es), autónoma(s), 
definición, 665 
graficación, 665-671 
de primer orden, 642-644 
aplicaciones de, 673-680 
solución de, 643 
definición de, 310 
lineal de primer orden, 650-657 
problemas de valor inicial y, 310 
resolución de, 825-827 
separables, campos de pendientes y, 
642-650 
y problemas de valor inicial, soluciones en 
series de potencias para, 824-827 
Eje de simetría, 15 
Eje x, cascarones cilíndricos que giran en 
torno de, 413, 413, 415e 
giro en torno de, 438 
Eje y, cascarones cilíndricos que giran en 
torno de, 472, 412-413, 414-415e 
giro en torno de, 419,419 
Ejes coordenados, 9 


momentos de inercia en torno de, 1111, 
1111 
rotación de, 703, 707-708e 
Electricidad en el hogar, 374, 374 
Elementos de un conjunto, 3 
Elipse, 44, 44-45, 48е, 688-690, 694е, 701е, 
935e 
área de, 590, 590-591, 1136e 
centro de la, 44, 45 
curvas paramétricas y la, 198-199 
definición de, 688 
directrices de la, 698, 699 
distancia del centro al foco, 689 
ecuaciones para la, 690 
ecuaciones polares para la, 734-736, 736, 
737-738e 
eje focal de la, 688, 688 
eje mayor de la, 44, 689, 689 
eje menor de la, 44, 689 
excentricidad de la, 697-698, 698 
extremos de distancia en, 1046, 1046-1047 
focos de la, 688, 698 
fórmula del área para, 708 
rectas tangentes a la, 1011, 7011 
semieje mayor de la, 689 
semieje menor de la, 689 
vértices de la, 688, 688, 689 
Elipsoide(s), 693, 693, 891-892, 892, 1109e 
de revolución, 892 
Energía cinética, 1085, 1085-1086 
trabajo y, 457-4588 
Energía, conversión de masa en, 230-231 
Enfermedades infecciosas, incidencia de, 
504, 509e 
Enfriamiento de una sopa, 667-671 
Enteros, 2, AP-12 
negativos, regla de potencias para, 166-168 
regla de potencias para, 160, 166-168 
suma de los primeros n, 338 
Entrega de cargamento, 199-200, 200 
Epsilones, determinación de deltas para, 
94-97 
Equilibrio(s), 667-671 
estable(s), 667-671 
inestable(s), 667-671 
Error 
de truncamiento, 815-817 
en la aproximación diferencial, 227, 
227-229 
truncamiento, 815-817 
porcentual, 1022-1023, 1025e 
Escala 
de decibeles, 499 
de Richter, 499 
Esfera(s), 892 
área de la superficie de la, 1196 
centro y radio de, 851, 851, 852-853e 
en el espacio, distancia y, 850-851 
parametrización de, 1193, 7194 
volumen de, 400, 400-401, 1140e, AP-31 
Espacio, vectores y geometría del, 848-905 
Espirales de Arquímedes, 742e 
Estampillas postales de Estados Unidos, 
precio, 63, 63t, 64 
Estaño, peste del, 289e 


Estimación del error, 793e, 811-819, 820е, 


1022, 1025-1026e 


Excentricidad(es), 697-698 


de elipse, 697, 698 

de hipérbola, 699, 699-700, 702e 

de órbitas planetarias, 698, 698t 

de parábola, 700 

Exponentes, leyes de los, 488-489, 494e, 
AP-29 


Extensión(es) continua(s), 729, 129-130, 130, 


133e, 143, 983e, 1060e, 1063е 


Extremo 


global, 244 

local, prueba de la primera derivada para, 
264, 264-266, 266, 271 
prueba de la segunda derivada, 270 


Extremos absolutos, 244, 244, 245, 246 


determinación de los, 247-252, 248 

en extremos, 249, 249 

en intervalo cerrado, 249-250, 251 

localización de, 250, 1031, 1031-1032, 
1034e, 1062e 

relativos, 247 


Extremos relativos, 247 


Factor 


común, cancelación del, 86-87, 87 
creación del, 87 
integrante, 651 


Factor(es) 


cuadrático(s) en un denominador, 
integración con, 574-575 
lineal(es) distinto(s), 572-573 
Heaviside, método de cubiertas para, 
576 
repetidas, 573, 579e 


Fechado con carbono 14, 506-507, 511е 
Fick, Adolf, 220e 


Flujo 
a lo largo de una hélice, 1155-1156 
a través de una circunferencia, 1157, 1158, 
1159e 
a través de una curva plana, 1156-1158, 
1157, 1225-1226е 
circulación y, 1159 
de campo vectorial, 1188, 1188 
definición del, 1187 
determinación del, 7797, 1197-1198, 
1212-1213 
hacia fuera. Vea Flujo hacia fuera 
integrales de superficie para, 1187-1188 
de corriente eléctrica, 654-655 
hacia fuera, 1179e, 1215-1216 
cálculo de, 1175 


Folium de Descartes, 206, 208, 208, 212e 
Forma 


diferencial, 441, 441 
para áreas de superficies, 441, 441-442 
sigmoide (de ese), 671, 671 


Forma(s) 


diferencial(es) exacta(s), 1166-1167, 
1169e 

indeterminada(s), 292, 296-297, 298e, 
832e 
evaluación de, 829-830, 841e 


Fórmula 
cuadrática, AP-30 
de aproximación, 830 
de Arquímedes 
para el área de parábolas, 366e 
para el volumen de una parábola, 695е 
de cascarones para revolución, 412 
de Euler, AP-17 
de Green, 1222e 
de la derivada, aplicación de, 525 
de la distancia para puntos en el plano, 13 
de profundidad constante para fuerzas en 
fluidos, 456, 456 
de profundidad variable, 457, 457-458 
de Stirling, 640e 
de sustitución, 376-378 
de Wilson para el tamaño del lote, 290e, 
994е, 1026e 
del determinante, 874-876 
diferencial abreviada, 422, 422 
recursiva, 755 
Fórmulas 
de conversión, 48 
de coordenadas, 1123 
de desplazamiento, 41 
de integración, 528, 553-558, 554t 
de integrales, 528-529 
de medio ángulo, 54 
de reducción, 567-568, 570e, 595-597, 
60le 
de suma, 53, 57e 
trigonométricas, AP-31-AP-32 
Fourier, Joseph, 833 
Fracción(es), integración de, 573-574 
reducción de, 556-557 
separación de, 557, 559e 
Fracciones parciales, 570-579 
Fractales, el método de Newton y los, 
303-305, 304 
Franklin, Benjamín, testamento de, 510e 
Frenet, marco de, 943-945, 945, 950e 
Fubini, Guido, 1070 
Fuentes de lava volcánica, 183E 
Fuerza 
constante, 449 
de resistencia, 669-670, 669 
Fuerza(s) 
constante(s), trabajo realizado por, 447, 
448, 868, 868, 1169e 
efectiva, 855, 855 
en una nave espacial, 870 
fluidos. Vea Fuerza(s) de fluidos 
variable, trabajo realizado por, 448, 
452-4538 
de fluidos, 460-461e, 463-464e, 465е 
determinación de, 458 
fórmula para profundidad constante en, 
456, 456 
integral para, 457, 457-458 
y centroides, 458, 458 
Función 
continua de Weierstrass, no diferenciable 
en parte alguna, 158е 
coseno, derivadas de la, 184-185, 185 
derivadas de la función seno, 183-184 
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en el espacio, valor promedio de una, 
1105, 1105 
exponencial natural, 486 
gamma de Euler, 660e 
general seno, 55 
identidad, 79, 79, 94, 95 
lineal, 9/, 91-92 
valor promedio de, 331, 331 
logaritmo natural, 476 
máximo entero, 25, 126, 126, 158e 
periódica, 52 
potencia general, 496 
raíz cuadrada, derivada de la, 149, 149 
seno integral, 616e, 632e 
velocidad, de un proyectil, 329 


Función(es), 19, 26e, 69e 


algebraicas, 31 
arcoseno y arcocoseno, 519-521, 520 
arcotangente y arcocotangente, 522-524, 
522, 523 
cero (raíz) de una, 131, 732 
combinación de, 38-45, 40 
como diagrama de flechas, 20, 20 
componente, 906 
comportamiento cerca de un punto, 77-78, 
78, 781 
composición de, 40, 70e 
compuestas, 40, 40-41, 45-46e, 133e 
derivadas de, 797, 191-193, 192 
con derivada cero, 258 
con más de dos variables, 981, 989, 1023 
linealización de, 1023-1024 
constante(s), 28, 28, 79, 79, 94, 95 
derivada de, 159, 159 
construcción de, 360 
continua(s), 127-128, 128, 143e, 345, 909 
a pedazos, 346 
composición de, AP-7 
continuidad de componentes de, 981 
en conjuntos cerrados y acotados, 981 
en intervalo, 127 
en punto, 125 
en todo el dominio, 125, 125 
por la derecha, 125 
por la izquierda, 125 
teorema del valor intermedio para, 
130-131, 357 
valor promedio de, 357, 351-352 
continuamente diferenciable, 417 
creciente, 262-264 
y decreciente, 33, 474e 
crecimiento a la misma tasa, 513 
cuadrática, 30 
cúbica, 30, 254e 
de aproximación de Fourier, 837, 837 
de dos variables, 966-968, 974e 
de tres variables, 969-970, 1012-1013, 
1025e 
regla de la cadena para, 995, 1000, 
1003e 
de variables, 965-975 
decreciente, 262-264 
definición, 79 
definida 
a pedazos, 24, 25, 26-27e, 70e 
en superficies, 999-1001 
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implícitamente, 205-207 
por una tabla de valores, 23 
diferenciables, 148, 154-155, 242e, 746, 
993 
graficación de 272-273, 273, 275-276e 
inversas, derivadas de, 470-472 
potencias racionales de, 209-211 
dominio(s) de una, 19, 79, 20, 965, 966, 
968, 973е 
escalar, 907 
escalares, productos de, 919e 
escalonada unitaria, 125, 125 
límites de, 42-44 
evaluación de, 966 
exponencial(es), 31, 32, 486-495 
con diferentes bases, 513 
partes par e impar, 535 
graficación de, cambio de escala y 
reflexión de, 42-44 
desplazamiento de, 41-42, 42 
identidad, 79, 79, 94, 95 
identificación, 28-38 
integrable, 345, 1068 
valor promedio, 1083 
integración respecto de y y, 381-382, 382 
inversa(s), 467-472, 538-539, 539 
derivadas de, 474e, 524, 524, 525, 526, 
526, 527-530 
fórmulas para, 473-474 
integración de, 570 
uno a uno, 466-467, 467 
límites, 103, 103 
lineal, 28, 28 
valor promedio de, 331, 331 
logarítmica(s), 31-32, 33 
con distintas bases, 513 
mayor entero, 24, 25, 126, 126 
monótona, 262-264, 263 
no integrable, 346 
no negativa, valor promedio de una, 331, 331 
oscilando rápidamente, 61, 61-62, 62 
oscilante, 104-105, 705 
par e impar, 33, 37-38е, 48е 
serie de Taylor para, 821е 
par, integral de, 379 
periódica, 52 
polinomios de Taylor para, 821е 
piso entero, 24, 25 
polinomial, 30, 30, 127-128 
positiva, área bajo la gráfica de una, 
349-351 
potencial, 29, 29, 30 
potencial(es), 1161, 1165-1166, 1168e 
racional(es), 31, 37, 61, 61, 113-114e, 116, 
120, 127-128 
integración por fracciones parciales, 
570-579 
límites de, 86 
raíz cuadrada, 29, 30e 
raíz cúbica, 29, 30 
rango de una, 19, 20, 965, 966, 973e 
rápidamente oscilantes, graficación de, 61, 
61-62, 62 
reconocimiento de, 33, 37e 
recuperación a partir de la derivada, 157 
representación numérica de una, 23 


simétrica, integrales definidas de, 378-379, 
378 
solución, 643-644 
tasas de crecimiento de, 577, 511-513, 512, 
548-549е 
trascendental, 32-33, 33, 466-552 
trascendentes, 32-33, 33, 466-552 
trigonométrica(s), 31, 32, 48-51, 56-57e, 
AP-33 
derivadas de, 183-188 
inversas, 517-534, 528t 
periodicidad y gráficas de, 52-53 
restricciones de los dominios, 517-519 
uno a uno, 466-467 
definición de, 466 
dominios de, 467 
prueba de la recta horizontal para, 467, 
467 
valor 
absoluto, 128 
medio de, 352, 352 
promedio de, 331, 337, 352, 352, 354e 
valores extremos de, 244-252 
variable real, 20, 965 
vectoriales (con valores vectoriales), 
906-916 
antiderivadas de, 914, 919e 
de integrales indefinidas, 914-915 
derivadas y movimiento, 909, 909-911 
integrales de, 914-916, 917e 
límites de, 908 
reglas de derivación para, 912 
y el movimiento en el espacio, límites 
de, 906-964 
y derivadas. Vea Derivada(s) y funciones 
y gráficas, 19, 21, 21, 22, 22, 26е, 69-70е, 
71-72e 
Función(es) hiperbólica(s), 535-536, 535t, 
60le 
definiciones e identidades de, 535-537, 
535 
derivadas de, 537-538, 5371, 543e 
fórmulas integrales para, 537-538, 537t 
inversas, 538-539, 539 
derivadas de, 540-542, 540t 
evaluación de, 543-544e 
identidades para, 539t, 539-541 
integrales que llevan a, 541-542, 542t 
valores e identidades de, 542, 543e 


G 


Galerías de murmullos (susurrantes), 693 
Galileo, fórmula de caída libre de, 180e 
Gateway Arch to the West, 535 
Geometría, 72e, AP-30-AP-31 
graficación y, AP-21 
Giro en torno de un eje, 1171-1172 
Globo en ascenso, lanzamiento de un 
paquete, 311-312 
radio de inflado, 219 
razón de cambio y elevación, 2/5, 215-216 
Gradiente(s), reglas algebraicas para, 1012, 
1014e 
curvas de nivel, 1010-1011, 7011 
Grado de una polinomial, 30 
radianes y, 190e, 195 


Gráfica(s), 9, 69e 
de funciones, cambio de escala y reflexión 
de, 42-44 
desplazamiento de, 41-42, 42, 46-47e 
de una función de dos variables, 968 
de una función racional, 61, 67 
desplazamiento de, 41-42, 46-47e 
esbozo de, 21-22, 22 
fórmula para la longitud de arco, 420 
funciones y, 26e, 69-70e, 71-72e 
idénticas en escalas grandes, 121, 721 
límites a partir de, 81-82 
Graficación 
con calculadoras y computadoras, 59-65 
de derivadas, 150-151, 151, 156-157e 
de funciones diferenciables, 272-273, 
273, 275-267е 
y geometría, AP-21 
por computadora, 59-65, 277е 
tridimensional, 970-971, 972 
Gráficas polares, intersección de, 722-723 
simetría y, 719, 725e 
Gráficas trigonométricas, 55 


H 
Halley, cometa, 698-699, 699, 739e 
Hélice generada por computadora, 908, 908 
curvatura de, 940, 940, 941, 942e 
flujo a lo largo de una, 1155-1156 
graficación de una, 907, 907 
Helicóptero, vuelo de, 882 
Hemisferio, ecuación de Stokes para, 
1203-1204 
Hessiano de /, 1030 
Hidrodinámica, ecuación de continuidad en, 
1217, 1217-1218 
Hipérbola(s), 690-692, 694e, 701-702e, 708e 
asíntotas de, 691-692, 692, 697e 
ecuación(es) para, 692, 699-701, 701, 
703-704e, 703 
ecuaciones polares para, 734-736, 736, 
737-738е 
eje focal de, 691, 697 
excentricidad de, 699-700, 699, 702e 
focos de, 690, 690, 699 
parametrización de, 709-710, 710 
vértices de, 691, 697 
Hiperboloide(s), 894-896, 895, 896 
Huygens, Christiaan, reloj de péndulo de, 
710,710 


I 
Identidad de Euler, 818, 821е 
Identidades 
con funciones inversas y cofunciones 
inversas, 527 
que incluyen arcocoseno y arcoseno, 521, 
521 
que incluyen arcoseno y arcocoseno, 521, 
521 
y funciones arcocoseno, 519-521, 520 
Identidad(es), 53-54, 240-241e, 1208, AP-32 
con arcoseno y arcocoseno, 521, 521 
de Euler, 818, 821е 
función inversa-cofunción inversa, 527 


para funciones hiperbólicas inversas, 5391, 
539-540 
sustituciones e, 372 
trigonométrica(s), 555-556, 559e 
Imagen, 1128 
inversa, 1128 
Inclinación, ángulo de, 10, 11 
Incrementos, 10-12, 17e 
coordenados, 10, 70 
Independencia de la trayectoria, 1161, 
1162-1163 
Índice, 747, 764 
de la sumatoria, 336, 337 
Inducción matemática, AP-1-AP-4 
Ingreso marginal, 178, 182e, 241e, 282-283, 
283 
Integración, 325-395, 642, 681 
con software matemático, 598-600 
constante de, 313-314 
en campos vectoriales, 1143-1228 
de exponenciales, 490 
en coordenadas cilíndricas, 1115-1119 
límites de, 7716, 1116-1117 
indefinida, término a término, 313-314 
inversión del orden, 1077, 1077, 1079e 
límites de, 1093-1095, 7095, 1100-1105, 
1102, 1103 
determinación de, 1076-1077 
límites infinitos de, 619, 619-620 
múltiples, 1071 
numérica, 603-619, 617e 
orden de, 1104, 1104-1105 
cambio de, 1108-1109e, 1141е 
por partes, 561-568, 568e, 569e 
respecto de y, funciones e, 381-382, 382, 
tabular, 565-567 
técnicas de, 553-633 
término a término, 801-802 
variable de, 312, 345 
Integral 
de а“, 496-497 
de trabajo, 1155, 1169 
Integral definida, aplicaciones, 396-465 
área bajo curvas de, 349 
de funciones vectoriales, 915 
definición de, 344, 368 
determinación de cotas para, 349 
estimación de, 827-828 
evaluación de, 383-384e, 915 
área para, 353 
evaluación por partes, 565 
existencia de, 345 
notación y existencia de, 344-346 
propiedades de, 346-349 
regla del intervalo de ancho cero para, 476 
reglas de, interpretaciones geométrica de, 
348 
demostración de, 348-349 
sustitución en, 376-387 
teorema del valor medio para, 356, 356-357, 
357,361 
Integral(es), 325, 481-483, 493-494e, 622 
adecuadas a las fórmulas básicas, 558 
cálculo incorrecto de, 636 
cartesianas, 1095-1096, 1096 
combinación con geometría, 383, 383 


de flujo, 1159e 
para campos de velocidad, 1155-1156 
de funciones exponenciales, 489-491, 
495-497 
de funciones no positivas, 354 
de línea, 1143, 1143-1149 
aditividad y, 1145 
en campos conservativos, 1162-1164 
evaluación de, 1144, 1/44, 1168е, 1223e 
para dos trayectorias unidas, 1145 
teorema de Green para, 1174-1175 
teorema fundamental de, 1162 
de potencias de tan x y sec x, 583 
de superficie, 1185-1187, 1190e, 1196-1198 
áreas de superficies e, 1182, 1182-1197 
paramétrica, 1197 
del logaritmo natural, 563 
divergente impropia, 623-624 
doble, 1067-1081, 1140e 
en forma polar, 1092-1098 
sustituciones en, 1128-1132, 1129, 1130 
en coordenadas polares, 1092-1093 
evaluación de, 353e, 361-363, 365e, 
374-375е, 531-532e, 580e 
flujo. Vea Integral(es) de flujo 
impropia(s), 553, 619-630 
indefinida(s), 312-313, 543e, 553 
de funciones vectoriales, 914-915 
definición de, 368 
determinación de, 314-315e, 321е, 
914-915 
y la regla de sustitución, 368-376 
independencia de la trayectoria, 1162-1163 
iterada, 1070 
modificación para ajustar los extremos, 
381, 381 
múltiples, 1067-1142 
definición de, 1067 
sustituciones en, 1128-1137 
no elementales, 597-598, 617e, 841е 
evaluación de, 827-828 
para fuerza de fluido, 457 
polares, 1095-1096, 1096 
que conducen a funciones hiperbólicas 
inversas, 541-542, 542t 
regla aditiva para, 360, 1145 
repetidas, 1070 
secante y cosecante, 558 
sobre regiones acotadas no rectangulares, 
1072-1075 
sustitución para evaluar, 371 
tabla 4е,Т-1-1-6 
transformación de, 373 
trigonométricas, 581-586 
triples, 7098, 1098-1099, 1106e, 1140e 
de funciones vectoriales, 914-916 
despeje de incógnitas, 564-565 
en coordenadas cilíndricas y esféricas, 
1114-1128 
en coordenadas rectangulares, 1098-1099 
propiedades de, 1105-1106 
sustituciones en, 1132, 1132-1135, 1133, 
1134 


Integrandos, 370, 622-626 
Integrate, comando, 598 
Intercepciones, 12, 16e 
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Interés compuesto, 504-505 
en forma continua, 504-505, 510e 
Intersección de conjuntos, 3 
Intervalo 
abierto, 3 
cerrado, 3 
del parámetro, 196 
semiabierto, 3 
Intervalo(s), valor absoluto e, 6 
abierto, 5 
cerrado, 249-250, 250, 253е, 342 
de convergencia de series de potencias, 
799, 804e 
definición de, 3 
finitos, 3 
infinitos, 3 
semiabierto, valores extremos en, 267 
tipos de, 4t 
Inversa(s), 517-519, 521-524 


J 

Jacobi, Carl, 1129 

Joule, James Prescott, 447 
Joules, 447 


K 

Kepler 
ecuación de, 963e 
hipótesis de, 63 
primera ley de, 953-956 
segunda ley de, 953, 953-954 
tercera ley de, 35-37, 956, 959е, 


L 
LHópital, Guillaume de, 292 
regla de, 292-293, 295, 297, 298е, 320e, 
752-753 
Lagrange, Joseph-Louis, 257 
Lata cilíndrica, diseño de, 278-280, 279 
Leibniz 
fórmula de, 828-829 
Gottfried Wilhelm, 150, 344, 356 
notación de, 222, 225, 418 
regla de, 243e, 393e, 1064e 
teorema de, 787 
Lemniscata, 722-723, 722 
Lente(s), 207, 208 
Ley 
de áreas iguales, 953, 953-954 
de Faraday, 1227e 
de Galileo, 74 
de Gauss, 1216-1217 
de Hooke para resortes, 449 
de la sección cónica, 953 
de la suma, paralelogramo, 856, 856, 863, 
863-864 
de la teoría electromagnética, 1216-1217 
de los cosenos, 54 
de los senos, 58e 
de refracción, 282, 282-283, 283 
de Snell, 282, 282-283, 283 
de Torricelli, 647-648 
del cambio exponencial, 502-503,674-675 
distributiva para el producto cruz de 
vectores, AP-22-AP-23 
tiempo-distancia, 956, 959e 
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Leyes 
de los exponentes, 488-489,494e, AP-29 
de los límites, 84-89, AP-4 
de los signos, AP-29 
Limagon(s), 725e, 727-728, 727 
Límite(s), 77, 5316, 532e, 550e 
al infinito, 107-114, 108, 108 
bilateral, prueba de, AP-7 
cálculo de, 79, 84-89, 89-90e, 977-978 
con calculadora y computadora, 80-81, 
8lt 
de funciones con valores vectoriales, 908 
de funciones racionales, 113-114e, AP-7 
de integración, 1093-1095, 1095, 
1100-1105, 1102, 1103 
infinitos, 619, 619-620 
de polinomiales, 86, AP-7 
de sumas de Riemann, 343-356 
de sumas finitas, 339-340 
notación sigma y, 335-343 
de una función, 103, 103 
de dos variables, 976-979 
de valores de funciones, 77-80 
definición precisa de, 91-98, 92, 94, 145e 
en dimensiones superiores, 976-984 
existencia de, 82 
finito, conforme x tiende a infinito, 107, 
107-108, 113e 
frecuentes, AP-7-AP-9 
infinito, 115-118, 122e 
de integración, 6/9, 619-620 
lateral derecho, 102, 7102, 104, 104 
prueba de, AP-6 
lateral izquierdo, 102, 102, 104, 104 
prueba de, AP-7 
no existencia, prueba de las dos 
trayectorias, 980, 980-981 
prueba de comparación, 628, 629, 629 
que involucran (sen 0)/0, 105, 105-107 
razón de cambio y, 73-81 
series de potencias usando, 829-830 
superior, sumas de, 343 
unilateral, 102-107 
y continuidad, 73-141, 142-143e 
Linealización, 221-225, 222, 223, 224, 231e, 
240е, 494e, 501е 
determinación de, 1019-1020, 1025е, 
1061е 
funciones у, 234e, 1018-1019, 7019, 
1023-1024 
y aproximaciones lineales, 223, 231e, 234e 
Líneas de flujo del agua en un túnel, 
1150,1150 
Líquidos, bombeo de, 450, 453-454e 
Lissajous, figuras de, 204e 
Local máximo, 247 
Local mínimo, 247 
Logaritmo(s) base 10, 499-500 
base a, 497, 497, 498t 
derivadas e integrales con, 498-499 
natural, 476-485 
derivadas de, 478-479, 484e 
gráfica e imagen de, 480-481, 481 
integrales de, 563 
propiedades de, 479-480, 484e 


Longitud de arco, 48, 534е, 545е, 602e, 
931-933, 935e 
constante, funciones vectoriales de, 913, 
913-914 
de curvas paramétricas, 418, 423e 
de curvas polares, 728-729, 731-732e 
de un vector, 855 
del astroide, 419, 419 
del cardioide, 729, 729 
fórmula para graficación, 420 
y área en coordenadas polares, 726-731 
Longitud de la astroide, 419, 419 
Lorentz, contracción de, 144e 


M 


Maclaurin, definición de la serie de, 806 
determinación de, 820 
representación en serie, 806 
series de Taylor y, 805, 810 
Mapa, contornos en, 1005-1006, 1006 
Marco derecho de coordenadas, 848, 848 
Marco TNB, 943, 945, 945, 950e 
Marginal, ingreso, 178, 182e, 241e, 282-283, 
283 
Masa(s) a lo largo de una recta, 424-426, 425 
cálculo de, 1146, 1146-1147 
conversión a energía, 230-231 
en tres dimensiones, 1109-1114 
momentos de inercia y, 7109, 1109-1110 
momentos y centros de, 424-435, 464e 
sobre una región plana, 428, 428-429 
y momentos, cálculo de, 1146-1147, 1146, 
1146t 
Matriz cuadrada, AP-24 
Máximo absoluto, 244, 1031 
con restricción, 1038-1041 
en regiones cerradas y acotadas, 1031 
local, 247 
Mendel, Gregor Johann, 179 
Método 
de Euler, 659-664, 660, 664e, 677 
mejorado, 663, 663t, 664e 
precisión del, 661-662, 661t, 662, 662t 
uso del, 660-661 
de Heaviside, 576-577 
integración con, 577-578 
de Kepler para parábolas, 697e 
de las arandelas, sólido de revolución, 403, 
403-404, 407e 
de los discos para sólidos de revolución, 
399-402, 400, 401, 402, 406-407e 
de Newton (Newton-Raphson), 299, 321е, 
758е, 760e 
aplicaciones del, 300-302, 301 
convergencia del, 302, 302 
cuencas fractales y, 303-305, 304 
fallo del, 303, 303, 304 
procedimiento del, 299-300, 300 
numérico, 659 
Mínima cota superior, AP-10 
Mínimo absoluto, 244, 1031 
con restricción, 1038-1041, 7041, 1047e 
en regiones cerradas y acotadas, 1031 
local, 247 
Möbius, banda de, 1187, 1187 
Modelo 


de crecimiento logístico, 676, 676 
empírico, 37, 63-65 
Modelos matemáticos para funciones, 28-38, 
35 
Momento(s), 1127-1128е, 1138e 
angular, 963e 
de un sistema respecto del origen, 425 
polar, 1086-1087, 1138e 
primer, 1086 
respecto de los planos coordenados, 
1110 
segundo, 1086 
y centros de masa, 424-435, 464e 
y masas de capas delgadas, 1/89, 1189-1190, 
1189t 
en tres dimensiones, 1109-1114 
de inercia, 1085, 1085-1088, 1086, 
1089-1090е, 1112e, 1140e, 1180e 
cálculo de, 1146-1147, 1149e 
masa y, 7109, 1109-1110 
radio de giro y, 1087-1088, 1090e, 
1112e, 1127e, 1138e 
respecto de los ejes coordenados, 1111, 
1111 
Moscas de la fruta (Drosophila), crecimiento 
promedio de las, 75-76, 76, 157e 
razón de crecimiento en un día específico, 
76-77, 76 
Movimiento 
armónico simple, 186, 186, 189e 
horizontal, 174, 174 
lineal vertical, 200-201 
planetario, 950-958, 952, 952-953 
vertical, 176, 176-177, 288e 
Movimiento a lo largo de una recta, 172, 
269-270, 276e, 288e 
antiderivadas y, 311 
armónico simple, 186, 186, 189e 
derivadas de funciones vectoriales y, 909, 
909-911 
dirección del, 173, 173, 910 
en coordenadas cilíndricas, 951, 951, 964e 
en coordenadas polares, 951, 951, 963e 
en el espacio, 906-964 
en la circunferencia unitaria, 935, 935 
en un resorte,186, 186 
en una línea recta, 918 
horizontal, 174, 174 
ley(es) de Newton de, 669, 673 
planetario, 950-958, 952, 952-953 
proyectil, Vea Movimiento de un proyectil 
recta vertical, 200-201 
vertical,176, 176-177, 288e 
Movimiento de un proyectil, 180e, 871е, 
960-961е 
con ráfagas de viento, 926-928 
ideal, 923, 923 
altura, tiempo de vuelo y alcance de, 
922-923, 927e 
ecuaciones vectoriales y paramétricas 
para, 920-922, 921 
modelado de, 920-927 
trayectorias ideales de, 923-924, 930e 
Multiplicación 
escalar, 856 
por forma de 1, 557-558, 559e 


Multiplicadores de Lagrange, 1038-1049, 
1062e 

Múltiplos, 159-163 

derivadas de, 158 


N 
Napier, John, 479, 510e 
desigualdad de, 551е 
Nave espacial, fuerza sobre una, 870 
Nefroide de Freeth, 725e 
Newton 
serpentina de, 534е 
sir Isaac, 150, 356 
ley del enfriamiento, 507-508, 668, 668 
ley(es) de movimiento, 669, 673, 952, 
952 
segunda, 230 
Normal unitario principal, 940 
Notación 
factorial n!, 754, 759e 
O mayúscula, 514, 515 
orden y, 514, 516e 
o minúscula, 514 
sigma, 335-343 
Número e, representación decimal del, 494e, 
502e 
definición de, 477 
expresado como un límite, 491-492 
y la inversa de Ір х, 486, 486 
Número(s) 
complejo(s), AP-12 - AP-22 
racional(es), 2, AP-13 
de Fibonacci, 755 
irracionales, 3 
naturales, 2, AP-12 
para contar, AP-12 
trascendentes, 487 
Números reales, 1-7 
desarrollo de los, AP-12-AP-13 
propiedades de los, AP-9 
teoría de los, AP-9-AP-12 


O 
Octantes, 848 
Ohm, ley de, 654 
Operaciones 
algebraicas con vectores, 856, 856-858, 
857 
vectoriales, 877, 877 
Operadores de diferenciación, 150 
Optimización, 278-285 
Órbita(s), 698, 698 
planetarias, 957, 957t, 958t 
excentricidades, 698, 698t 
Orden y notación o minúscula, 514, 516e 
Ordenada, 9 
Origen del sistema coordenado, 9 
Ortogonalidad, 865 


P 

Pantano, dragado de, 613, 6/3 

Pappus, fórmula de, 1091е, 1114e 

Par coordenado, 9 

Parábola(s), 14, 17е, 277е, 685-688, 693-694e 
aproximación por medio de, 608-613 
circunferencias osculatrices de, 939 


curvas paramétricas y la, 197, 197 
directriz de, 685, 687, 687, 687t, 736-737, 
736 
ecuaciones polares para, 734-736, 736, 
737-738e 
eje de la, 15, 15 
excentricidad de, 700 
foco de, 685, 697e 
fórmula de Arquímedes para el área de la, 
366e 
graficación de, 15-16, 16 
longitud focal de, 686 
método de graficación de Kepler, 697е 
parametrización de, 709, 709 
propiedades reflejantes de, 692-693, 693, 
696-697e 
recta tangente a la, 136, 136, 158e 
vértice de la, 15, 75, 686, 686 
Paraboloide(s), 892-893, 893, 1140e, 1141е 
hiperbólico, 896, 896, 898е 
Paralelepípedo, volumen de un, 877, 878 
Paralelogramo(s), 871e, 903e 
área de, 874, 874, AP-31 
proyección sobre un plano, АР-28-АР-29 
ley de la suma, 856, 856, 863, 863-864 
Partición 
de [a, b], 340 
de R, 1068, 7068 
norma de, 1116 
Partícula móvil, 525-526 
Patinador sobre hielo, 674 
Pendiente(s), 16e, 202e, 211-212e, 237e 
de círculo, 206, 206-207 
de curva, 137 
de curvas paramétricas, 197 
de la tangente, 195 
de recta, 70, 10-11 
de una curva polar, 719-721, 725e 
de una superficie en la dirección y, 988, 
988-989 
e intersección y, 12 
y la tangente, 138, 738, 140e, 156e, 
169-170e 
Pendientes tangentes, 195 
Perihelio, 738-739e, 952, 952-953 
Periodo(s) orbital(es), 36t, 959e 
Periodos de funciones trigonométricas, 53, 52 
Persecución de un automóvil a exceso de 
velocidad, 216, 216-217 
Peso-densidad, 456 
Peste del estaño, 289e 
pH, escala, 499, 501e 
Pi, estimación de, 305e, 306e, 832e, 833e 
Pi/2, estimación rápida de, 845e 
Pico de voltaje, 374 
Pirámide, volumen de una, 398 
Pitágoras, teorema de, 53, 251, 850, AP-13, 
AP-30 
Placa delgada de densidad constante, 1191e 
Placa(s) con densidad constante, centro de 
masa de, 431-432, 432 
de densidad variable, centro de masa de, 
432-433 
delgada plana, centro de masa de, 429, 
429-430, 430 
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fórmulas de masa y primer momento 
para, 1084t 
plana vertical, integral para la fuerza de un 
fluido contra la, 457 
Planeta(s), distancia entre el Sol y, 36t 
Plano 
área en el, 725, 725-727, 741e, 879e 
en el espacio, 880, 880-887, 888e 
intersección de rectas y, 885-886 
por tres puntos, 884 
puntos en el, fórmula de la distancia 
para, 13 
tangente. Vea Plano(s) tangente(s) 
teorema de Green en, 1169-1181 
vector unitario normal a, 876 
vectores perpendiculares a, 875, 875-876 
cartesiano, 9 
coordenado(s), 848-849, 849 
funciones trigonométricas en el, 52 
primeros momentos en torno de, 1110 
tangente(s), definición de, 1015, 7015 
y diferenciales, 1015-1027 
y rectas normales, 1015-1017, 1016, 
1024e, 1063e 
Plutón, órbita de, 737, 737 
Población 
de osos, modelado de, 677-679, 677 
límite, 670 
máxima, 676 
mundial, 675, 675t, 675, 676t 
Poiseuille, Jean, 230 
Polinomial(es), 30, 30 
cúbica, tangentes horizontales de, 256 
derivada de, 162-163 
límites de, 86 
raíces complejas de, AP-22 
Taylor, 807-810, 808, 809, 810, 810e 
trigonométricas, 204-205e 
Polonio 210, vida media del, 506, 510e 
Posición 
estándar, 48, 49 
desde aceleración, 260-261, 262e 
Potencia(s), 159-163, AP-19 
de funciones, 29, 29, 30, 496 
de senos y cosenos, productos de, 581-583, 
585-586e 
de tan x y sec x, 586e 
integrales de, 583 
desarrollo de, 555-556 
fraccionarias impares, graficación de, 62, 
62-63 
racionales, 209-211 
trigonométricas, 560e 
y raíces, AP-21-AP-22 
serie binomial para, 822-824 
Potenciales para campos conservativos, 
1164-1166 
Pozo, profundidad de un, 227, 229-230 
Predicción de niveles de población, curva 
para, 64, 64-65, 65 
Presiones de fluidos, 456-461 
Principio 
de Arquímedes, 1227e 
de Cavalieri, 398, 399, 406e 
de Fermat, 281, 281-282, 289e 
Prisma, AP-31 
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Problema 
de primer orden con valor inicial, 643 
lineal de primer orden con valor inicial, 
653-654, 658e 
Problemas 
de mezclas, 655 
de valor inicial, 315-316e, 321e, 366e, 
375-376е, 389e, 391е, 490-491, 494e, 
532e, 580e, 591e, 832e, 84 le 
de primer orden, 643 
definición de, 310 
ecuaciones diferenciales y, 310 
soluciones en series de potencias, 
824-827 
lineal de primer orden, 653-654, 658e 
soluciones en series, 824-825 
Producción, costo marginal de, 177, 177 
Producto caja, 877, 877-878, 879e 
Producto escalar. Vea Producto(s) punto 
Producto interior. Vea Producto(s) punto 
Producto(s), 39, 45e 
cruz, 873-878, 874 
de senos y cosenos, 585, 586e 
punto, 862-870 
definición de, 863 
determinación de, 863, 863-864 
propiedades de, 866 
triple, 877, 877-878, 879e 
y cocientes, 163-166 
Propiedad 
aditiva, 1072, 1072 
de completez, 2, AP-9, AP-10 
del valor intermedio, 130-131, 155, 155 
Propiedades 
algebraicas, 1 
de orden, 2, AP-9 
reflejantes de las parábolas, 692-693, 693, 
696-697e 
Proporcionalidad, 35, 38e, 391-392e 
Proyectil, altura de, 329 
función velocidad de un, 329 
ideal, lanzamiento de, 921-922, 924-926 
Prueba(s) 
de comparación, 628, 629, 629, 777, 780 
para límites, 778-780 
de concavidad, 268, 268 
de condensación de Cauchy, 776 
de convergencia absoluta, 789-790 
de exactitud por componentes, 1167 
de la exactitud por componentes, 1167 
de la integral, 772-775, 773, 774 
de la raíz, 784-785 
de la razón,781-784, 796, 799, 844e 
de la recta vertical, 23, 24 
de la segunda derivada, 283, 322e, 820e, 
1033 
derivación de, 1054-1056, 1055 
del discriminante, 705-706 
para máximos y mínimos, 1033 
para series alternantes, 787 
Punto 
base, 931 
medio de un segmento de recta, 18e, 860, 
860, 861е 
8Ша, 896-897, 1029, 1029, 1031, 1031, 
1033 


Punto(s) 
crítico(s), 248, 1033, 1035е, /035е 
definición, 1029 
sin valores extremos, 250, 250 
de inflexión, 248, 268-269, 269 
de intersección elusivos, 722-723, 723 
de reposo. Vea Valores de equilibrio 
frontera, 3, 967,1031, 1032 
para regiones en el espacio, 970, 970 
interior(es), 3, 967, 967, 1031 
asíntotas verticales en, 624, 624 
para regiones en el espacio, 970, 970 
Punto-pendiente, ecuación, 11, 137 


R 
Raabe, prueba de, 844e 
Radianes, 190e, 195 
medida en, 48-50, 48, AP-33 
distintos de cero, 49, 49 
Radio 
de convergencia, 798-799 
de giro, cálculo de, 1146-1147, 1149e 
definición de, 1087 
momentos de inercia y, 1087-1088, 
1090е, 1112e, 1127e 
del círculo, 14 
Radioactividad, 505-507 
Radón-222, 513e 
Raíz, 131, 133е, 143e 
compleja, 306e AP-22 
cuarta, AP-20 
potencias y, AP-21-AP-22 
serie binomial para, 822-824 
promedio del cuadrado, 374 
Raíz(ces) cuadrada(s), eliminación, 556, 
559-560е, 583 
Rapidez, 174, 910 
instantánea, 74-75, 139 
promedio e instantánea, 73-75, 74t, 139 
respecto del suelo, vectores y, 857-858, 
858, 859 
Razón 
de cambio promedio, límites de la, 90 
y rectas secantes, 75 
de cambio y límites,73-81 
relacionada, 213-217 
Razones trigonométricas, 50, 50 
Rebote de una pelota, 764, 764-765 
Recorrido y elevación, 10 
Recta, área debajo de una, 350, 350 
círculos y parábolas, 9-16 
de intersección, 884-886 
distancia a lo largo de, 933 
ecuación vectorial para, 880 
ecuaciones paramétricas para, 881 
ecuaciones polares para, 732, 732, 737е, 
741е 
en el plano, intersección de, 885-886 
movimiento a lo largo de una, 172, 
269-270, 276e, 288e 
movimiento rectilíneo, 918 
normal, paralelo al plano, 1063 
paralela, 12-13 
parametrización de una, 197, 881 
рог dos puntos, 11-12, 72 
recta, 10-12 


curvatura de, 937, 937 
y planos еп el espacio, 880, 880-887 


Recta(s) 


de regresión, 63-64, 63t, 64 
fase, 666, 670, 670, 671е 
paralelas, 12-13 
perpendiculares, 12-13 
real, 1 
secante(s), 75 
tangente(s), 137, 188-189e, 910 
a curva(s), 1014, 1061е, 7017, 1017, 
1024e 
a la curva arcocotangente, 527 
a la parábola, 736, 136, 158 
a una elipse, 1011, 1011 


Rectángulo(s), integral doble sobre, 1067-1068 


inscritos, 280, 280-281 


Reflexiones y cambios de escala, 43-44, 43 
Región 


abierta, 970 

acotada, 967 

cerrada, 970 

no acotada, 967 

semicircular, centroide de, 443, 443-444, 
444 


Región(es) 


abierta(s) y cerrada(s), 970, 1099 
en el espacio, puntos para, 970 


Regla 


aditiva, para integrales, 360, 1145 
de Cramer, 212e 
de la cadena, 192-193, 204e, 216, 222, 
251, 368, 370, 945, 951, 996-1005, 
1003e 
como regla “fuera-dentro”, 193 
con exponenciales, 490 
con potencias de una función, 194-195 
coseno hiperbólico inverso y, 541 
demostración de, 228-229 
diagrama de árbol y, 997-998, 1000, 
1002 
forma de la, con cuatro variables, 1053 
para calcular N, 938 
para funciones de dos variables, 997, 
1000, 1003e 
para funciones de tres variables, 999, 
1000, 1003e 
uso de, 193-194, 1063e 
y la regla de potencias, 211 
de la derivada de la suma, 161-163 
de la derivada del cociente, 165-166 
de la derivada del producto, 163-165 
de la diferencia, 162 
de la mano derecha, 873 
de la suma, 162-163, 168 
de potencias, 168, 369 
con potencias irracionales, 493 
en la forma integral, 368-370 
forma general de, 492 
para enteros positivos, 160 
para potencias racionales, 209-211 
regla de la cadena y, 211 
de Simpson, 608, 608-613 
de sustitución, 370, 371, 553 
integrales indefinidas y la, 368-376 
del 70, 551e 


del cociente, 187-188 
de límites, prueba de, AP-5-AP-6 
derivada, 165-166, 167 
del intervalo de ancho cero, 476 
del múltiplo constante, 161, 161, 768 
del producto cruz, demostración de la, 
912-913 
del producto de límites, prueba de, 
AP-4-AP-5 
del producto, derivadas, 163-165 
en forma integral, 561-565 
generalización, 170e, 242e 
del punto medio, 327, 327 
del trapecio, 603-604, 604, 605, 605 
aproximaciones de, 611-612, 612t 
estimaciones del error para la, 606-607 
pasos para obtener precisión, 608, 608 
para el producto punto, demostración de la, 
912 
para funciones de Dirichlet, 145 
TOSE TACO, 50, 57 
Reglas 
algebraicas, 337, 338, 1012, 1014e 
de derivación, 911-913 
para funciones vectoriales, 912 
de linealidad de antiderivadas, 309-310, 
309t 
para gradientes, 1012 
Regular por partes, 1186 
Reloj de péndulo de Huygens, 710, 7/0 
Residuo de orden n, 812, 813 
Resistencia proporcional a la velocidad, 
673-674 
Resistencias eléctricas, 989, 989-990 
Resorte(s), compresión de, 449, 449 
estiramiento de, 449, 449-450, 452e, 463e 
ley de Hooke para, 449 
movimiento de un, 186, 186 
Riemann 
Bernhard, 340 
sumas de, 340-342, 396, 397, 410, 438, 
1067, 1068, 1069, 1069, 1072, 1078, 
1116, 1121 
convergencia de las, 345 
límites de las, 343-356 
rectángulos para las, 341, 342 
Rotacional. Vea también Densidad de 
circulación 
componente k de, 1171-1172 
Rotacional de F, determinación de la, 1202 
interpretación usando una rueda con 
paletas, 1205-1206, 1206 


5 
Sacudida, 175, 186 
Satélite(s), 950-958 
órbita de, 742-743е, 957, 957-958 
Secante, 50, 75 
Sección(es) 
cónica(s), 685, 686, 740-741e, 743e 
clasificación por la excentricidad, 
697-701 
ecuaciones polares para, 734, 734, 735, 
737е 
en coordenadas polares, 732-736, 741е 
y coordenadas polares, 685-745 


transversal(es), 890 
de un sólido, 396, 397 
Segmento de recta dirigido, 853, 854 
parametrización de, 88/, 881-882 
punto medio de, 18е, 860, 860, 861e 
Semicilindro infinito, 1142 
Semicírculo, límites para, 103, 103 
Seno(s), 50, 51t, 581-583, 585-586e 
rotaciones para evaluar, 707, 707 
Senoidal, 55 
Senoidales, curvas generales, 58е, 55 
Sensibilidad al cambio, 179, 229-231 
a un medicamento, 170e, 290e 
de costos mínimos, 284-285 
Serie 
armónica, 772-773 
binomial, 823, 831-832e 
para potencias y raíces, 822-824 
Serie(s) infinita(s), 761-769 
alternante, 787, 793e 
armónica, 787, 788 
reordenamiento de, 791-792 
serie p, 790 
sumas parciales de, 788, 788 
armónica, 772-773 
convergencia absoluta y condicional de, 
789-790 
convergencia o divergencia de, 770e, 
775-776е, 781e, 786e 
convergente condicionalmente, 789 
estudio de, 802 
reordenamiento de, 790-791 
serie p logarítmica, 776 
suma infinita y, 746 
teorema de reordenamiento y, 790, 794e 
Series 
de Fourier, 586e, 835-838, 836, 842e 
de potencias, 794-803, 796, 840-841e 
aplicaciones de, 822-831 
en resolución de problemas, 824-827 
límites mediante, 829-830 
multiplicación de, 803 
p, 774-775 
Simetría(s), 33-34, 34, 1128e 
en coordenadas polares, 719, 719 
gráficas polares, 719, 725e 
Sistema 
cartesiano de coordenadas, 848, 848, 874 
de coordenadas rectangulares, 9 
de los números complejos, AP-14 
Sistemas de coordenadas tridimensionales, 
848-851 
Skylab 4, 958e, 962e 
Software matemático, 593, 598-600, 739e, 
741e, 1049e 
visualización de superficies en el espacio, 
897 
Sólido(s) 
de revolución, 551e 
volumen de un, 399-404, 400, 401, 402, 
403, 407e, 589-590, 590 
secciones transversales de, 396, 397, 405e 
en el espacio, centro de masa de, 
1110-1111, 7711 
infinito, volumen de, 626, 626 
momento de inercia de, 1123 
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torcido, 406 
volumen de un, 396, 397, 398, 461-462e, 
1126-1127e 
Solución 
de estado estable, 655 
general, 311 
numérica, 659 
transitoria, 655 
Sonido, 499, 500 
Subintervalo(s), 340-342, 341 
Sucesión(es) infinita(s), acotada no 
decreciente, 755-756, 756 
acotación de, 756 
convergencia y divergencia de, 748-749, 
840e, 843e 
cotas superiores de, 756, 759e 
definiciones recursivas de, 755, 760e 
descripción de, 747-748 
divergente, 750 
límite(s) de, 749, 749, 757-758e, 759e 
cálculo de, 750-752, 760e 
recursivas, construcción de, 755 
representación gráfica de, 748, 748 
sucesión no decreciente, teorema de, 756 
teorema de la función continua para, 752 
teorema del sandwich para, 751-752 
Sucesiones, 747-756 
Suma de vectores, 856, 856 
Suma(s), 39, 45e, 159-163 
finita(s), reglas algebraicas para, 337, 338 
estimación de, 325-335, 388e 
límites de, 339-340 
notación sigma y, 335-343 
inferior, 326-327, 326, 345 
infinitas, series infinitas y, 746 
límites superiores de, 343 
relativistas, 904e 
superior, 326, 327, 345 
Sumas relativistas, 904e 
Sumatoria, índice de la, 336, 337 
Superficie(s) 
cuadrática(s), 891-897, 902e 
de nivel, 969-970 
de revolución, área(s) de, 436-447, 463e, 
729-730, 729 
definidas en forma paramétrica, 1197 
con agujeros, teorema de Stokes para, 
1208, 1208 
con dos lados, 1187, 7187 
en el espacio, visualización de, 897 
funciones definidas en, 999-1001 
integración sobre, 7186, 1186-1187, 
1197 
orientable, 1187, 7187 
parametrizada, 975e, 1192-1201, 1224e 
regular, área de, 1195 
parametrizada(s), 975e, 1192-1201, 1224e 
poliédricas, teorema de Stokes para, 1207, 
1207-1208 
Sustitución(es), 529, 530, 1140e 
determinación de series de Taylor mediante, 
815, 819e 
e identidades, 372 
en integrales definidas, 376-377 
en integrales dobles, 1128-1132, 7129, 
1130 
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en integrales múltiples, 1128-1137 

en integrales triples, 7732, 1132-1135, 
1133, 1134 

para evaluar una integral, 371 

simplificación de, 554-555 

tres básicas, 587, 587-591, 588, 589 

trigonométricas, 586-592, 591е 

uso de, 372-373 

y área entre curvas, 376-387 


T 
T y N, 938-939 
Tablas de integrales, 593, 595, 600-601е 
Tamaño de paso, 603 
Tangente(s), 50, 51t, 202e, 204e, 211-212e, 
237 
a curvas, 134-135, 135, 137, 167, 167 
a curvas paramétricas, 203е, 237е 
horizontal a una polinomial cúbica, 256 
determinación de la, 163, 163, 169e 
horizontal(es), determinación de, 163, 163 
paralela, 212e, 262e 
vertical, 140-141e 
y derivadas, 134-139 
y gradientes a curvas de nivel, 1010-1011, 
1011 
Tanque 
cilíndrico, vaciado de un, 214-215, 214 
cónico, bombeo de petróleo de un, 450, 
450-451 
cilíndrico, bombeo de, 463e 
drenado de un, 183e, 239e, 454e, 647, 
647 
llenado de un, 217, 217, 658e 
de almacenamiento en una refinería de 
petróleo, 655-657, 656, 664 
Tasa (razón) 
constante, 503 
marginal de impuestos, 178 
de impuesto marginal, 178 
de interés continua, 505 
Tasa(s) de crecimiento, comparación, 512, 
513 
de funciones, 577, 511-513, 512, 548-549e 
relativa(s), 511-517, 675, 675t 
Tautócrona(s), 711-712, 712 
Taylor 
fórmula de, 812, 843e 
para dos variables, 1056-1059 
polinomios de, 807-810, 808, 809, 810, 
810e 
series de, 8216, 830, 841е, 843e 
combinación, 817 
convergencia, 811-819 
de uso frecuente, 831t 
definición de, 806 
determinación de, 807, 810-811e, 815, 
819e 
representaciones mediante series, 
805-806 
y series de Maclaurin, 805-810 
teorema de, 811-813, 814 
demostración de, 818-819 
y el teorema del valor medio, 820e 
Telescopio de reflexión, 693, 693 


Temperatura en Alaska, 55, 55-56, 56, 58e, 


203e 

debajo de la superficie de la Tierra, 971, 
971 

promedio de, 605-606 


Teorema(s) 


de Clairaut, 991-992 
de convergencia para series de potencias, 
797-798 
de De Moivre, АР-19 
de estimación 
del residuo, 813-814, 815, 816, 817 
para series alternantes, 788, 816, 817 
ае Fubini, 7069, 1069-1071, 1073 
de Green, 1169-1181, 1218-1219, 1220, 
1225е 
para evaluar integrales de línea, 
1174-1175 
y ecuación de Laplace, 1181е 
y teorema de Stokes, 1203, 7203 
de integrales, 1218-1220 
de la divergencia, 1219, 1220 
apoyo de, 1212 
para regiones especiales, 1213-1214, 
1214 
para varias regiones, 1214-1215 
y teorema de Green, 1219, 1220 
y teoría unificada, 1211-1222 
de la función continua, 752 
de la primera derivada, 247 
de las derivadas mixtas, 991-992, 
AP-23-AP-25 
de las series alternantes, 797 
de límites, pruebas de, AP-4-AP-7 
de multiplicación para series, 803 
de Oresme, 844e 
de Pappus, 442-444, 443, 444, 447e 
de Rolle, 255, 255-257, 256, 262e, 819 
de Stokes, 1201-1209, 1207, 1219 
del eje paralelo, 1091е, 1113-1114e 
del eje perpendicular, 1086-1087 
del gradiente ortogonal, 1042 
del incremento para funciones de dos 
variables, 993, АР-25-АР-27 
del sandwich, 87-89, 88, 90e, 110-111, 
110e, 983e, AP-6 
para sucesiones infinitas, 751-752 
del valor extremo, AP-10, 247, 247, 347 


del valor intermedio, 130-131, 731, AP-10 


del valor medio de Cauchy, 294, 294 


del valor medio, 257, 257-258, 258, 260e, 


262, 266, 319e, 437, 438, 812, AP-26- 
AP-27 
corolarios del, 258-259, 259 


para integrales definidas, 356, 356-357, 


357,361, 
teorema de Taylor y, 820e 
del zipper, 759e 
fundamental del álgebra, AP-20-AP-21 
fundamental del cálculo, 312, 356-368, 
358, 367е, 478, 915, 919e, 1219-1220 
aplicación del, 359-360 


Tercias pitagóricas, 758-759e 
Término a término 


derivación, 799-800, 839e 
integración, 801-802 


Término de error, 318 
Términos dominantes, 120-121 
Terremoto, intensidad de, 499 
Toro, volumen de un, 407-408е, 443, 443 
Torque, 425, 876, 876-877, 902e 
Torre de Pisa, 241е 
Torsión, 941, 943-945, 950e 
determinación de la, 948, 949e 
fórmulas para calcular, 947 
Trabajo, 447-455, 463e, 465e, 868-869, 872e 
definición de, 447, 868 
mediante campo conservativo, 1163 
mediante fuerza constante, 447-448, 868, 
868, 1169e 
mediante fuerza variable, 448, 452-453e 
sobre una curva en el espacio, 1154, 
1154-1155 
realizado por una fuerza constante, 
447-448, 868, 868, 1169e 
Transferencia de calor, 507-508 
Transformación(es), integración y, 1130-1132, 
1134-1135 
de gráficas trigonométricas, 55 
determinante jacobiano de, 1133-1134, 
1134 
Trapezoide, área de un, 351, 351, AP-31 
Trayectoria(s) 
ortogonal(es), 679, 679-680, 680 
en el espacio, 906, 909 
Trazas, 890 
Triángulo(s), AP-30 
área de un, 876, 879e, 1224e 
desigualdad del, 72e 
Triple producto 
escalar, 877, 877-878, 879e 
vectorial, 904e 
Trocoide(s), 712-713e 


U 


Unidad astronómica, 698 
Unión de conjuntos, 3 
Utilidad marginal, 282-283, 283 


У 
Valor(es), 19 
absoluto(s), 5, 6 ,86, 69e 
de equilibrio, 665-666 
de estado estable, 655 
de una función, estimación de, 619 
numéricos asignados a x, 578-579 
derivadas a partir de, 164-165 
promedio, de funciones integrables, 1083 
de función lineal, 331, 337 
de función no negativa, 331, 337 
de sen x, 331-332, 332 
tabla de, para funciones, 23, 23 
Valores extremos 
de funciones, 244-252 
de una función en una circunferencia, 
1044-1045, 1045 
función de dos variables y, 1027, 1027, 
1028 
locales, 246-247, 247 
búsqueda de, 1031, 7031 
determinación de, 1029, 7029, 1030 
máximo, 1028, 7028, 1033, 1034e 


mínimo, 1028, 1033, 1034e 

prueba de la segunda derivada para, 
1031 

pruebas de las derivadas para, 1027-1031, 
1028 

teorema de la primera derivada para, 247 


Variable 


de espesor, 412 
de integración, 312 
Variable(s), restringida, derivadas parciales 
con, 1049-1054, 1053, 1062-1063е, 
1064e 
dependiente, 19 
entrada, 965 
fórmula de Taylor para, 1056-1059 
funciones con más de dos, 981, 989, 1023 
funciones de dos, 966-968, 974e 
continuas, 979, 979 
derivadas parciales de, 984-986, 985, 
986 
graficación de, 968, 968 
límites de, 976-977, 978-979 
linealización de, 1018-1019, 7019 
regla de la cadena para, 997, 1000, 
1003e 
teorema del incremento para, 993, 
АР-25-АР-27 
funciones de tres, 969-970, 998-999, 
1012-1013, 1025e 
regla de la cadena para, 999, 1000, 
1003e 
funciones de, 965-975 
independiente, 19 
muda, 345 
salida, 965 


Varilla 


de densidad constante, 427, 427-428 
definición de, 427 
de densidad variable, 428, 428 


Vector(es) 


de fuerza, 859, 861-862e 
gradiente, 1008 

normal unitario principal, 938, 938 
normal unitario principal N, 940 
ortogonales, 865, 869, 869-870 
posición, 1064e 

tangentes, 910, 1159 


unitario binormal B, 943, 943 
unitario(s), 858, 858, 862e, 1159e 
aun plano, 876 
coordenadas cilíndricas y, 964e 
ortogonales, 872e 
normal N, 940 
tangente T, 933-935 
velocidad, 853, 853, 862e, 910, 1150, 
1150-1152 


Vector(es), aceleración, 910 


ángulos entre, 863, 863-865, 870-871е, 
1063e 

binormal, 949e 

como segmento de recta dirigido, 854, 854, 
862e 

como suma de vectores ortogonales, 869, 
869-870 

componentes de, 854-855, 858 

componentes escalares de, 866-867, 867, 
868 

definición de, 853 

en el plano, números complejos y, AP-22 

en posición estándar, 854, 854 

fuerza, 859, 861-862e 

gradiente, 1008 

magnitud (longitud) de, 855 

normal unitario principal, 938, 938 

operaciones algebraicas, 856, 856-858, 857 

ortogonal (perpendicular), 865 
vector como suma de, 869, 869-870 

paralelos, 873 

perpendicular al plano, 875, 875-876 

posición, curvas en el espacio generadas 
por computadora y, 906, 907 

producto(s) cruz de, 873, 873-874, 879e 
ley distributiva para, AP-22-AP-23 

proyecciones, 866, 866-868 

rapidez y dirección respecto del suelo, 
857-858, 858 

resultante, 856 

suma, 856, 856 

tangente, 910 

unitario binormal B, 943, 943 

unitario normal N, 940 

unitario tangente, 934, 935e 

unitario tangente T, 933-935 

velocidad, 853, 853, 862e, 910 
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y curvatura, para curvas, 940 
y geometría del espacio, 848-905 
Velocidad 
angular constante, 1206, 1206 
a partir de la aceleración, 259-260, 261e 
como rapidez por dirección, 859 
de dos partículas, 242Е 
de un automóvil de carreras, 172 
instantánea, 172 
promedio, 172 
resistencia proporcional a, 673-674 
terminal, 670 
y aceleración en el espacio, 916-917 
instantánea, 172 
promedio, 172 
terminal, 670 
Ventana(s) 
de graficación, 59-63 
de visualización, 59, 60, 66E 
cuadradas, 60, 60 
de graficación, 59-63 
Vértice de la parábola, 15, 15 
Vida media de un elemento radioactivo, 506 
Viking 1, órbita de, 958e 
Voltaje en el hogar, 374, 374 
Volumen, cambio en, 1021-1022 
con restricciones, 1032-1033 
de casquillos cilíndricos, 409, 409-416, 410 
de sólidos de revolución, 396, 397, 398, 
461-462e, 1106e, 1126-1127e 
de un cilindro, 218e, 1025 
de un florero, 617 
de un prisma, 1075, 1075 
de un sólido infinito, 626, 626 
de un toro, 407-408е, 443, 443 
de una cuña, 399, 399 
de una esfera, 400, 400-401 
de una pirámide, 398 
definición de, 1099 
determinación de, 1074, 1101, 7702, 1102 
integrales dobles como, 1068-1069, 1069 
método de arandelas y cascarones para la 
determinación de, 475 
por medio de rebanadas y rotación respecto 
de un eje, 396-409 
teorema de Pappus para, 443, 443 


BREVE TABLA DE INTEGRALES 


1. uay = uy- уй 2. fardu + с, а%Ф 1, а> 0 
3. | сози = senu + c 4. [жели = -cosu + c 
(ах + БУГ =i 1 
5. | (ax + b) dx = ———— +C, п=—1 6. | (ax+b)*dx= ¿Inlax+b| + C 
aln + 1) a 


23 


Жыз. (ах БУТ! Гах + b Ь 
[хш + 22 п? 231 +C, п=—1,—2 


в. мөс oy = аја +С 
а 
а 222 b dx _ 1 X 
9. | мас» а= |m jax + ol 2 +С w f Ey 113213 


п. [а Ја 2 — z +С, пж —2 п. 22 ез2 ato of 


13. (o f i a 2 gi x=bio ы / ах 211 in 2242201 4 6 
х2ах-5 25 A b х2ах+Ь 2b 2ax+b+2b 


м. [222 a кака ах +С is. f dx E 2а +? 21 dx +С 
хэ x2ax+b х22 ах+Ь А х2 ах + b 


ах 
х2 ax+ b 


dx ШШЕ: ах х 1 Xx 
16. = 1 + С 17. = + t +C 
Тэ ам! а їг 2аа? + х?) 2a? ай а 
ах 1 x+a dx х 1 х+а 
в. 5573 а == FCE ЖН. a EE 
w. | -sehit сеа 28+) +С 
а + х 
2 == Е 2 тг 
л. forrajes sahte ау 
4 
22. | еэ ад а ар o (a? + 252)2 а? +x? – 6 1а(х + 2a + 2) + С 
T1 


F2 


24. 


25. 


26. 


28. 


30. 


31. 


33. 


35. 


37. 


38. 


39. 


40. 


42. 


43. 


44. 


45. 


Breve tabla de integrales 


2 2 2 
эв са dx = 2 а? + х? am an a +C 
2 2 2 2 
сааж: dx = In (x + 2 a? + x?) eu a +C 
х 
2 2 
А ах = In (x + 240412) + 224 ыг -0С 
2 a? + х? 2 
dx 1 a+ 2 а? + х? 
rr Ё +С 27, 
ш = зеп 15 + С 29. 
2 2-х 4 
х22 а? – 22 ах = $ sen! Z 152 а-х (а? – 22) + С 
TTD 2 
ээ ^_ах=2а?2—х? тр > кс э. | 
2 2 
> 5 @х = sen” a 12 а? — №? +С м. | 
а? = х 
2__2 
ЕЕН с г в. | 
х22 а? = х? ах 


2 2 х 2 2,4 
2а х dx 22 а х? + z sen a tC 
2 2 __ „2 К 2 DA 2 
T х dx= sen”! 2 ЫГ дов 
dx 1 a+ 2 а? – х? 
220122 аш x +C 
dx = cosh! Ž + C 
2 х2 - а? 


= In |х + 2х2 -а4 +С 


2 221 
dx (2 =g] 21 ах жа 
(2 х2 – а?) (2 — n)a? (п = Za? (252-4а) 
, (2 х2 а2)" 
x(2 x? —- a?) dx = ә +С, п=—2 
4 
А 20а дее (о а)дар аво -арьс 
2,2 
а 2 dx = 2 х? – а? – аѕес  4С 
22.2 = 2. 
с E ehbir a?| ны 
х 
5 а? 72-05 a o 2 qa 
23 = ах = ml + 2 х plt ta а + с 
x*-a 
22,2 
а == вес + С = cos | + С s. | л — z 21 g 
х2 х^ -а х^2 x - а ах 


50. 


51. 


52. 


53. 


54. 


56. 


58. 


60. 


61. 


62. 


63. 


65. 


67. 


/ dx 
2 2ах- Y 


Breve tabla de integrales Т-3 


— = A A 2 - 
‚ [2 2 de = 42 2ах 8. зе! (E 2) +с 


Е (x= а)(2 2ах — e) 


E 2ax — х?)" dx 222 


(х — а)(2 2ах — хар" їг 


ах 


1 


+ аг |(2 2ах — ro dx 


х2 


/ (2 2ах — eN (п = 2)а? 


(п — 2)а? 


2 2ax — 
X 


(b) ЁЁ ах зеп bx ах = 


(с) / ах со8 bx dx = 


J 2 2ax — x 
e 
J xdx 
2 2ах- х? 
аа: -l cos ax +C 


J sen? ax dx = 


dx 2 


sen 


2 


dx= 22ах— + азе! (2) с 


а 


(572) +с 


= ason! ($34) - 2 m= + C 


п-1 
8ёп7 * ax cos ax 
/ sen” ax dx + 


(a) fs ax cos bx dx = 


ЁС ах dx = 


-Її |совах| + С 


/ dx 
(2 2ax — | 


— + a)(2x — 3a)2 2ax-x д = 
Јоза? а= 90: 3) = “+ sent (274) +c 


ss. | ыг ае 


х2 2ах- х? ад + 


57. аа = 1 sen ax +C 


x _ sen2ax 2 _ x | sen2ax 
2 Ja +C 59. f cos axdx = 5 + Ja +C 
n=l п—2 
Hä Е fso ax dx 
п-1 Эн 
feos ax dx = 205 ÓN e = СЕ ах ах 
соѕ(а + b)x cos(a — b)x 5 5 
+ + p? 
2(а + b) а= 
ѕеп(а — Б)х веп(а + b)x 5 5 
+ + p? 
2(a — b) 2(a + b) ЕА 
ѕеп(а — b)x веп(а + b)x 2 E 
+ + 
2(a — b) ma Er 
МЕ, 64 aa гж, п = —1 
4а 1 (п + 1)a ? 
1 19 |sen ax] +С 66. Совдеп дене a Иа о п + =] 
а (п + 1)а , 


T4 Breve tabla de integrales 


A=] т+1 = 
68. / sen” ах cos” ax ах = — 51 ТЭРЭЭ х - 2 L | ѕеп” 2 ах cos” ax dx, п + —m (reduce sen” ax) 
ат + п 
п+1 m=] 2 
69. | sen” ах cos” ах dx = E A a нь a + 1 / sen” ах соѕ" 2 ах dx, т + -п (reduce cos” ax) 
ат + п 
ах 2 -2 -1 b=c р ах 2 2 
m | а2 n=.” RE JENS ке 
dx _ —1 с + bsenax + 2 с? — Ь?созах 2 2 
231: 42 a. b + csenax Ы 
dx 1 р ах ах 1 р „ ах 
п. | rën а (9 ЭЕ: тз. E ао + ®} с 
ах 2 _1 b= d 2 2 
74. = =f tan | + С, р > 
Jla a a2 b= 0? an NE а 4 
ах 1 с + bcosax + 2 с? — b?senax 2 2 
. | а 5 эсу" Ь + ссозах С аг 
ах 1 ах ах 1 ах 
в. | Em ma 
78. ЇЕ - L sen ax — 2 cos ах +C 79. козака = L cos ax + Z sen ах +C 
a a 
n х" п п 1 п x" n n—-1 
80. | x"senaxdx = – тт соѕах + q | х" соѕах dx 81. | х"соѕах х = т ѕепах — q | х" sen ax dx 
82. | шаг - Lin [secax| + С 83. ЇГС - Lin |вепах| + С 
84. | шдасах - 1 авах ЗЭС 85. fearas = -1сосах =x +C 
п-1 =i 
86. tan” ax dx = Тап e tan”? ax dx, пж1 87. cot” ax dx = LEOK CA cot"? ах dx, пж1 
а(п = 1) а(п = 1) 
88. Гав = Lin [sec ax + tanax| + С 89. Jescarás = «dh |сзс ax + cotax| + С 
90. | «даха = 1 апах + С 91. f аа = -1сосах +С 
sec”? ахќапах п = 2 —2 
92. вес” ах ах = + ѕес" = ах ах, n #1 
а(п = 1) п = 1 
сѕс" 2 axcotax п 2 -2 
93. csc” ах dx + сѕс" “axdx, п=1 
а(п = 1) n= 1 
94. fse ax tan ax dx = sec -m +C, п=0 95. ES ах cot ax dx = == +C, п+ 0 


96. 


98. 


99. 


100. 


101. 


102. 


104. 


106 


108. 


110. 


111. 


113. 


115. 


117. 


118. 


119. 


121. 


123. 


Зава, “өш е ч “Зэн, “Эд, бн, a K Ээ es os Зэв, 


SS ах dx = хѕеп ах + 12 1-ах +С 


Ju ах dx = xtan ах — 


2 х 
ЇГС: Тах dx = 


х" соѕ ! ax dx = 


x” tan! ax dx = PEN 


% 
8 
Il 
ан 
% 
a 
8 


хе“ dx = S (ax - 1) +С 
а 


Breve tabla de integrales Т-5 
97. ES ах dx = хсоѕ ах — 12 1— ах? + С 


ш (1 + ах?) + С 


2а 
RFI п+1 
sen ах а a , п=—1 
п+ 1 п+ 1 Э-|--222 
п+1 n+1 
x cos™! ax + — T dx ‚ п=—1 
n+l n+l ГЛ: 
хп zi a х"*! dx 
ygn ах 1 14-422 n + -l1 
Ре С 1 pe 
+C 103. Ь°* dx = = +C, b>0,bÆ+1 
ар 


1 п „ах 
ах ё 


105. |же ах = а ил dx 


лэн AR Ээ” 1 sr Ээ, 
ашб  alnb al + p? 
е cos bx dx = 5 (acos bx + bsenbx) + С 109. | шахах xlnax — x + C 
а + b? 
Un ax)" m 
n m Эг п т-1 нэ 
x"(In ax)” dx A +1 E g (шах)/” dx, n # —1 
ln m+l 
х аа)" dx = шаг +С, тж-1 112. а ах + C 
т +1 х1п ах 


senh ах ах = L cosh ax t C 


senh? ax dx = 


senh 2ax _ 


114. ЁК ах ах = 1 senh ax FC 


X 


2 


senh 2ax 


+C 


-1-0 


116. ES ах dx = 
4a 


senh”™! ах cosh ax 


senh” ax dx = 


na 


п Я Ч senh”? ax dx, n 0 


cosh”™! ax senh ax 


cosh” ax dx = 


x senh ax dx = 


Х 
х" senh ax dx = Лү cosh ax — 


їапһ ах ах = Lin (cosh ax) + C 


na 


42 Л E [соз ах ах, п=0 


7 cosh ax - L senh ax +C 


120. ЇЁ cosh ах dx = > senh ах — L cosh ах + C 
а а 
ж“ cosh ax dx 


п 


122. fe cosh ax dx = A senh ax — | senh ах dx 


124. Jeomarás = Lin |ѕепһ ax| + C 


Т-6 Breve tabla de integrales 


125. | чиг ах ах =x= 1 tanh ах + С 126. | «ай ах ах = х - 1 coth ах + С 
п _ апһ" ах ЭЧЕ; 
127. tanh” ax dx = — === + tanh” -ax dx, п» 1 
(п = 1)а 


п-1 

128. coth” ax dx = Pon + coth”? ax dx, пж1 
(п = 1)а 
129. | х ах ах = 1 sen”! (tanh ax) + С 130. ES ax dx = Lin tanh Al +С 
131. | наг ах dx = L tanh ах РС 132. | агаа = -L coth ах + C 
n-2 22 
133. sech” ах dx = шон de ш ы" sech""axdx, пж 1 
(п = 1)a п = 1 

п—2, = 
134. csch” ax dx = csch ахсойах_п—2 csch”? ax ах, n #1 

(n = 1)a n= 1 
135. ЇЇ: ax tanh ах dx = BE BE +С, п=0 136. ES ax coth ax dx = „зш +С, п=0 
БЭ” ЭГ A A а 

: 21445 a-b ? 
138 е“ cosh bx dx = є | e + en +C, а? +b’? 
А 214-5 a-b 1 
139. | e? ах = Г(п) = (п – 1), n>0 140. f е7“ dx = 2 р, a>0 
0 0 
1:3-:5-4(1-1) р . 
р/2 р/2 aa F si n es un entero par 22 
141. / sen” x dx -| cos” х dx = жый н бк ЕЛ) | | 
3-5-7... 7 si n es un entero impar =3 
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SERIES 


Series de Taylor 


Е = Жылкы ыйба лче эш т 
p- Рача ++” + 2" |х| < 1 
A РНЕ СРИ). 
ку Т х + х + (—х)" + =a Т)", |х| «1 
A РИТ КО... z 
A тэм” АИ 2 ша 
3 5 2п+1 2 (-1ух +1! 
Х Xx Xx 
Эв, + se o еи ПЕЕЛЕ < 
Е дү E S] Can Ж Ол +!” шаа 
2 4 2п оо (= 1)"х2" 
х х х 
+ sa de 1)" de su... ж ‚| < оо 
ЫСТ CD" бам 2 (28)! > |х| 
2 3 п со (—1)" lx” 
х х лах 
Ш(1-3)-х 273 + (1) сэл” =; , l<x=1 
1+х_ гэ x? x5 х2п+1 Е 22 х2п+1 
№ т; = 2tamh cer + Es dá 2 FT" |x| < 1 
3 5 2n+1 о (1?! 
=l 5 2 т =p X кюк = 
tan х=х— +5 ХЭРЭ 23 226417 |х| ж 1 


Series binomiales 


ТҮР A an 1)х2 Ф т(т — мн - 2)x? пе" т(т = 1)(т — нэн = К+ 1)х* 3 


=1+ 2. lx] < 1, 
= \К 


т т т(т — 1) т т(т = 1)---(m=k + 1) 
(m) =m (ир, (= al рага k = 3. 


LÍMITES 


Leyes generales 

Si L, М, с, and k son números reales, у si 
lím f(x) = L y 
AC 

Regla de la adición: 


lím а(х) = М, entonces 
(FCO + 80) = L + M 
Ши(/0) = g(1)) = L -= M 
Ши(/00:409) -14М 
Regla del múltiplo constante: lím(k ‚}(х)) =k'L 


„Те — S 
хэс g(x) M’ 


Regla de la diferencia: 
Regla del producto: 


Regla del cociente: М + 0 


Teorema del sandwich 


Si g(x) = f(x) = h(x) en un intervalo abierto que contiene с, 
excepto posiblemente en х = с, y si 


lím g(x) = lím h(x) = L, 
g= х=”еє 


entonces йт». f(x) = L. 


Desigualdades 


Si f(x) = g(x) en un intervalo abierto que contiene с, excepto 
posiblemente en x = c, y si ambos límites existen, entonces 


Ит f(x) = lím g(x). 
ХЭС ХЭС 


Continuidad 


Si g es continua en L y йт,» f(x) = L, entonces 


lím &(/(х)) = 800. 


Fórmulas específicas 
Si Р(х) = арх" + ах"! + ++- + ap, entonces 


lím Р(х) = Ple) = ac” + аст + + ао. 
ХЭС 


Si Р(х) у Q(x) son funciones polinomiales у О(с) = 0, en- 
tonces 

” Р(х) _ P(c) 

ím = . 

x>c Q(x) 00) 


Si f(x) es continua en х = с, entonces 


lím f(x) = f(c). 


+ SEN X : 
Иш == = 1 у lím 0 
х-»0 x>0 


Regla de L'Hópital 


Si f(a) = g(a) = 0, tanto f” como g' existen en un intervalo 
abierto Г que contiene a, y si g'(x) # O en I si х = a, entonces 


fœ) ia f(x) 
к= g'(x) 


A 
гээш 8(5) 


suponiendo que existe el límite del lado derecho. 


Fórmulas generales 


Cero: 


Orden de integración: 


Múltiplos constantes: 


Sumas y diferencias: 


Aditividad: 


REGLAS DE INTEGRACIÓN 


(К ах = 0 


а b 
| Р(х) dx = -| f(x)dx 


b b 
/ kf(x) dx = k ЯНЬ dx (Cualquier número k) 


Ї — f(x) dx = К, f(x)dx (k = —1) 


b 
Гоо + g(x)) dx = Pro dx + / g(x) dx 


|. fx) dx + / Јо) dx = / 0% 


Desigualdad máx-mín: Si máx f y mín f son los valores máximo y mínimo de f en [a, b], entonces 


b 
поа = f fod = máx f * (b — a). 


b b 
Dominación: f(x) = g(x) en [a,b] implica ES dx = ao dx 


b 
Р(х) 2 0 on [a,b] implies / Р(х) ах = 0 


Teorema fundamental del cálculo 


Parte 1 Si f es continua en [a, b], entonces F(x) = 1010) dí es continua еп 
[a, b] y diferenciable en (a, b) y su derivada en f(x); 


ra = < | FO а = fO). 


Parte 2 Si f es continua en todo punto de [a, b] y F es cualquier antiderivada 
de f en [a, b], entonces 


b 
Р(х) dx = F(b) — Fla). 


a 


Sustitución de integrales definidas Integración por partes 


b g(b) b А b 
runs dx = т f(u) du О ах = 10698091 = / Р(х) (х) ах 


ga 


